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RÉSUMÉ. - Étant donnée une variété V, nous considérons une famille
d’applications, que nous appelons barycentres, qui à toute probabilité
sur V font correspondre un point de V. Pour chaque barycentre nous
définissons la classe des martingales sur V comme l’ensemble des

semimartingales avec sauts à valeurs dans V et possédant une propriété
liée au barycentre; cette notion généralise la notion de martingale continue
définie par la géométrie différentielle d’ordre 2. Nous en donnons plusieurs
caractérisations équivalentes, et montrons que sous certaines hypothèses,
il existe une et une seule martingale de valeur finale donnée; ce résultat
peut être appliqué à l’étude probabiliste des applications harmoniques à
valeurs dans V.

Mots clés : calcul stochastique sur les variétés; barycentres; variétés à géométrie convexe;
construction de martingales.

ABSTRACT. - On a manifold V, we consider a family of V-valued maps,
called barycentres, defined on the set of probability measures on V. For
each barycentre, we define the class of martingales on V as the set of
V-valued semimartingales with jumps which satisfy a condition involving
the barycentre; this notion extends the notion of continuous martingales
defined by means of the second order differential geometry. We give several
equivalent characterizations, and prove that under some assumptions, there
exists one and only one martingale with prescribed final value; this result

" 

can be applied to the probabilistic study of V-valued harmonic maps.
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648 J. PICARD

0. INTRODUCTION

Le but de ce travail est d’introduire une notion de barycentre pour une
probabilité portée par une variété, et d’étudier la notion de martingale
associée. Dans le cas d’un espace euclidien, les martingales permettent de
donner une interprétation probabiliste à certaines équations aux dérivées
partielles, ou plus généralement aux équations associées à des générateurs
de semi-groupes markoviens; la notion de martingale à valeurs dans une
variété va permettre de représenter les solutions d’équations soumises à une
contrainte non linéaire. Les équations associées à des opérateurs différentiels
vont pouvoir se représenter à l’aide de processus continus, mais pour des
opérateurs non locaux, nous aurons besoin de processus discontinus. Dans
ce cas, les outils de la géométrie différentielle locale tels que les connexions
ne suffisent plus, alors que la notion de barycentre va nous fournir un outil
global permettant de traiter le problème; lorsque nous nous restreindrons à
des processus continus, nous retrouverons la notion classique de martingale
continue à valeurs dans une variété.

Dans une première étape, commençons par rappeler la caractérisation
probabiliste d’une fonction harmonique réelle. Soit E une variété régulière,
soit £ un opérateur différentiel d’ordre 2 sans terme d’ordre 0, agissant
sur les fonctions de classe C~ de E dans R, et soit h une fonction de
E dans R. On dit que h est harmonique sur E si ,~ h = 0. Si Zt est

le processus de diffusion associé à £, il est bien connu qu’une fonction
régulière h est harmonique si et seulement si h ( Zt ) est une martingale
locale réelle continue pour toute condition initiale Zo = z. De plus,
cette caractérisation peut se généraliser à des opérateurs non locaux, plus
précisément aux générateurs infinitésimaux de diffusions avec sauts Zt;
dans ce cas la martingale locale h ( Zt ) pourra présenter des sauts. Une
conséquence de ce résultat est que la solution de certaines équations peut
s’obtenir en étudiant l’ensemble des martingales locales réelles convergeant
vers une variable fixée. Ainsi, si 8E est une partie de E, si u est une
fonction réelle définie sur et si le temps d’atteinte T de ~E par Zt est
presque sûrement fini, une fonction régulière h est solution du problème
de Dirichlet

si et seulement si est une martingale locale prenant la valeur
u (Zr) pour t &#x3E;_ T. De même, si u est une fonction réelle définie sur E,
on vérine en considérant la diffusion (t, Zt) qu’une fonction régulière h
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649BARYCENTRES ET MARTINGALES SUR UNE VARIÉTÉ

est solution de l’équation de la chaleur

si et seulement si h (t, Zt), 0 _ t  1, est une martingale locale prenant
la valeur u (Zl) en t = 1.

Dans une deuxième étape, considérons un espace euclidien Rd; en

le faisant agir composante par composante, l’opérateur £ s’étend aux

fonctions de E dans et la caractérisation probabiliste des fonctions
harmoniques se généralise immédiatement en considérant des martingales
locales euclidiennes. La troisième étape consiste à remplacer l’espace
euclidien Rd par une variété V. Dans ce cadre, au moins deux questions se
posent. D’une part, il faut savoir comment faire agir £ sur les fonctions
h de E dans V afin que la notion d’application harmonique garde un
sens; d’autre part, il faut savoir s’il est possible de définir une notion de
martingale sur V telle que h soit harmonique si et seulement si h (Zt)
est une martingale. Une fois ces deux définitions données, la résolution
probabiliste d’équations associées à £ s’effectue en étudiant l’existence et
l’unicité d’une martingale sur V prenant une valeur finale fixée.
Nous commençons par rappeler comment, dans le cadre classique des

opérateurs différentiels d’ordre 2, ces deux questions sont résolues par la
géométrie différentielle d’ordre 2 de [22] et [27]. Supposons d’abord que
£ est d’ordre 1, c’est-à-dire un champ de vecteurs sur E; si h est une
fonction régulière de E dans V, l’application

définie sur les fonctions régulières g de V dans R ne dépend que du
comportement à l’ordre 1 de g en h ( z ) , donc Lz est un vecteur tangent à
V en h (z) que nous noterons Supposons ensuite que L est un
opérateur différentiel d’ordre 2 sans terme d’ordre 0; dans le vocabulaire de
la géométrie différentielle d’ordre 2, ,C est un champ de vecteurs tangents
d’ordre 2 sur E; dans ce cas, l’application Lz dépend du comportement de
g à l’ordre 2, donc est un vecteur tangent d’ordre 2 à V en h ( z ) ; la donnée
d’une connexion sur V permet de lui associer un vecteur d’ordre 1 que
nous noterons à nouveau Lv h (z); nous dirons alors que h est harmonique
si Lv h = 0. En ce qui concerne la caractérisation probabiliste, la donnée
d’une connexion permet également de définir une notion de martingale
continue à valeurs dans V; cette notion a été introduite dans [7], puis a été
formalisée et étudiée dans [3] et [22] ; diverses caractérisations équivalentes
sont maintenant connues : voir le livre [11] auquel nous ferons généralement
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650 J. PICARD

référence pour ces questions; en particulier, nous savons qu’une application
régulière h est harmonique si et seulement si h ( Zt ) est une martingale pour
toute condition initiale Zo. Le cas qui a été essentiellement étudié dans la
littérature non probabiliste est le cas du laplacien (une bibliographie pourra
être trouvée dans [8] et [9]); plus précisément, si E et V sont des variétés
riemanniennes et si £ est le laplacien A sur E, 12v est appelé opérateur
de tension et nous obtenons la notion classique d’application harmonique
entre variétés; h est alors harmonique si et seulement si elle transforme
le mouvement browien sur E en une martingale sur V; de même, si
£ = A + nous obtenons l’équation de la chaleur non linéaire qui est
un outil pour rechercher les applications harmoniques.

Si £ est le générateur d’une diffusion avec sauts, Lz dépend de tout le
comportement de g donc la notion de connexion n’est plus suffisante pour
lui associer un vecteur tangent et nous avons besoin d’un objet plus général.
Nous allons utiliser les connecteurs de [26]. Un connecteur consiste en la
donnée d’une famille d’applications ~yx , ~ E V, de V dans l’espace tangent
Tx (V); en gros, le vecteur -yx (y) exprime comment est vu le point y depuis
le point x. L’application Lz peut être étendue aux fonctions à valeurs dans
Th(z) (V), et nous pouvons définir 12v h (z) comme étant Lz (~~ (z)); comme
précédemment, l’application h est dite harmonique si 12v h = 0. De plus,
le connecteur permet de définir l’intégrale de Ito d’une forme d’ordre 1

par rapport à une semimartingale avec sauts sur V (la construction de
[26] est en fait un cas particulier du calcul différentiel de [2]); on peut
en déduire une notion de martingale avec sauts sur V (définition 4.1 de
[26]), et nous verrons que la caractérisation des applications harmoniques est
encore valable. Ces notions sont compatibles avec la géométrie différentielle
d’ordre 2 : à chaque connecteur est associée une connexion qui fournit le
même 12v lorsque £ est un opérateur différentiel, et les deux notions de
martingales coïncident pour les processus continus.

Si maintenant nous voulons résoudre

ou

nous sommes amenés, comme dans le cas scalaire, à étudier l’ensemble
des martingales sur V convergeant vers une variable fixée. Le but de ce
travail est de proposer une construction approchée de ces martingales par
discrétisation du temps. Pour cela, nous allons introduire une notion de

barycentre; plus précisément, un barycentre est une application qui à une
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651BARYCENTRES ET MARTINGALES SUR UNE VARIÉTÉ

probabilité sur V fait correspondre un point, et qui satisfait une propriété
de compatibilité avec le connecteur. Les barycentres vont nous permettre
de définir toute une famille de problèmes discrétisés approchés pour la
recherche d’applications harmoniques. De plus, les barycentres fournissent
une nouvelle notion de martingale qui coïncide avec la notion obtenue à
partir du connecteur dans le cas quasi-continu à gauche. Les résultats que
nous allons obtenir ont un intérêt même dans le cas continu : ils fournissent
aussi bien des nouvelles caractérisations de la notion de martingale que
des algorithmes de calcul. On sait que sans hypothèse sur V, dans le
cas du laplacien, l’équation de la chaleur (0.1) n’admet pas toujours une
solution classique; plus précisément la solution peut exploser en temps fini
dans l’espace de Sobolev W 1 ~ °° : voir un exemple dans [1]; notre méthode
utilisant également des estimations de type lipschitzien, nous retrouverons
la même difficulté dans la construction des martingales, et nous serons

amenés à faire une hypothèse de convexité sur la géométrie de V (comme
en [19] pour le cas continu).

Détaillons la construction du barycentre dans le cas où V est une

sous-variété de c’est-à-dire représente un ensemble de contraintes
non linéaires pour un système évoluant dans Nous supposons donnée
une projection 7r sur V définie sur l’enveloppe convexe de V dans IRn;
7r représente la façon dont le système est contraint à rester sur V. Si h est
à valeurs dans V, nous pouvons également la considérer comme étant à
valeurs dans l~n et noter l’action de £ sur chacune des composantes
de h; nous définissons alors

où x’ désigne la dérivée de x, c’est-à-dire que x’ (y) est une projection
linéaire de l~n sur l’espace tangent Ty (V). Nous voulons discrétiser

l’équation de la chaleur (0.1) associée à Lv. Soit donc 03C3 = (ti , 0 ~ i ~ k)
une subdivision de l’intervalle [0, 1]. Nous supposons qu’entre les instants
de la subdivision, le système discrétisé diffuse dans R" selon .C, alors

qu’aux instants ti il est ramené sur V au moyen de x; plus précisément, si
P (t) est le semi-groupe associé à ,C, nous considérons la fonction ha (t, z)
de {ti, 0 ~ i ~ l~ ~ x E dans V définie par

Si nous faisons tendre le pas de cr vers 0, nous retrouvons, au moins
formellement, l’équation en temps continu (0.1) (une telle procédure n’est
évidemment valable que si l’équation limite a une solution, ce qui imposera
des hypothèses sur la variété); cette équation apparaît donc comme une
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équation de réaction-diffusion avec réaction instantanée donnée par 7r. Quant
à l’interprétation probabiliste de cet algorithme, le passage de l’instant ti+1
à l’instant ti permet d’écrire

_ .. 

_ , .. 1 - , ,

Nous sommes donc amenés à définir le barycentre d’une variable aléatoire
X à valeurs dans V comme étant

Nous pouvons alors dire que ha (ti, Zti ) est le barycentre conditionnel de
ha (ti+1, sachant Zti, ou que le processus à temps discret ha (ti, Zti )
est une martingale sur V. Cette notion de barycentre ou de martingale à
temps discret sur V dépend évidemment de la projection 7r. Nous donnerons
également une définition de la notion de martingale à temps continu qui
permettra de dire que, après passage à la limite, h (t, Zt ) est une martingale
sur V avec valeur terminale u (Zi). L’algorithme de discrétisation apparaît
ainsi comme l’approximation d’une martingale à temps continu par une
martingale à temps discret. De plus, cette procédure de construction par
discrétisation peut être employée en dehors du cadre markovien; étant
données une filtration ilit, 0  t  1, une variable L .~’1-mesurable à
valeurs dans V et une subdivision a de [0, 1], nous pouvons considérer
la martingale à temps discret

et étudier la limite de cette famille de processus lorsque le pas de la
subdivision tend vers 0.

Dans l’exemple précédent, V est une sous-variété de IRn, mais nous
pouvons aussi considérer une variété abstraite. Supposons que V est

riemannienne et que deux points de V sont joints par une géodésique
et une seule, la vitesse à l’instant initial de la géodésique allant de x à
y étant égale à exp-1x (y). Dans ce cas, nous pouvons définir l’opérateur
de tension Lv par

Si E est une variété riemannienne et L le laplacien, nous pouvons
vérifier que l’équation Lv h = 0 caractérise les applications harmoniques
classiques. Le barycentre associé à cet opérateur Lv est défini, pour toute
variable X, comme le point x tel que

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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(il faut une hypothèse supplémentaire pour avoir l’existence et l’unicité
d’un tel point). Comme précédemment, nous en déduisons une notion de
martingale à temps discret définie par

et nous définirons une notion de martingale à temps continu permettant
de passer à la limite. En analyse classique, les applications harmoniques
sont les points extrémaux d’une fonction d’énergie; une telle caractérisation
variationnelle semble ne pas exister pour les martingales, mais plutôt pour
les barycentres (voir [10]); en effet, le barycentre d’une variable X est un
point extrémal pour la distance quadratique moyenne à X et peut donc
être défini par

où 03B4 est la distance riemannienne. Comme cela a été remarqué depuis
longtemps (voir [15]), ce type de barycentre peut être défini pour une
distance non riemannienne; en utilisant la définition (0.5), on peut également
étendre la notion de barycentre à des variétés non riemanniennes mais
munies d’une connexion. Pour chacune de ces deux généralisations, nous
définissons un opérateur LV et une notion de martingale.

Les barycentres permettent donc de résoudre des problèmes associés à
des diffusions avec sauts. De telles diffusions interviennent par exemple
dans l’étude des processus d’excursion. Donnons-en un exemple plus
simple; supposons que l’espace d’état E est fini, que a est une application
symétrique positive sur E x E, que (V, 8) est une variété riemannienne
et que nous cherchons une application h de E dans V minimisant la
fonctionnelle d’énergie

avec une contrainte fixant les valeurs de h sur une partie 8E de E; cela
correspond à la construction sur V d’une grille indexée par E minimisant
la distance quadratique moyenne entre points. Si L est le générateur du
processus de Markov Zt sur E pour lequel l’intensité du saut de y à z est
a (y, z) et si LV est défini par (0.4), alors les applications £V-harmoniques
sont les points extrémaux de ~, et sont telles que h ( Zt ) est une martingale
jusqu’au temps d’atteinte de c~E.

Terminons cette introduction en donnant le plan de l’article et les

principales hypothèses. Au § 1, nous allons donner une définition du

barycentre unifiant et généralisant les exemples donnés ci-dessus (variété
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plongée dans un espace euclidien et variété munie d’une connexion ou d’une
distance); nous décrirons les liens avec d’autres notions de barycentres
décrits dans [6] et [12]. Au § 2, nous montrerons quelques propriétés. Au
§ 3, nous introduirons la notion de convexité relative à un barycentre.
Au § 4, nous associerons à chaque barycentre une notion de martingale;
nous en donnerons plusieurs caractérisations et vérifierons en particulier la
compatibilité avec d’autres définitions, en particulier celle classique du cas
continu; ces résultats seront démontrés au § 5. Au § 6, nous décrirons les
liens entre convexité et martingales, et en donnerons les conséquences sur
la discrétisation en temps des martingales; cela fournira par exemple un
schéma de discrétisation pour l’équation de la chaleur avec contrainte non
linéaire (0.1). Finalement, aux §§ 7 et 8, nous aborderons le problème de
l’existence et de l’unicité d’une martingale avec valeur terminale donnée; la
condition suffisante que nous donnerons portera sur la variété, le barycentre,
mais aussi sur l’espace de probabilité filtré. En particulier, nous obtiendrons
ainsi sous certaines hypothèses sur la variété l’existence probabiliste de
solutions à l’équation de la chaleur (0.1) et au problème de Dirichlet
(0.2), ce qui généralisera les résultats du cas continu de [19] (voir aussi
[25]). Les principaux objets qui seront définis sont les notions de connecteur
(définition 1.1 ), hessien (formule (1.1)), barycentre (définition 1.2), fonction
convexe (définition 3.1), variété à géométrie convexe (définition 3.3),
T’-martingale (définition 4.2), B-martingale (définition 4.7) et processus
dominant (définition 5.1). le mot « régulier » signifiera C°° , ou du moins
différentiable jusqu’à un certain ordre que nous ne chercherons pas à

préciser.

Hypothèse de base sur la variété. - Dans tout l’article, nous considérons
une variété V régulière compacte avec bord.

La compacité sera utile pour l’uniformité des estimations. Les espaces
tangent et cotangent seront notés T(V) et T* (V), les fibres en un point
x étant notées Tx (V) et T~ (V). Les métriques riemanniennes que nous
considérerons seront supposées régulières; elles fournissent des distances
sur V qui sont équivalentes entre elles (car V est compacte), et qui sont aussi
équivalentes à la distance induite par un plongement régulier quelconque
de V dans un espace euclidien IRn. Dans la plupart de nos estimations,
la distance entre deux points de V pourra donc être calculée pour l’une
quelconque de ces distances, sans qu’il soit besoin de la préciser. L’aspect
stochastique sera modélisé par un espace de probabilité filtré ( SZ, .~’, P , 7t )
satisfaisant les conditions habituelles; l’intervalle de temps sera en général
[0, 1].
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1. BARYCENTRES

Nous désirons définir une notion de barycentre pour une probabilité
sur V. Pour cela, nous introduisons tout d’abord la notion de connecteur sur
V de [26] ; il s’agit d’une fonction qui à deux points x et y de la variété fait
correspondre un vecteur qui remplace la différence ~/ 2014 ~ du cas euclidien.

DÉFINITION 1.1. - Un connecteur est une application régulière -y de V x V
dans le fibré tangent T (V) telle que

(a) pour tout x de V, l’application ~y~ : ~ ~ ~y (x, y) envoie V dans
Tx (V) et s’annule en y = x;

(b) la dérivée de lx en Y == ~ est égale à l’identité de Tx (V) .
Exemple 1. - Si V est une sous-variété de l’espace tangent

Tx (V) peut être identifié à un sous-espace vectoriel de et si pour
x dans V, A (x) est une projection linéaire de U~n sur Tx (V), l’application
1 (x, y) = A (x) (y - x) est un connecteur.

Exemple 2. - Supposons que V est munie d’une distance b dont le carré
est régulier sur V x V; nous pouvons considérer

comme une application linéaire de Ty (V) dans T~ (V), et nous supposons
que pour y = x, cette application est non dégénérée (cela signifie
que la distance est équivalente aux distances induites par les métriques
riemanniennes). Alors

est un connecteur que nous appellerons connecteur métrique. Si 8 est la
distance euclidienne calculée dans R" pour un plongement de V dans

nous retrouvons l’exemple précédent avec A (x) égal à la projection
orthogonale sur Tx (V).
Exemple 3. - Si V est munie d’une connexion et si deux points de V sont

reliés par une géodésique et une seule, l’application 03B3(x, y) = exp-1x (y)
est un connecteur que nous appellerons connecteur géodésique. S’il s’agit de
la connexion de Levi-Civita d’une métrique riemannienne, nous retrouvons
l’exemple précédent du connecteur métrique. Un autre cas particulier est le
cas des parties convexes de groupes de Lie.

Soit x un point de V qui n’est pas sur le bord. Si 03B3 est un connecteur,
l’application ~y~ est un difféomorphisme d’un voisinage de x dans V sur un
voisinage de 0 dans Tx (V); notons l’inverse. Si f est une application
Vol. 30, n° 4-1994.



656 J. PICARD

réelle régulière sur V, nous pouvons définir Hess f (x) comme étant le
hessien classique de f o ry; 1 en 0; c’est une forme bilinéaire symétrique
sur Tx (V) satisfaisant

si y - x, pour toute distance riemannienne 8; cette définition s’étend aux
points situés sur le bord de V. L’opérateur Hess possède les propriétés
d’un hessien au sens de [11] ] (définition 4.1), c’est-à-dire que nous pouvons
associer à tout connecteur une connexion sans torsion. Si on applique cette
opération à un connecteur géodésique, on retrouve la partie sans torsion
de la connexion de départ. Deux connecteurs ~yl et 1’2 peuvent fournir la
même connexion; il faut et il suffit pour cela que

si y - x.

Nous allons maintenant définir la notion de barycentre qui à toute variable
aléatoire X à valeurs dans V fait correspondre un point B [X] de V.
Remarquons que si 8 est une distance riemannienne (ou une distance
équivalente), on peut définir la variance de X par

La variance dépend de 8 mais toutes les variances sont équivalentes,
donc une propriété du type o (var X) est intrinsèque. Une autre définition
conduisant à une expression équivalente est

où X’ est indépendant et de même loi que X.

DÉFINITION 1.2. - Soit ~ une application définie sur l’espace P des
probabilités sur V et à valeurs dans V; si X est une variable aléatoire à
valeurs dans V, nous noterons B [X] l’image par B de la loi de X. Nous
dirons que B est un barycentre si

vérifie une condition de Lipschitz

[X] = X si X est déterministe;
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(c) il existe un connecteur q tel que

La condition (a) implique que B est continu sur P pour la topologie
de la convergence étroite; en effet, si une suite de probabilités converge
étroitement, on peut trouver sur un espace de probabilité une suite de

variables ayant pour lois ces probabilités et convergeant presque sûrement.
Dans la condition (c), le membre de gauche est un vecteur tangent à V en
B ~X~ ; il s’agit donc d’une estimation sur la norme de ce vecteur calculée
pour une métrique riemannienne quelconque sur V. Pour 0 _ t  1, si X t
est une variable prenant les valeurs x et y avec probabilités respectives 1- t
et t, alors B ~Xt~ est une courbe continue allant de x à y, et (c) implique
que sa vitesse à l’instant initial est égale (x, y) . Cela implique que 03B3
est déterminé de façon unique par B; ainsi à tout barycentre on associe
un connecteur, et à tout connecteur on associe une connexion sans torsion.
Un cas important est le cas du 03B3-barycentre pour lequel l’expression (1.2)
est toujours nulle.

DÉFINITION 1.3. - Soit -y un connecteur; le -y-barycentre d’une variable
X à valeurs dans V est l’ensemble des x E V tels que E 03B3 (x, X ) = 0. Si
cet ensemble est un singleton qui vérifie la condition (a) de la définition 1.2,
nous dirons que le 03B3-barycentre est bien défini.

Par exemple, si V est un compact de Rn avec ~ (x, y) = y - x, le

03B3-barycentre est bien défini si et seulement si V est convexe. Dans le cas
général, même si X = x, son -y-barycentre n’est pas nécessairement réduit
à {x}; il faut pour cela que 03B3 ne s’annule que sur la diagonale. Si c’est le
cas, on peut montrer que le ~-barycentre est bien défini pour les variables à
support suffisamment petit (on utilise la condition (b) de la définition 1.1 ).

Remarque. - La variété V se plonge canoniquement dans P en faisant
correspondre à tout point la masse de Dirac en ce point. Ainsi nous
demandons à B d’être une projection continue de P sur V. Une telle

hypothèse impose des restrictions topologiques sur V; ainsi V doit être
contractable sur un point car P l’est; de plus, le bord de V doit être non
vide. Pour étudier d’autres variétés, comme par exemple la sphère, il faudrait
une définition plus générale; on peut .considérer des barycentres qui ne sont
définis que sur un voisinage de V dans P, par exemple sur les variables
de variance suffisamment petite; notons toutefois que cette restriction ne
dispense pas de la donnée d’un connecteur sur toute la variété, sauf si on
se limite à des variables dont le support est suffisamment petit.
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