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RÉSUMÉ. - Soit (Bt)t>o un mouvement brownien linéaire et X t =

; Bg ds. Dans ce travail nous explicitons la distribution de plusieurs
fonctionnelles du processus bidimensionnel (Xt, intimement liées
au premier instant de passage de celui-ci. 

-

Mots clés : Temps de passage successifs, transformée de Laplace-Kontorovich-Lebedev,
transformée de Mellin, fonctions de Bessel, Whittaker, Legendre, nombres de Bernoulli.

ABSTRACT. - Let (Bt)t>o be the linear Brownian Motion and set

X t = Jô B~ d s . In this paper we give an explicit form for the probability
laws of several functionals of the two-dimensional process (Xt, 
which are intimately related to its first hitting time. 

-
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2 A. LACHAL

INTRODUCTION

Soit (Bt)t>o le mouvement brownien linéaire démarrant de l’origine
Xt = ; Bs ds sa primitive, et Ut = (Xt, Bt ), t > 0. Le processus
bidimensionnel (Ut)tO présente de nombreuses propriétés remarquables
et une littérature conséquente lui est consacrée (voir par exemple [ 1 ], [3],
[4], [6], [8] à [14], [16], [17]). En particulier ce processus est markovien
et temporellement homogène. Notons y), (x, y) E 1R2} la famille des
probabilités conditionnelles associées. Les densités de transition sont alors
définies par [16] :

Considérons les fonctionnelles du processus suivantes (introduites
par H. P. McKean en 1963, [16]) : 

-

1. To = 0, Tn+1 = min {t > Tn : Xt = 0~, f3n = 1, relativement à
la probabilité P(o,6). ~ > 0 étant fixé (sous P(o, b) le mouvement brownien
(Bt)t>o démarre donc du point b et alors les variables aléatoires X t et

Bt sont à penser comme étant respectivement f 0 t /3g ds + bt et f3t + b,
désignant un mouvement brownien démarrant de zéro), puis plus

généralement où (x ; y) est un point différent de l’origine (i. e.
le processus (Ut)tO démarre de (x, y) # (0, 0));

2. Td = 1, = min {t > Xt = 0~, ,~n = relativement
à la probabilité P(0,0);

3. = 1, = max {t E [0, 7-~[: Xt = 0~, 13;; = BT- relativement
à la probabilité P(0,0).
En adoptant la convention usuelle min 0 = +0oo et max 0=0, nous

avons pour tout n > 1 ([16]) :

Tn  sûrement,

+00 et 0 o) -presque sûrement .
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3TEMPS DE PASSAGE SUCCESSIFS DE L’INTÉGRALE DU MOUVEMENT BROWNIEN

Dans [ 16] H. P. McKean montre que les suites (Tn, (Tn , 
et (T;;, ~,ûn ~ )n> 1 sont des suites de Markov homogènes de probabilités de
transition respectives :

avec :

Dans ce travail nous complétons substantiellement l’étude des suites

(Tn ~ ~rz ) n > 1 ~ (7;t, ~~ ) n > 1 et (Tr,, , ~?-i, ) ~, > 1 selon les points suivants : 1
a) pour la suite (7 n, 03B2n)n~1 (relativement à la probabilité P(0,b), b > 0) :

la loi absolue, c’est-à-dire la loi du premier couple (Ti, /?i), et les

probabilités de transition {p (s, y; t, z), 0  s  t, ~ > 0, z > 0~
permettent classiquement, de par le caractère markovien de la suite en

question, d’obtenir la distribution du couple (Tn , {3n) sous la forme, d’un
emploi peu commode :

Vol. 33, n° 1-1997.



4 A. LACHAL

Dans cet article nous donnons une expression très simplifiée des densités
dt, ,~n E dz ~ ~Tn E dt~, ainsi qu’une formule

explicite pour P(0, b) E dz}. Notre technique consiste à calculer, à partir
d’une relation de récurrence liant les couples (Tn-1’ f3n-1) et (Tn, f3n),
fondée sur le caractère markovien du processus (Ut)tO, la transformée de
Laplace-Kontorovich-Lebedev du couple (Tn, /3~), laquelle conduit à un
résultat remarquablement simple.

Nous entreprenons ensuite le calcul de ces diverses densités sous la

probabilité dans le cas général où (x, y) E (RB{0}) x R. Les
formules alors obtenues, bien que moins simples comparativement aux

précédentes, nous paraissent encore très satisfaisantes.

b) pour la suite (Tn , (relativement à la probabilité P(0,0)):
H. P. McKean en a déterminé les probabilités de transition, mais pas la loi
absolue (loi du couple (~, ,~i ) ) . Nous l’explicitions ici en faisant appel
à la distribution conjointe du couple (Ta, BTa ) sous la probabilité y)
dans le cas général x # a où Ta = inf (t > 0 : Xt = a}, donnée par la
formule suivante ([8], [9], [13]) :

avec = signe de (x - a), =]0, +oo[ si x  a, Ax-a =] - oo, 0[
si x > a.

En adoptant une technique analogue à celle décrite en (a) nous fournissons

également une expression condensée des densités P(0,0) {+n ~ dt, 
dt~ et IP (0,0) {/3~ E ainsi qu’une écriture explicite

E dz ~ .
c) pour la suite (T;;, (relativement à la probabilité P(0,0)) : par

une inversion du temps nous rattachons l’étude de la suite (T~.,- , ~3n ) n > 1 à
celle de (r~, ~3n ) r,,> 1. Nous en déduisons de fait une écriture simple des
distributions dt, f3;; E {~ E dt~ .

Toutes nos formules s’expriment en termes de diverses fonctions

spéciales. Aussi avons-nous répertorié en annexe les notations usuelles,
ainsi que les formules classiques dont nous ferons usage tout au long de
ce travail.
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I. LA SUITE MARKOVIENNE (Tn, 

A. Étude sous la probabilité P(0,b), b > 0

THÉORÈME 1. - La densité du couple (Tn, ,~3n~, n > 1, s’explicite pour
t > 0, z > 0 selon :

Pour démontrer le théorème 1 nous ferons appel à deux lemmes.

Le lemme suivant est une conséquence facile du caractère fortement
markovien et de la propriété d’invariance d’échelle du processus (Ut)tO’

LEMME 1.1. - L’identité en loi suivante est satisfaite pour n > 2 :

dans laquelle le vecteur aléatoire (t1, bl) a pour distribution la probabilité
(Tl, /31) 1)) et est indépendant du couple (Tn-1, ~n-1).

LEMME 1.2. - La transformée de Laplace-Kontorovich-Lebedev du couple
(Tn, ,~n ), 1, est donnée par 1

Preuve. - Nous utilisons le résultat de H. P. McKean ([16], formule 3.3 b)
suivant : la transformée de Laplace-Kontorovich-Lebedev du couple
(Tl , ,~l ) est déterminée par la formule :

Vol. 33, n° 1-1997.



6 A. LACHAL

Les relations (4) et (6) permettent alors de démontrer la formule (5) comme
suit. Nous avons successivement :

la dernière égalité provenant de la formule (6). Nous obtenons ainsi la

relation de récurrence

de laquelle nous déduisons (suite géométrique de raison 1 / (2 ch et de

premier terme (6)) immédiatement (5). 0

Preuve du théorème 1. - Il reste à inverser la transformée de Laplace-
Kontorovich-Lebedev (5). Pour cela nous procédons en deux étapes.
Nous inversons d’abord la transformée de Kontorovich-Lebedev selon les

formules de réciprocité (A.2.2), ce qui conduit à l’égalité intermédiaire :

Enfin l’identité (A.3.i) permet d’inverser la transformée de Laplace (7)
et d’obtenir (3). Q

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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COROLLAIRE 1. - La densité, la fonction de répartition et la trans~ formée
de Laplace de la variable aléatoire Tn , n > 1, sont respectivement données
par :

Preuve. - Pour avoir (8) il suffit d’intégrer (3) par rapport à z sur ]0, +oo[ [
en faisant appel à l’égalité (A.3.ii.a). Alors (9) se déduit de (8) en intégrant
par rapport à t et en utilisant (A.3.ii.b). Quant à (10) on l’obtient à partir
de (8) comme suit :

et la valeur de la seconde intégrale est explicitée en A.3.ii.c. 0

THÉORÈME 2. - Pour n > 1 et z > 0 on a explicitement :

avec N ( p, n) _ les coefficients D2 p~ désignant les

nombres de Bernoulli [2, p. 40, n° 38] et [(n - 1)/2] la partie entière

Vol. 33, n° 1-1997.
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de (n - 1 ) /2. Les nombres N (p, n), n > 1, 0  p  ~(n - 1 ) /2~ sont
des entiers positifs.
La formule (3) ne permet pas a priori d’accéder à la loi ( 11 ) de ,~n,

l’intégration de (3) par rapport à t sur ]0, +oo[ semble conduire à une
intégrale double semi-convergente. Aussi adopterons-nous une technique
probabiliste directement liée à la variable aléatoire 

Nous avons le lemme suivant :

LEMME 2. - La transformée de Mellin de la variable aléatoire ,~
s’explicite selon :

Preuve. - La décomposition (4) de f3n en produit de variables aléatoires
indépendantes identiquement distribuées permet d’écrire la loi f3n (P(o; b~ )
comme un produit de convolution multiplicative (cf A.2.i) itéré n fois :

La transformation de Mellin transposant le produit de convolution

multiplicative en produit algébrique, (cf A.3) nous en déduisons :

Enfin l’espérance (0,1) (03B2s-11) se calcule élémentairement à partir de la
formule de H. P. McKean ([16], 3.7) :

qui démontre le lemme 2. 0

Preuve du théorème 2. - La distribution de ,~n s’obtient par inversion de la
transformée de Mellin (12) ce qui fournit d’après (A.2.1 ) la représentation
intégrale :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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c désignant un réel quelconque compris entre - 2 et 2 . Nous

avons reporté dans l’annexe A.4 le calcul de l’intégrale 7(?/) ~
y-s(2 cos 03C0 s3)-n ds, y > 0, laquelle fournit la densité E

dz~/dz = (2Z7T~7(~). D

Exemples numériques. - A titre indicatif nous donnons les valeurs

explicites des entiers N (p, n ) pour p = 0, 1, 2, 3, 4 :

On peut démontrer que les deux derniers termes de la suite

(N (p, ~))op[(~-i)/2j s’explicitent selon :

avec les conventions d’écriture :

si n est pair :

si n est impair :

Vol. 33, n° 1-1997.



10 A. LACHAL

B. Étude sous la probabilité y), (x, ~) ~ (0, 0)

Nous débutons ce paragraphe par quelques résultats intermédiaires

concernant la loi du couple (Ta, BTa ) sous la probabilité (x, y)
étant un point quelconque de ( I~ ~ ~ cz ~ ) x R. Nous aurons besoin d’une
expression « symétrisée » de cette loi ainsi que de sa transformée de

Laplace-Kontorovich-Lebedev que nous divulguons ci-dessous. Posons à
cet effet :

Preuve. - 1. D’après la définition de (x, y; u, v) et l’ expression (2)
de E dt, BTa E il suffit de démontrer que l’ on a pour
z E Ax-a .

A cet effet nous exploiterons la continuité des trajectoires et la propriété
de Markov du processus (Ut)tO pour écrire la relation suivante, valable
dans les cas ~at6et~>~>~:

Après avoir noté l’identité élémentaire = p~

(u, -v; x, -y) nous obtenons, en nous limitant par exemple au cas

Annales de l ’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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(non restrictif) x  a  u :

Faisons tendre x vers a par valeurs inférieures. Ceci donne pour y  0
et u > a : 1

ce qui démontre ( 15), après un changement évident de notations. 0
2. ( 14) se déduit de (13) à l’aide d’une intégration par rapport à t.
COROLLAIRE 2. - 1 . La transformée de Laplace-Kontorovich-Lebedev du

couple BTa ) sous x ~ a, s’explicite comme suit :

avec Ga; x,, (x, y) == J/°° W À (x, y; a, v) Ki, du.
2. M transformée de Mellin de la variable aléatoire BTa sous P(x, y) est

déterminée par

Preuve. - 1. Nous partons de l’expression (13) :

Vol. 33, n° 1-1997.
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Notons la symétrie particulière

le deuxième terme du second membre de l’égalité précédente s’écrit encore

soit sous forme probabiliste :

Dans cette dernière égalité on a fait appel à (6). Le résultat (16) est ainsi
acquis.

2. L’identité (17) provient de (14) et (12) (écrite pour n = 1). D

Remarque 1. - On peut expliciter ( 16) en faisant appel uniquement à la
densité de transition pt (x, y; u, v) au lieu de la symétrisée xt (x; y; u, v).
Plus précisément la fonction ~~,; a, .~ (x, y) est directement reliée aux

suivantes :

où

Il nous semble intéressant de signaler cette relation que nous utiliserons
d’ailleurs par la suite :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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Soit (x, y) E (I~~ f a,~) x R et é = signe de (x - a). Les relations sui-
vantes sont satisfaites :

Preuve. - D’après les identités classiques (x, y; u, v) =

4Jx (-u, v ; -x, y) = (0, v ; u - x, y) il vient :

(x - a) = ~ 2014 ~ 2014 ~  a, donc la trajectoire générique du
processus issue du point (a, v), v > 0, recoupe nécessairement
l’axe x R avant de visiter un voisinage de (a - lx - al, E y) (cf figure
ci-dessous).

Vol. 33, n° 1-1997.



14 A. LACHAL

Ceci entraîne en vertu de la propriété de Markov forte :

soit

Dans cette dernière égalité on a exploité la propriété

pour v (  0 (cf. (1)). Il s’ensuit alors grâce à (6) :

ce qui prouve (18.1).

La relation ( 18.2) s’en déduit immédiatement après avoir noté que

Nous étendons à présent l’ identité ( 16) au n-ième temps de passage Tn;
on note ici Ga, ;, = 

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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LEMME 4. - On a pour (x, y~ ~ (0, 0) et n > 1 :

Preuve. - Le caractère fortement markovien du processus (Ut)tO nous
assure que

et en conséquence :

L’expression de la seconde espérance figurant dans cette dernière intégrale
est donnée par (5). Il vient alors :

La valeur de la dernière espérance ci-dessus est déterminée par (16) et
on aboutit finalement à (19). D

En corollaire il se dégage après inversion de la transformée (19) une
représentation intégrale de la loi du couple (Tn , f3n) lorsque
(x, y) # (0, 0), que voici :

Vol. 33, n° 
° 

1-1997.



16 A. LACHAL

THÉORÈME 3.

avec, numériquement :

Preuve. - Inversons en premier lieu la transformée de Kontorovich-
Lebedev (selon A.2.2) figurant dans (19) :

où l’on a utilisé (A.3.i). L’inversion de la transformée de Laplace
E(x,y) [e-03BBn, 03B2n ~ dz]/dz s’ensuit immédiatement, faisant ainsi apparaître

la convolution temporelle figurant dans (21). D

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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COROLLAIRE 3. - 1 . La densité de la variable aléatoire Tn s’explicite selon

2. Sa transformée de Laplace est donnée par :

Preuve. - 1. La densité (22) s’obtient instantanément en intégrant (21)
par rapport à z et en invoquant (A.3.ii.a).

2. La transformée (23) se déduit ensuite de (22) grâce à (A.3.ii.c). D

Remarque 3. - Nous tenons à signaler que nous sommes parvenus à
écrire la transformée de Laplace de la seule variable aléatoire Tn, dont
l’émergence directe de la formule générale (aux deux paramètres A, ry) ( 19)
donnant E(~) ,~n ) ~~3n~ nous semble irréalisable.

Il paraît difficile de gagner la loi de /3n à partir de (21 ). Aussi allons-nous
en faire une étude à part. Notons Hs = Ho; s .

LEMME 5. - La transformée de Mellin de la variable aléatoire sous

(x, ~~ ~ (0, 0), s’exprime selon

Preuve. - Intégrons (20) par rapport à t. Il sort immédiatement la relation
« markovienne »

Vol. 33, n° 1-1997.



18 A. LACHAL

de laquelle on tire successivement les égalités suivantes grâce à ( 12) :

ce qui corrobore le résultat annoncé (24) d’après ( 17). D

Il surgit alors aisément de (24) les représentations de la densité de 
que voici :

THÉORÈME 4. - 2~; z~ _ E y; z~ _
~o(x,~;~,z). On a :

ce qui s’écrit encore sous forme d’une convolution multiplicative :

PROPOSITION 1. - « Une curieuse connexion entre les densités des couples
(Tn, ~n), 1 ». On a pour ~) ~ (0, 0), t > 0, z > 0 : f

Preuve. - En comparant les transformées de Laplace-Kontorovich-
Lebedev de chacun des deux membres de (26), on obtient le résultat
désiré. D

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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Remarque 3. - On peut s’affranchir de la valeur absolue figurant dans la
définition de ,~?z ; en raisonnant comme pour (26), on trouve :

pour (x, y) # (0.0). ~ > 0, z E R. Notons que dans cette nouvelle somme,
un terme sur deux est nul. Plus précisément

lorsque xz > 0 et n est impair, ou xz  0 et n est pair.
Nous donnons une explication probabiliste de ce phénomène dans un

article traitant des excursions du processus [12].

II. LA SUITE MARKOVIENNE 

Nous divisons ce paragraphe en deux parties. En premier lieu nous nous
intéressons au cas particulier n = 1, c’est-à-dire à la distribution, absolue
de la suite de Markov (7:, Le second alinéa est ensuite consacré

au cas général n > 1.

A. Nous avons obtenu les représentations intégrales des lois du couple
(Ti , f3t) et de la variable aléatoire ~l suivantes :
THÉORÈME 5. - 1. On a pour t > 1 et z G R, en posant Pt (z) -

(~3!~)(7r~)-~-~/’: .

2. Pour z E R, en posant

( [ 13 ] ); pour qs ((, z ) voir l’introduction.

Vol. 33, n° 1-1997.
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Preuve. - La preuve de ce théorème repose sur le caractère markovien du

processus (Ut)tO et l’écriture explicite symétrisée ( 13 ) de la loi du couple
(Ta, BTa) sous la probabilité y~, (x, y) étant un point quelconque de 1R2.

1. Le caractère markovien du processus (Ut)tO fournit l’identité :

En introduisant l’expression (13) de la probabilité 
dans (29) nous avons pour t > 1 :

Le résultat souhaité découle alors des trois identités générales :

La première égalité traduit le caractère markovien du processus (Ut)t>o
(équation de Chapman-Kolmogorov), la seconde se déduit de la précédente

Annales de l’Ibstittu Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques


