
Ann. I. H. Poincaré – PR38, 4 (2002) 581–612

 2002 Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved

S0246-0203(01)01105-0/FLA

PRINCIPES D’INVARIANCE POUR LES FLOTS
DIAGONAUX SUR SL(d,R)/SL(d,Z)

Stéphane LE BORGNE
IRMAR, Université de Rennes I, 35042 Rennes Cedex, France

Reçu le 23 janvier 2001, revisé le 9 juillet 2001

RÉSUMÉ. – Nous démontrons les principes d’invariance de Donsker et Strassen pour les flots
sur SL(d,R)/SL(d,Z) définis par des matrices diagonales. La technique utilisée est la même
que dans [9]. La théorie des représentations des groupes de Lie fournit des estimations de
décorrélation. On en déduit un résultat d’équirépartition des feuilles dilatées par le flot qui nous
permet ensuite d’appliquer la méthode de Gordin. Nous établissons également un résultat de
régularité pour l’équation de cobord. 2002 Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

ABSTRACT. – We prove the Donsker and Strassen invariance principles for the flows on
SL(d,R)/SL(d,Z) defined by diagonal matrices. For this, we use decorrelation estimations given
by the representation theory of Lie groups. From them we deduce a result of equidistribution of
unstable leaves for the flow and we follow Gordin’s method. We also establish a regularity result
for the coboundary equation. 2002 Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Introduction et énoncés des résultats

Depuis l’article de Sinaï [21] paru en 1960, la preuve du théorème limite central (TLC)
dans les systèmes dynamiques de type hyperbolique a fait l’objet de très nombreux
travaux. Pour les systèmes d’Anosov, on se sert généralement du codage obtenu grâce
à la construction de partitions markoviennes (cf. par exemple [13,20]). Lorsque l’on
sort de ce cadre (abandon de la compacité de l’espace ou de la régularité de la
transformation, affaiblissement de la condition de régularité) différentes techniques
peuvent être utilisées ([6,9,18,19,24]).

La méthode des martingales, développée par Billingsley, Ibragimov puis Gordin [12]
permet d’obtenir des résultats plus précis que le seul TLC, tel le principe d’invariance.
Elle peut être appliquée à des situations où on ne dispose pas de partitions markoviennes
(cf. par exemple les articles [9,18,24]).

Nous employons ici cette méthode dans le cas des systèmes définis par l’action d’un
groupe à un paramètre de matrices diagonales surSL(d,R)/SL(d,Z) pourd � 3.

NotonsG le groupeSL(d,R) et� le sous-groupeSL(d,Z). L’espace quotientG/� a
une structure de variété différentiable. La mesure de Haar surG, µ, donne une mesure
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finie surG/� invariante par translation à gauche que nous noteronsµ̄ et supposerons
normalisée (̄µ(G/�)= 1).

Nous désignerons parx la classe à gauche modulo� de l’élémentx deG.
Soient(Ti)di=1 une suite décroissante ded nombres positifs non tous égaux à 1 dont le

produit vaut un. AppelonsT la matrice

T =


T1

T2 0
. . .

0 Td−1

Td

 .

Le groupe à un paramètreT
t =


T t1

T t2 0
. . .

0 T td−1
T td


/
t ∈ R


définit surG/� un flot, noté encoreT t , préservant la mesurēµ

T t : G/� −→G/� : x̄ �−→ T t x̄.

Le système dynamique(G/�,T t , µ̄) est mélangeant (cf. [5]) donc pour toute fonction
f intégrable surG/�, pour presque tout̄x ∈G/�, on a

lim
t→∞

1

t

t∫
0

f (T sx̄)ds =
∫

G/�

f (ȳ)dµ̄(ȳ).

Soit f une fonction de carré intégrable d’intégrale nulle. Sa variance, sous l’action du
flot, peut être définie comme la limite, si elle existe

σ̃ 2(f )= lim
n

1

N

∥∥∥∥∥
N∫

0

f (T s ·)ds
∥∥∥∥∥

2

2

.

Sous la condition
∞∫

0

∣∣〈T sf, f 〉∣∣ds <∞,
la variance existe et est égale à :

σ̃ 2(f )= 2

∞∫
0

〈
T sf, f

〉
ds.
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Lorsqueσ̃ = σ̃ (f ) est strictement positif, nous dirons que la fonctionf vérifie :
– le théorème limite central(TLC) si

lim
t→∞sup

α

∣∣∣∣∣µ̄
{
x̄:

1

σ̃
√
t

( t∫
0

f
(
T sx̄
)

ds − tµ̄(f )
)
< α

}
−�(α)

∣∣∣∣∣= 0,

où� est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.
– le principe d’invariance de Donsker(PID) si le processus à valeurs dans l’espace

des fonctions continues sur[0,1] défini par

(
x̄ �→
(
s �→ ξt (s, x̄)= 1

σ̃
√
t

ts∫
0

f
(
T ux̄
)

du

))
t>0

converge faiblement vers la mesure de Wiener lorsquet tend vers l’infini,
– le principe d’invariance de Strassen(PIS) si, presque sûrement, l’ensemble de

fonctions sur[0,1](
s �→ ζt (s, x̄)= 1

(2t σ̃ 2 log logt)1/2

t s∫
0

f
(
T ux̄
)

du

)
t>0

est relativement compact dans l’ensemble des fonctions continues sur[0,1]
d’ensemble limite l’ensemble des fonctionsg absolument continues sur[0,1] telles
que

g(0)= 0 et

1∫
0

ġ(t)2 dt � 1,

où ġ désigne la dérivée deg.
Nous dirons qu’une fonctionf est un cobord au sens du flot s’il existe une

applicationh finie mesurable telle que, pour toutt , pour presque toutx, on ait :

t∫
0

f
(
T sx̄
)
ds = h(T t x̄)− h(x̄).

Dans ce cas, quandt tend vers l’infini, 1√
t

∫ t
0 f (T

sx̄)ds converge en probabilité vers 0 et
f ne vérifie pas le théorème limite central.

Fixons une distance riemannienned0 sur G invariante par translation à droite et
définissons une distance surG/� en posant

d(x̄, ȳ)= inf
γ∈� d0(x, yγ ).

Nous noteronsB(x̄, r) (resp.B0(x, r)) la boule de centrēx (resp.x) et de rayonr pour
la distanced (resp.d0).
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SoitC > 0 etp ∈]0,1[ deux réels. Nous dirons qu’une fonctionf définie surG/�
est(C,p)-höldériennesi, pour tout couple de points̄x et ȳ pris dansG/�, on a∣∣f (x̄)− f (ȳ)∣∣�Cd(x̄, ȳ)p.

Un ensembleU ⊂G/� étant donnés, nous désignons son bord par∂U et, pour tout réel
positif r , définissons l’ensemble∂U(r) par

∂U(r)= {ȳ ∈G/�/B0(Id, r)ȳ ∩ ∂U �= ∅}.
Nous dirons qu’un ensembleU ⊂G/� est(C,p)-régulier si, pour toutr > 0,

µ̄
(
∂U(r)

)
� Crp.

Nous allons prouver les deux théorèmes suivants.

THÉORÈME A. – Soitf une fonction höldérienne ou une indicatrice d’un ensemble
régulier. Alors, sif n’est pas un cobord, elle vérifie le principe d’invariance de Donsker
et le principe d’invariance de Strassen.

THÉORÈME B. – Une fonction höldérienne qui est un cobord est un cobord dans
l’ensemble des fonctions höldériennes.

Ainsi, d’après le théorème B, une fonction höldérienne dont l’intégrale le long d’une
orbite périodique n’est pas nulle, n’est pas un cobord et, d’après le théorème A, elle
vérifie le principe d’invariance de Donsker et le principe d’invariance de Strassen.

La technique que nous proposons ne s’applique bien qu’en temps discret. Nous
mènerons donc toute l’étude dans le cadre du système dynamique(G/�,T = T 1, µ̄).
La varianceσ 2(ϕ) est définie comme la limite (si cette limite existe et est finie) :

σ 2(ϕ)= lim
n→+∞

1

n

∥∥ϕ + T ϕ + · · · + T n−1ϕ
∥∥2

2.

NotonsSnϕ la sommeϕ + T ϕ + · · · + T n−1ϕ. Les versions discrètes des énoncés de
l’introduction sont :

– le principe d’invariance de Donsker(PID′) : soit D l’ensemble des fonctions
continues à droite et ayant une limite à gauche sur[0,1] muni de la tribu borélienne
pour la topologie de Skorokhod. Lorsqueσ 2 n’est pas nul, définissons le processus
aléatoire à valeurs dansD

ξn(t, x)= 1

σ
√
n
S[nt ]ϕ(x), 0 � t � 1; n= 1,2, . . . .

Nous dirons que la fonctionϕ vérifie le principe d’invariance de Donsker siσ 2

n’est pas nul et si la loi deξn converge faiblement vers la mesure de Wiener surD.
– le principe d’invariance fort de Strassen(PIS′) : soit C0 l’espace des fonctions

continues sur[0,1] muni de la topologie de la convergence uniforme etK
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l’ensemble des fonctionsg absolument continues sur[0,1] telles que

g(0)= 0 et
∫
ġ2 dt � 1,

où ġ désigne la dérivée deg par rapport àt . Si σ 2 n’est pas nul, pour toutx
dansX, considérons l’élémentζ(·, x) de C0 défini comme l’interpolation affine
par morceaux de l’application définie enk/n, k � n, par :

ζn(k/n, x)= 1

(2nσ 2 log logn)1/2
Skϕ(x).

Nous dirons que la fonctionϕ vérifie le principe d’invariance fort de Strassen si
σ 2 n’est pas nul et si, presque sûrement, l’ensemble{ζn, n > 2} est relativement
compact dansC0 et l’ensemble de ses points limites coïncide avecK. C’est une
version forte de la loi du logarithme itéré.

Nous allons prouver que les fonctionsϕ appartenant à la classeC introduite ci-dessous
vérifient les propriété (PID′) et (PIS′). La classeC est un ensemble de fonctions que l’on
peut bien approcher par convolution.

Dans la section 1, paragraphe 8 (corollaire 1.8), nous introduisons un opérateur
différentiel( et un entierm. Pour tout nombre réel strictement supérieur à 1,ρ, nous
appelleronsρ-identité approchée une suite(χn) de fonctions définies surG, positives ou
nulles, indéfiniment dérivables, d’intégrale 1, telle que, il existeC > 0 telle que, pour
toutn,

– le support deχn soit inclus dansB0(Id, ρ−n),
– ‖(mχn‖∞ � CρCn,
– χn est lipschitzienne de constante de LipschitzρCn.

De telles suites existent. (Etant donnée une fonctionχ positive ou nulle, indéfiniment
dérivable, d’intégrale 1 dont le support est inclus dansB0(Id, r0) on peut poserχn(·)=
cnρ

Dnχ(�(ρn�−1(.))) où cn est une constante de normalisation (� et r0 sont définis au
paragraphe 1.5).) Soitψ une fonction localement intégrable surG. Posons :

χn ∗ψ(x)=
∫
G

ψ
(
g−1x
)
χn(g)dµ(g)=

∫
G

ψ(g)χn
(
xg−1)dµ(g).

Identifions l’algèbre de Lie deG à l’ensemble des champs de vecteurs surG invariants
à droite. Alors, pour toutn, les fonctionsχn ∗ ψ sont indéfiniment différentiables et,
pour tout opérateur différentiel( appartenant à l’algèbre enveloppante universelle de
G, ((χn ∗ ψ) = ((χn) ∗ ψ . Soit ϕ une fonctionµ̄-intégrable définie surG/�. On
lui associe une fonctionϕ définie surG localement intégrable en posantϕ(x) = ϕ(x̄).
On vérifie immédiatement (sur la première définition) queχn ∗ ϕ est invariante par
translation à droite par les éléments de�. Il lui correspond donc une fonction définie
surG/� : nous la noteronsϕn.

La classeC est l’ensemble des fonctionsϕ ayant les propriétés suivantes (les normes
‖ · ‖p sont les normes de l’espace(G/�, µ̄)) :
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(1)
(1a) ϕ ∈ L4,
(1b)
∫
G/� ϕ(z)dµ̄(z)= 0.

(2) Pour touteρ-identité approchée(χn), il existe des constantesC > 0 etp > 0 telles
que, pour toutn on ait :
(2a) ‖(m(ϕn)‖2 � CρCn,

(2b) ‖ϕn − ϕ‖4 � Cρ−pn,
(2c) ϕn est höldérienne de constante de HölderCρCn.

Nous allons démontrer le théorème suivant. Rappelons queϕ est un cobord au sens
du système s’il existe une fonctionh mesurable telle queϕ = h− T h.

THÉORÈME A ′. – Un fonctionϕ appartenant àC qui n’est pas un cobord vérifie les
propriétés(PID′) et (PIS′).

La preuve que nous proposons consiste à construire une filtrationAn telle que les
fonctions mentionnées dans l’énoncé satisfassent aux hypothèses du théorème suivant
(cf. [14] page 145) :

THÉORÈME G. –Soient(X,A,µ,T ) un système dynamique ergodique inversible,
(An) une filtration deA telle queAn ⊂ An+1 = T −1An et f une fonction dansL2(µ)

telle que ∑
n<0

∥∥E(f |An)
∥∥

2<∞ et
∑
n>0

∥∥f −E(f |An)
∥∥

2<∞.

Alors, soit il existe une fonctionh de carré intégrable telle quef = h − T h, soit la
fonctionf vérifie (TCLF′) et (PIS′).

Le théorème A se déduit du théorème A′ : pour montrer qu’une fonctionf vérifie
les théorèmes limites en temps continu énoncés dans l’introduction, on commence par
appliquer le théorème A′ à la fonctionϕf définie par :

ϕf (x̄)=
1∫

0

f
(
T sx̄
)

ds.

Pour cela il suffit de vérifier queϕf appartient à l’ensembleC. Il nous faut ensuite
pouvoir passer des énoncés discrets (PID′) et (PIS′) aux énoncé (PID) et (PIS). Cela est
fait en annexe pour les fonctions höldériennes et les indicatrices d’ensembles réguliers.

Plan de l’article

La section 1 est une liste de rappels, définitions et notations.
Nous verrons, dans la section 2, comment les propriétés de mélange exponentiel du

flot permettent de montrer la bonne répartition de morceaux de variétés dilatées par le
flot.

Nous donnons ensuite la construction d’une filtration en tribus dont les atomes sont
des morceaux de feuilles dilatées par le flot (section 3). Cette construction est menée
avec suffisamment de soins pour obtenir quelques estimations utiles dans la section 4 où
l’on donne la preuve du théorème A′.
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Enfin, la section 5 est consacrée à la preuve du théorème B et au problème des
fonctions cobords.

La technique exposée dans ce travail peut être appliquée à d’autres flots sur des
espaces homogènes de groupes de Lie semi-simples (par exemple les flots définis dans
[16] sur des espaces homogènes compacts). Nous avons choisi de traiter un cas simple
non compact. Signalons enfin que Dolgopyat propose dans [11] une démarche proche de
celle que nous exposons ici.

Je remercie Jean-Pierre Conze à qui ce travail doit beaucoup (le présent article reprend
les idées exposées dans [9]). Merci également à Yves Guivarc’h et Marc Peigné pour
d’utiles références et d’intéressantes discussions et au rapporteur pour ses remarques et
suggestions.

1. Rappels

1.1. Décomposition d’Iwasawa

Soit A le groupe des matrices diagonales à coefficients strictement positifs de
déterminant 1. SiK et N désignent respectivement le groupe spécial orthogonal et
le groupe “trigonal strict supérieur”, formé des matrices triangulaires supérieures de
valeurs propres égales à un, l’application :

(k, a, n) �−→ kan

est un homéomorphisme deK ×A×N surSL(d,R) qui transporte la mesure de Haar
dg deG en

5(a)dk da dn
(

avec5(a)=∏
i<j

aii/ajj

)
.

1.2. Domaines de Siegel

DÉFINITION. – Soientt, u des réels positifs et

At = {a ∈A/aii � tai+1i+1, i = 1, . . . , d − 1
}
,

Nu= {n ∈N/|nij |� u
}
.

On appelle domaine de Siegel de SL(d,R) tout ensemble de la forme

St,u =K.At .Nu.
Les ensemblesSt,u sont d’assez bonnes approximations d’un domaine fondamental

pour la relation de congruence modulo�. En effet, d’une part, lorsque les paramètresu

et t sont suffisamment grand le domaine de SiegelSt,u contient un domaine fondamental
pour la relation de congruence modulo� (voir [1]) :

THÉORÈME 1.1. –On a SL(d,R)= St,uSL(d,Z) dès quet � 2/
√

3 etu� 1/2.

D’autre part, les domaines de Siegel sont recouverts par des réunions finies de
domaines fondamentaux (voir [8] page 259 et suivantes) :
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THÉORÈME 1.2. –Il existe un ensemble finiFt,u inclus dans� (dépendant unique-
ment ded, t, u) tel que six appartient àSt,u alors l’ensemblex� ∩ St,u est inclus
dansxFt,u.

1.3. Fonctions höldériennes et espacesLr

PROPOSITION 1.3. –Pour toutr <∞ une fonction höldérienne surG/� appartient
àLr(G/�, µ̄).

Démonstration. –Soit ϕ une fonction höldérienne. Il existeC > 0 etp ∈]0,1] tels
que

|ϕ(x̄, ȳ)|� Cd(x̄, ȳ)p.

Il suffit donc de montrer que la fonction̄x �→ d(x̄, Id) appartient à tous les espaces
Lr(G/�, µ̄) ou encore, puisqued(x̄, Id)� d0(x, Id) que, pour toutr ∈ [1,∞[,∫

St,u

d0(x, Id)
r dµ̄(x) <∞. (∗∗)

L’invariance ded0 par translation à droite donne :

d0(kan, Id)� d0(kan, an)+ d0(an,n)+ d0(n, Id)

= d0(k, Id)+ d0(a, Id)+ d0(n, Id).

Les ensemblesK etNu étant compacts, l’inégalité (∗∗) est vérifiée si∫
At

d0(a, Id)
r5(a)da <∞.

En utilisant encore une fois l’invariance par translation à droite ded0, on voit que, pour
toutn > 0, on a

d0(a, Id)� nd0
(
a1/n, Id

)
.

On en tire la majoration

d0(a, Id)� Cmax
i
| log(aii/ai+1i+1)|.

Pour touti = 1, . . . , d − 1 posons maintenantbi = log(aii/ai+1i+1). On a∫
At

d0(a, Id)
r5(a)da

�
∫

]−∞,logt ]d−1

max
i
bri exp

(∑
i<j

j−1∑
k=i
bk

)
db1 · · · dbd−1<∞. ✷
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1.4. Feuilles stables, instables et neutres

La relation (
T xT −1)

ij
= Tixij

Tj

permet d’identifier les variétés stables, instables et neutres du difféomorphismeT .
Considérons la partition de{1, . . . , d} en les ensemblesJk définis par :

– pour toutk, pour touti, j appartenant àJk , on aTi = Tj ,
– pour toutk, n tels quek < n, pour touti appartenant àJk , tout j appartenant àJn,

on aTi > Tj .
Désignons parhJiJj une matrice indéxée par l’ensembleJi × Jj , parIdJi la matrice

identité indexée parJi . Les variétés stables, instables et neutres deT sont données par
les orbites de groupes de matrices triangulaires ou diagonales par blocs.

La variété instable passant parx̄ = x� est la variété immergéeHux� définie par le
groupeHu des matrices de la forme

hu =


IdJ1 hJ1J2 . . . hJ1Jl−1 hJ1Jl

0 IdJ2 . . . hJ2Jl−1 hJ2Jl

...
...

. . .
...

...

0 0 . . . IdJl−1 hJl−1Jl

0 0 . . . 0 IdJl

 .

La variété stable passant parx̄ = x� est la variété immergéeHsx� définie par le groupe
Hs des matrices de la forme

hs =


IdJ1 0 . . . 0 0
hJ2J1 IdJ2 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

hJl−1J1 hJl−1J2 . . . IdJl−1 0
hJlJl hJlJ2 . . . hJlJl−1 IdJl

 .

La variété neutre passant parx̄ = x� est la variété immergéeHex� définie par le groupe
He des matrices de la forme

he =


hJ1J1 0 . . . 0

0 hJ2J2 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . hJlJl

 .

Prenons deux exemples.
Si la suite(Ti) est strictement décroissante alors les groupesHu, Hs etHe sont res-

pectivement les groupes des matrices unipotentes triangulaires supérieures, des matrices
unipotentes triangulaires inférieures et des matrices diagonales de déterminant 1.
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Si T1 > T2 = T3 = · · · = Td alors les variétés neutres sont les orbites de l’action du
groupe des matrices de la forme

he =


h11 0 . . . 0 0
0 h22 . . . h2(l−1) h2d
...

...
. . .

...
...

0 h(d−1)2 . . . h(d−1)(d−1) h(d−1)d

0 hd2 . . . hd(d−1 hdd

 .

La dimension de ces variétés estd2− 2d + 1.
Dans tous les cas la dimension des feuilles neutres est supérieure ou égale àd − 1.

Lorsqued � 3 la transformationT t n’est donc pas un flot d’Anosov.

1.5. Coordonnées locales

AppelonsEij les éléments de la base canonique deM(d,R). L’ensembleBu =
{Eij /i ∈ Jk, j ∈ Jl, k > l} forme une base de l’algèbre de Lie du groupe nilpotentHu.
Appelonsdu son cardinal et notons(Yu,1, . . . , Yu,du) ses éléments par commodité. On
définit de même(Ye,1, . . . , Ye,de) et (Ys,1, . . . , Ys,ds) des bases des algèbres de Lie de
He etHs (ds = du, (Ye,1, . . . , Ye,de) contient des éléments de la formeEii − Ejj ). Soit
D = d2− 1 la dimension deSL(d,R). L’application

� :RD =Rds+d0+du −→G

(ts,1, . . . ts,ds , te,1, . . . te,de , tu,1 . . . tu,du)

�−→ exp

(
du∑
1

tu,iYu,i

)
exp

(
de∑
1

te,iYe,i

)
exp

(
ds∑
1

ts,iYs,i

)
est un difféomorphisme d’un voisinage de 0 sur un voisinage de l’identité.

Notons ?(r) l’ensemble {g ∈ SL(d,R)/∃h ∈ M(d,R),‖h‖∞ � r, g = Id + h},
B0(x, r) (resp.B(x̄, r)) la boule de centrex (resp. x̄) et de rayonr pour la distance
d0 (resp.d). On montre l’existence de constantesC0 et r0, telles que, pourr � r0, on
ait :

?
(
C−2

0 r
)⊂�(]−C−1

0 r,C−1
0 r
[D)⊂ B0(Id, r)⊂�(] −C0r,C0r[D)⊂?(C2

0r
)
. (I)

Nous ferons fréquemment référence à cette suite d’inclusions.

1.6. Décomposition de la mesure de Haar

Nous noteronsms ,mu,me les mesures de Haar surHs ,Hu,He. Il existe une fonction
multiplicative5e définie surHe telle que, pour toute fonctionϕ à continue à support
dansB0(Id, r0),∫

G

ϕ(g)dµ(g)=
∫

Hs×He×Hu
ϕ(hshehu)5e(he)dhs dhe dhu.



S. LE BORGNE / Ann. I. H. Poincaré – PR 38 (2002) 581–612 591

1.7. Rayon d’injectivité

Désignons parπ la projection canonique deG sur G/�. On remarque que si la
restriction deπ àB0(x, r) est bijective alors on peut identifier isométriquementB(x̄, r)

et B0(Id, r). Appelons rayon d’injectivité deG/� en x̄ le rayon r maximal pour
lequel cette identification est possible. La variétéG/� n’est pas compacte. Le rayon
d’injectivité peut prendre des valeurs arbitrairement petites.

LEMME 1.4. –Soit un “parallélipipède” de volume1 dont les arêtes sont de normes
inférieures àL. Il existe une constantec > 0 telle que:

(a) toutes les arêtes soient de normes supérieures àc/Ld−1,
(b) l’une des arêtes forme avec les faces qui ne la contiennent pas un angleα tel que

sinα � c/Ld ,
(c) le parallélipipède contienne une boule de rayonc/L2d−1.

SoitD un domaine fondamental inclus dans l’ensemble de SiegelS2/
√

3,1/2. Pour tout
entier positifk notonsEk l’ensemble{x ∈G/‖x‖∞ ∈ [ek−1,ek]}. Un calcul d’intégrale
montre qu’il existe une constantec1 > 0 telle queEk ∩ D est deµ-mesure inférieure
à e−c1k .

PROPOSITION 1.5. –Il existec0 tel que, pour toutk et toutx appartenant àD ∩Ek ,
la projection canonique

π :G−→G/� :x �−→ x� = x̄
est un difféomorphisme de�(] − c0e−k/c0, c0e−k/c0[D)x sur son image.

Démonstration. –Soientx un élément deEk ∩ D et γ un élément de� différent
de l’identité. Les vecteurs lignes dex sont de normes inférieures à ek et forment un
parallélipipède de volume 1 (x ∈ SL(d,R)). On peut donc affirmer (lemme 1.4 a) et b))
que l’un au moins des vecteurs lignes dex :

– est de norme supérieure àce−k(d−1),
– forme avec l’orthogonal un angleα tel que sinα � ce−kd .

Comme les coefficients dex(γ − Id) sont les produits scalaires des vecteurs lignes dex

par les vecteurs colonnes deγ − Id �= 0 on en déduit :

‖x(γ − Id)‖∞ � ce−(2d−1)k.

Cela signifie quex + {y/‖y‖∞ < ce−(2d−1)k} = (Id + {yx−1/‖y‖∞ � ce−(2d−1)k})x ne
contient aucun élément dex� autre quex. Grâce au lemme 1.4 (c), comme‖x−1‖∞
est inférieur àd!edk , on montre qu’il existe une constantec2 > 0 telle que l’ensemble
(Id + {yx−1/‖y‖∞ < ce−(2d−1)k}) contienne?(c2e−(d(2d−1)+2d−1)k). On déduit alors le
résultat des inclusions (I).✷
1.8. Mélange

Soientϕ etψ deux fonctions indéfiniment dérivables surG/� de moyennes nulles.
Grâce à la théorie des représentations des groupes de Lie, nous allons donner une



592 S. LE BORGNE / Ann. I. H. Poincaré – PR 38 (2002) 581–612

majoration du produit scalaire〈T nϕ,ψ〉. Nous ne donnerons pas de détail, nous
contentant d’indiquer comment les résultats classiques ([4,23]) s’appliquent. Nous
reprenons un raisonnement trouvé dans [16].

SoitA+ l’ensemble des matrices diagonales de déterminant un dont les coefficients
diagonauxai sont positifs et forment une suite décroissante. SoitA la fonction de
Harish–Chandra, équivalente à 4π loga/a en l’infini, définie par :

A(a)=
2π∫
0

∣∣∣∣cos2 θ

a4
+ sin2 θ

∣∣∣∣−1/2

dθ.

Soit ã un élément deA+. NotonsC(ã) la quantité

C(ã)=min
i �=j A
(√

ai/aj

)
.

On trouvera le théorème suivant dans le livre de Howe et Tan ([15] page 215).

THÉORÈME 1.6. –Soitãun élément deA+. SoitK un sous-groupe compact maximal
de SL(d,R). Soit U une représentation unitaire de SL(d,R) (d � 3) sans vecteur
invariant. Alors, siu et v sont deux vecteursK-finis, on a

|〈u,U(ã)v〉|� ‖u‖‖v‖(dim VectKu dim VectKv)1/2C(ã).

Une représentation unitaire sans vecteur invariant,U , de SL(d,R) sur un espace de
Hilbert F induit une représentation du sous-groupe compact maximalK = SO(d,R).
Cette représentation se décompose en une somme directe hilbertienne de représentations
irréductibles de dimensions finies. NotonsK̂ l’ensemble des classes d’équivalence de
représentations irréductibles deK et δ un élément deK̂ .

Fixons une base du système de racines,R, deK l’algèbre de Lie deK . AppelonsW
la chambre de Weyl associée. Chaque représentation irréductible deK est déterminée
de façon unique par une forme linéaire appartenant à un réseau et àW (appelé poids
dominant de la représentation). Soientδ un élément deK̂ et γ (δ) le poids dominant
correspondant.
La formule de Weyl donne la dimension,d(δ), deδ en fonction deγ :

d(δ)= ∏
α∈R+

〈α,γ + ρ〉
〈α,ρ〉 ,

où R+ est l’ensemble des racines positives etρ la demi-somme des racines positives.
Pour toutδ ∈ K̂ , notonsξδ le caractère deδ etχδ = d(δ)ξδ. Posons

P(δ)=U(χδ)= d(δ)
∫
K

ξδ(k)U(k)dk.
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Les relations d’orthogonalité sur les caractères permettent de montrer queP(δ) est un
projecteur. C’est le projecteur sur la composante isotypiqueFδ deF . On a

F =⊕
δ∈K̂

P (δ)F .

Un vecteurv appartenant àFδ estK-fini :

dim VectKv � d(δ)2.

On dit qu’un vecteurv est indéfiniment dérivable si l’applicationk �→ U(k)v est
indéfiniment dérivable. On définit sur l’espace des vecteurs indéfiniment dérivables la
représentation dérivée deU , qui est une représentation de l’algèbre de Lie deK et
qui s’étend en une représentation de l’algèbre enveloppante universelle deK. Nous
utiliserons la même lettreU pour désigner ces trois représentations.

Soit X1, . . . ,Xn une base orthonormale pour un produit scalaire invariant surK.
L’opérateur(= 1−∑n

i=1X
2
i appartient au centre de l’algèbre enveloppante universelle

deK. On en déduit (lemme de Schur) que, siµδ est une représentation appartenant à
δ, il existec(δ) tel queµδ(()= c(δ)µδ(1). Les opérateurs((Xi) étant anti-hermitiens,
c(δ) est un nombre réel supérieur ou égal à 1. On montre (cf. [2]) qu’il existe un produit
scalaireQ tel que c(δ) = 1+ Q(γ (δ) + ρ) − Q(ρ). Pour tout vecteur indéfiniment
dérivablev, on a d’une part

P(δ)U(()v= c(δ)P (δ)v,

d’autre part‖P(δ)v‖� ‖v‖, ce qui entraîne que, pour tout entierm positif, pour toutδ
appartenant àK , on a

‖P(δ)v‖� c(δ)−m
∥∥U((m

)
v
∥∥.

L’ensembleK̂ s’identifie à l’ensemble des points d’un réseau appartenant à l’adhérence
de la chambre de WeylW . Comme la fonctiond(δ) est polynomiale et la fonctionc(δ)
est quadratique, sim est suffisamment grand la somme

∑
δ∈K̂ d(δ)c(δ)

−m est finie.
On peut alors énoncer le théorème suivant :

THÉORÈME 1.7. –Soientv et w deux vecteurs indéfiniment dérivables d’une re-
présentationU sans vecteur invariant. Il existe des constantesC > 0 et m telles
que ∣∣〈U(ã)v,w〉0∣∣� CC(ã)

∥∥(mv
∥∥∥∥(mw

∥∥.
Démonstration. –On a∣∣〈U(ã)v,w〉∣∣= ∣∣∣∣〈∑

δ∈K̂
U(ã)P (δ)v,

∑
ζ∈K̂

P (ζ )w

〉∣∣∣∣
�CC(ã)

∑
δ∈K̂,ζ∈K̂

‖P(ζ )w‖‖P(δ)v‖d(δ)d(ζ )
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�CC(ã)
∥∥(mv

∥∥∥∥(mw
∥∥ ∑
δ∈K̂,ζ∈K̂

d(δ)d(ζ )c(δ)−mc(ζ )−m

�CC(ã)
∥∥(mv

∥∥∥∥(mw
∥∥( ∑

δ∈K̂
d(δ)c(δ)−m

)2

. ✷
COROLLAIRE 1.8. –Soientv etw deux fonctions indéfiniment dérivables définies sur

G/� d’intégrales nulles. Il existeζ > 1, C ′0> 0 et un entierm tel que

|〈T nv,w〉|�C ′0
∥∥(mv

∥∥∥∥(mw
∥∥ζ−|n|. (M)

Démonstration. –Le théorème précédent s’applique à la représentation régulière sur
l’espaceL2

0(SL(d,R)/SL(d,Z)) (qui n’a pas de vecteur invariant).✷
2. Répartition des variétés instables

Dans ce paragraphe et les deux suivants nous allons prouver le théorème A′. La
démonstration repose sur le fait que les feuilles dilatées parT sont bien réparties dans
G/�. Il est nécessaire de disposer d’une information quantitative. Nous l’obtenons ici
(comme dans [9]) à partir du résultat de décorrélation rappelé en I. Ce lien entre la
décorrélation et la répartition des feuilles instables a déjà été utilisé par différents auteurs
(cf. par exemple [17]).

Appelons?u(r) l’ensemble des matrices unipotentes appartenant àHu dont les
coefficients non diagonaux sont de valeurs absolues inférieures àr .

Fixons ε > 0 et considérons un ensembleF ⊂ Hu contenant la “boule”?u(ε).
Désignons parBs(Id, ε) (resp. Be(Id, ε)) l’ensembleHs ∩ B0(Id, ε) (resp. He ∩
B0(Id, ε)).

NotonsUn l’ensembleT nBs(Id, ε)T −n × T nBe(Id, ε)T −n × T nFT −n ⊂ Hs ×He ×
Hu. Si l’application

U0−→G : (hs, he, hu) �−→ hshehux̄

est un difféomorphisme sur son image, notéeU
F,ε
x̄ , nous dirons queF définit un(F, ε)-

pavé enx̄.

PROPOSITION 2.1. –Soitϕ une fonction appartenant à la classeC. Pour toutρ > 1,
n � 1, ε > 0, F ⊂ Hu contenant?u(ε), touteρ-identité approchée(χn) et tout x̄ tels
queU =UF,ε

x̄ soit un(F, ε)-pavé, il existeC ′′0 etp tels qu’on ait l’inégalité:∣∣∣∣ 1

mu(T
nFT −n)

∫
T nFT −n

ϕ[ n−1
M ]
(
huT

nx̄
)

dhu

∣∣∣∣
� C ′′0
(
µ̄(∂U(ρ−n))+ ζ−nρ2C ′′0n

εD
+ ρC ′′0n/Mεp

)
.

La constanteζ est celle que nous avons introduite au corollaire 1.8. Les fonctionsϕk
sont les convolées deϕ avec les fonctionsχk et la constantep est la constante intervenant
dans la définition de la classeC (voir l’introduction).
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Démonstration. –L’inégalité de mélange (M) (rappelée dans le paragraphe 1) appli-
quée àχn ∗ 1U et ϕ[ n−1

M
], le fait queϕ appartienne àC et les propriétés de la suiteχn

assurent l’existence d’une constanteC ′1 telle que :∣∣〈T −nχn ∗ 1U,ϕ[ n−1
M ]
〉∣∣�C ′0

∥∥(mχn ∗ 1U
∥∥

2

∥∥(mϕ[ n−1
M ]
∥∥

2ζ
−n �C ′1ρ

2C ′1nζ−n.

On a aussi∣∣〈T −n1U,ϕ[ n−1
M
]
〉− 〈T −n(χn ∗ 1U ), ϕ

〉∣∣� ‖ϕ[ n−1
M
]‖2µ̄
(
∂U
(
ρ−n
))
.

Par ailleurs, on peut écrire :〈
T −n1U,ϕ[ n−1

M ]
〉= ∫

T nU

ϕ[ n−1
M ](ȳ)dµ̄(ȳ)

=
∫
Un

5e(he)ϕ[ n−1
M
]
(
hshehuT

nx̄
)

dhs dhe dhu.

Les ensemblesBe(Id, ε) etBs(Id, ε) sont respectivement invariants et contractés parT ,
donc, pour toutn, et tout(hs, he) ∈ Bs(Id, ε)×Be(Id, ε), il existe une constanteC ′2> 0
telle que :

d
(
T nhshehuT

−nT nx̄, T nhuT −nT nx̄
)
�C ′2ε.

Commeϕ[ n−1
M
] est (CρC[ n−1

M
],p)-höldérienne, pour tout(hs, he, hu) appartenant àUn,

on a : ∣∣ϕ[ n−1
M
]
(
hshehuT

nx̄
)− ϕ[ n−1

M
]
(
huT

nx̄
)∣∣� CρC[

n−1
M
]C ′2

pεp,

donc,∣∣∣∣〈T −n1U ,ϕ[ n−1
M
]
〉− ∫

Un

5e(he)ϕ[ n−1
M
]
(
huT

nx̄
)

dhs dhe dhu

∣∣∣∣� CC ′2
pρC[

n−1
M ]εpµ̄(U).

En utilisant les inégalités précédentes et en divisant parµ̄(U)) (qui est supérieur àcεD

pour une certaine constantec), on obtient l’existence d’une constanteC ′′0 > 0 telle que :∣∣∣∣ 1

mu(T nFT −n)

∫
T nFT −n

ϕ[ n−1
M
]
(
huT

nx̄
)
dhu

∣∣∣∣
�C ′′0
(
µ̄(∂U(ρ−n))+ ζ−nρ2C ′′0n

εD
+ ρC ′′0[ n−1

M ]εp
)
. ✷

3. La filtration

Comme dans le casd = 2 traité dans [9], nous construisons la fitration(An)n∈Z

permettant d’appliquer le théorème 2.1 à partir d’un recouvrementR. Il nous faut
imposer quelques conditions àR. Rappelons queEk désigne l’ensemble des matrices
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dont la norme infinie est comprise entre ek−1 et ek . La constantec0 a été introduite à la
proposition 1.5 la constanter0 au paragraphe 1.5 (Coordonnées locales).

LEMME 3.1. –Il existeC > 0 tel que pour toutk on puisse recouvrirEk ∩D par au
pluseCk ensembles de la forme�(] − c0e−k/c0, c0e−k/c0[D)x.

Démonstration. –Soit x une matrice appartenant àEk ∩ D. DansGL(d,R), l’en-
semble?(C−1

0 c0e−k/c0)x est un parallélipipède de volume(C−1
0 c0)

d2
e−kd2/c0 contenu

dans une boule de rayon ek+1. Il contient donc (lemme 1.3) une boule de rayonce−k/c′

oùc′ est une constante indépendante dek. L’ensembleEk ∩D est inclus dans l’ensemble
des matrices ayant des coefficients inférieurs à ek qui s’identifie à l’hypercube de côtés ek

dansRd2
. Cet hypercube est la réunion de(1/c)d

2
e(1+1/c′)d2k hypercubes de côtéce−k/c′ .

L’énoncé du lemme en découle (on utilise encore une fois les inclusions (I)).✷
Choisissons un recouvrementR deG/� infini dénombrable vérifiant, pour certaines

constantes positivesC1 etC2, les conditions suivantes :
(R1) Le recouvrement est décrit par une famille(xi, εi)i∈N ∈ (G×R∗+)N :

R= {�(] − εi, εi[D)x̄i : i ∈N
}
.

(R2) Pour touti, l’application

] −C1εi,C1εi[D→G/� :v �→�(v)x̄i

est un difféomorphisme de] −C1εi,C1εi[D sur son image.
(R3) Pour touti, les éléments deR dont l’intersection avec�(] − εi, εi[D)x̄i est non

vide sont tous inclus dans�(] −C1εi,C1εi[D)x̄i .
(R4) Le nombre d’ensembles appartenant àR dont l’intersection avecEk n’est pas

vide est inférieur à eC2k.
(R5) Pour touti, εi � min(‖xi‖−C1∞ , r0).

La construction d’un tel recouvrement peut se mener de la manière suivante. Il existe
une constanteC telle que, pour toutγ ∈ �, pour toutx ∈G, on ait

(C‖γ ‖)−1‖xγ ‖� ‖x‖�C
∥∥γ −1∥∥‖xγ ‖. (∗)

Pour tout k � 0, on recouvreEk ∩ D par au plus eCk ensemble de la forme
�(] − c0e−k/c0, c0e−k/c0[D)x de telle sorte que la réunion des ensembles considérés
soit incluse dans un domaine de SiegelSt,u (lemme 3.1). Au domaineSt,u nous avons
associé dans le théorème 1.2 l’ensemble finiFt,u inclus dans�. Grâce à l’encadrement
(∗) on sait qu’il existe un nombreC ′ tel que six appartient àEk alors, pour toutγ
appartenant àFt,u, xγ appartient à

⋃C ′
j=−C ′ Ek+j . NotonsC1 la constanteC2

0(1+2eC
′/c0).

L’application ] − c0e−k/c0, c0e−k/c0[D→ G/� :v �→ �(v)x̄ est un difféomorphisme de
] − c0e−k/c0, c0e−k/c0[D sur son image (proposition 1.5). On peut recouvrir chaque
ensemble�(] − c0e−k/c0, c0e−k/c0[D)x par un nombre fini d’ensembles de la forme
�(]C−1

1 c0e−k/c0,C−1
1 c0e−k/c0[D)xi de manière à avoir la propriété R2.

Si y est un point appartenant à�(] − εi, εi[D)x̄i ∩ �(] − εj , εj [D)x̄j alors la
distanced(x̄i , x̄j ) est inférieure àC0(εi + εj ) (inclusions (I)) et�(] − εj , εj [D)x̄j ⊂
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B0(Id,C0(εi + 2εj ))x̄i ⊂ �(] − C2
0(εi + 2εj ),C2

0(εi + 2εj )[D)x̄i . La propriété R3 en
découle car on peut majorer uniformémentεj/εi par eC

′/c0. En effet�(] − εi, εi[D)x̄i ∩
�(] − εj , εj [D)x̄j ne peut être non-vide que s’il existeγ ∈Ft,u tel quexjγ appartienne
à (Ek−1∪Ek ∪Ek+1)∩ St,u (théorème 1.2) et doncεj/εi est inférieur à eC

′/c0.
L’intersection d’un ensemble�(] − εi, εi[D)x̄i avec la projection canonique deEk

n’est non vide que sixi appartient à
⋃C ′
j=−C ′ Ek+j . On en déduit que la propriété R4 est

vérifiée avecC2 une constante dépendant deC ′, C etC1. La propriété R5 ne pose pas de
problème.

Soit x̄ dans G/�, notons εx̄ le plus grand desεi tels que x̄ appartienne à
�(]− εi, εi[D)x̄i . Il existe un entieri tel queεx̄ = εi et x̄ soit l’image parπ d’un pointx
deG appartenant à�(] − εi, εi[D)xi . Comme (propriété (R5))εi � ‖xi‖−C1∞ , on montre
en utilisant les inclusions (I) queεx̄ � (1+C0r0)‖x‖−C1∞ .

Définissons la partitionQ deG/� de la façon suivante :

Q=
{ ⋂
R∈R

AR/AR =R ou cR

}
,

puis la partitionP par

P(x̄)=Q(x̄)∩?u(C1εx̄)x̄,

enfin

P∞
0 (x̄)= P(x̄)∩ T P(T −1x̄

)∩ T 2P
(
T −2x̄
)∩ · · · .

Pour toutn ∈ Z appelonsAn la tribu dont les atomes sont les éléments deT −nP∞
0 .

L’atomes deAn contenant̄x est

An(x̄)= T −nP(T nx̄)∩ T −(n−1)P
(
T n−1x̄

)∩ T −(n−2)P
(
T n−2x̄

)∩ · · ·
= T −nA0

(
T nx̄
)
.

L’égalitéA0(x̄)= P(x̄)∩A−1(x̄)montre que les atomes deA−1 sont des réunions finies
d’atomes deA0. La famille (An)n∈Z vérifie donc la conditionAn ⊂ T −1An =An+1.

Définissons l’ensembleWδ,β
n par (δ, β ∈]1,∞[)

Wδ,β
n = {x̄ ∈G/�/∀k � 0?u

(
βnδ−k

)
T −kx̄ ⊂Q

(
T −kx̄
)}
.

Si x̄ appartient àWδ,β
n en particulier on a l’inclusion?u(β

n)x̄ ⊂R(x̄), doncεx̄ � βn.
Le point x̄ est donc l’image parπ (la projection surG/�) d’un pointx deG de norme
‖ · ‖∞ inférieure à((1+C0r0)β

−n)1/C1.
Le groupeHu est dilaté par la transformationT : il existe ξ > 1 tel que, pour tout

r > 0, l’ensembleT ?u(r)T
−1 contienne l’ensemble?u(ξr). On en déduit le lemme

suivant.

LEMME 3.2. –Si δ < ξ alors, pourx̄ appartenant àWδ,β
n , on a l’inclusion

?u

(
βn
)
x̄ ⊂ P∞

0 (x̄).
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Démonstration. –Soit x̄ un élément deWδ,β
n . Par définition, pour tout entierk � 0, on

a

?u

(
βnδ−k

)
T −kx̄ ⊂ P

(
T −kx̄
)
,

donc

?u

(
βnδ−kξ k

)
x̄ ⊂ T k?u

(
βnδ−k

)
T −kx̄ ⊂ T kP(T −kx̄).

Si δ < ξ , on obtient l’inclusion annoncée :

?u

(
βn
)
x̄ ⊂ ⋂

k�0

T kP
(
T −kx̄
)= P∞

0 (x̄). ✷

LEMME 3.3. –Il existeC3> 0 etq > 0 tels que, pour toutε > 0, on ait

µ̄
{
x̄ ∈G/�: ?u(ε)x̄ ∩ ∂Q(x̄) �= ∅}�C3ε

q.

Démonstration. –L’ensembleEk est recouvert par la réunion d’au plus eC2k pavés de
la forme�(] − εi, εi[D)xi . On a donc

µ̄
{
x̄ ∈Ek: ?u(ε)x̄ ∩ ∂Q(x̄) �= ∅}� eC2kε.

On a vu (paragraphe 1.7) que pour toutk, on aµ̄(Ek)� e−c1k . On peut donc écrire :

µ̄
{
x̄ ∈G/�: ?u(ε)x̄ ∩ ∂Q(x̄) �= ∅}
�

L∑
0

µ̄
{
x̄ ∈Ek: ?u(ε)x̄ ∩ ∂Q(x̄) �= ∅}+ µ̄

( ∞⋃
L+1

Ek

)

�
L∑
0

eC2kε+
∞∑
L+1

e−c1k

� eL+1ε+ e−c1(L+1)/
(
1− e−c1

)
.

En choisissantL convenablement en fonction deε on obtient le résultat. ✷
LEMME 3.4. –

µ̄
(c
Wδ,β
n

)
�C4β

nq .

Démonstration. –C’est une conséquence de l’invariance deµ̄ parT et du lemme 3.3 :

µ̄
(c
Wδ,β
n

)= µ̄({x̄ ∈G/�/∃k � 0?u

(
βnδ−k

)
T −kx̄ ∩ ∂Q(T −kx̄) �= ∅)}

�
∞∑
k=0

µ̄
({
x̄ ∈G/�/?u

(
βnδ−k

)
T −kx̄ ∩ ∂Q(T −kx̄) �= ∅)}

�
∞∑
k=0

C3
(
βnδ−k

)q
. ✷

Pour montrer la bonne répartition des atomes deAn nous avons également besoin
d’une information sur la régularité de leurs bords (il faut majorer le termeµ̄(∂U(ρ−n))
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dans l’inégalité de la proposition 2.1). La nilpotence du groupeHu permet d’obtenir
cette information par des arguments algébriques très simples.

LEMME 3.5. –Il existe un compactK ⊂ Rdu tel que, pour toutk, pour toutx̄ ∈ Ek ,
il existe un ensembleEx̄ inclus dansK dont le bord est constitué d’au plusd2eC2k

morceaux de surfaces algébriques de degréd tel que l’on ait:

P(x̄)= exp(Ex̄)x̄.

Démonstration. –Soit x̄ ∈ G/�. Un ensembleR étant donné, convenons quẽR(x̄)
désigneR si x̄ appartient àR, son complémentaire sinon. La propriété R4 du
recouvrementR assure qu’il existe un entierl � eC2k et une famillei1, . . . , il tels que
l’ensembleQ(x̄) soit défini par

Q(x̄)=
l⋂

j=1

R̃(x̄ij ).

La propriété R3 entraîne que, pour toutj = 1, . . . , l, il existe (tu,1, . . . , tu,du, . . . , ts,ds )
appartenant à] −C1εij ,C1εij [D tels que

x̄ = exp

(
du∑
k=1

tu,kYu,k

)
exp

(
de∑
k=1

te,kYe,k

)
exp

(
ds∑
k=1

ts,kYs,k

)
x̄ij .

Considérons undu-uplet (v1, . . . , vdu). CommeHu est nilpotent de degréd, il existe des
polynômesP j

k (v) de degrés inférieurs ou égaux àd dont les coefficients dépendent de
(tu,1, . . . , tu,du) tels que

exp

(
du∑
k=1

vkYu,k

)
x̄ = exp

(
du∑
k=1

Pk(v)Yu,k

)
exp

(
de∑
k=1

te,kYe,k

)
exp

(
ds∑
k=1

ts,kYs,k

)
x̄ij .

Le point exp(
∑du

k=1vkYu,k)x̄ appartient à�(] − εij , εij [D)x̄ij si et seulement si, pour
tout i, Pi(v) appartient à] − εij , εij [. On en déduit que l’ensemble défini dans l’énoncé
de la proposition est décrit par

Ex̄ = {v ∈]−C1εx̄,C1εx̄[du/ ∀(k, j) ∈ [1, du]×[1, l],P j
k (v) ∈ ou /∈]−εij , εij [

}
. ✷

Notonsλu la mesure de Lebesgue surRdu .

LEMME 3.6. –SoientK un compact deRdu etε un réel positif. Il existe une constante
C5 dépendant uniquement deK telle que, pour toute hypersurface algébriqueS ⊂ Rdu

de degré inférieur ou égal àd, on ait

λu{x ∈K/d(x, S) < ε}� C5ε.

LEMME 3.7. –Il existe une constanteC6> 0 telle que, six̄ ∈Wδ,β
n alors on a

mu

{
ȳ ∈P∞

0 (x̄)/?u(ε)x̄ ∩ ∂P∞
0 (x̄) �= ∅

}
<C6β

−C6nε.



600 S. LE BORGNE / Ann. I. H. Poincaré – PR 38 (2002) 581–612

Démonstration. –Soit x̄ un élément deWδ,β
n . Par définition, pour tout entierk � 0,

on a

?u

(
βnδ−k

)
T −kx̄ ⊂ P

(
T −kx̄
)
,

donc

?u

(
βnδ−kξ k

)
x̄ ⊂ T kP(T −kx̄).

Par ailleurs on sait queP(x̄) ⊂ ?u(r0)x̄, donc, siβnδ−kξ k > r0, l’ensembleP(x̄) est
inclus dans?u(β

nδ−kξ k)x̄. On en déduit queP∞
0 (x̄) est égal à

P∞
0 (x̄)=

[(ln r0+n lnβ)/ ln(ξ/δ)]⋂
k=0

T kP
(
T −kx̄
)
.

Comme on l’a vu un peu plus haut il existe un pointx de G se projetant sur̄x de
norme inférieure à((1 + C0r0)β

−n)1/C1. Il existe donc une constanteC ′ telle que,
pour tout entierk compris entre 0 et[(ln r0 − n lnβ)/ ln(ξ/δ)], on ait ‖T kx‖∞ �
eC

′n logβ . Cela entraîne (propriété R4) que le bord deP∞
0 (x̄) est constitué par au

plus d2[(ln r0 − n lnβ)/ ln(ξ/δ)]eC ′C2n logβ images par l’application exponentielle de
morceaux d’hypersurfaces de degréd contenues dans le compactK défini dans le
lemme 3.5. En utilisant le lemme 3.6, le fait quemu est l’image par l’application
exponentielle de la mesure de Lebesgue et les inclusions (I), on obtient :

mu

{
ȳ ∈ P∞

0 (x̄)/d(ȳ, ∂P∞
0 (x̄)) < ε

}
< d2[(ln r0− n lnβ)/ ln(ξ/δ)

]
e−C

′C2n logβC0C5ε. ✷

4. Preuve du théorème A′

Il nous suffit (théorème G cf. Introduction) d’établir la convergence des deux séries :∑
n<0

‖E(f |An)‖2<∞ et
∑
n>0

‖f −E(f |An)‖2<∞.

Les partitionsP∞
n sont mesurables au sens de Rokhlin. Pour toutn, il existe donc des

familles de probabilités conditionnelles(mP )P∈P∞
n

permettant d’exprimer l’espérance
conditionnelle par rapport aux tribusAn : pour toute fonctionf intégrable, pourm-
presque toutx,

E(f |An)(x̄)=
∫

P∞
n (x̄)

f (y)dmP∞
n (x)(y).

Par construction il existe une famille{F(n, x̄)}n∈Z,x̄∈G/� de sous-ensembles deHu

relativement compacts contenantId tels que pour toutn ∈ Z et toutx̄ ∈G/�, on ait :

An(x̄)= F(n, x̄)x̄ = T −nA0
(
T nx̄
)= T −nF (0, T nx̄)T nx̄.
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Les probabilités conditionnelles s’expriment, pour toute fonctionf intégrable, pour̄µ-
presque tout̄x, sous la forme :

E(f |An)(x̄)= 1

mu(T
−nF (0, T nx)T n)

∫
T −nF (0,T nx)T n

f (hux̄)dhu. (E)

Donnons-nous une fonctionϕ appartenant à la classeC et considérons les constantes
C ′′0 et p associées àϕ dans la proposition 2.1. Choisissons un nombreC7 supérieur à
C6 + D, puis δ inférieur àξ (voir lemme 3.2),β dans l’intervalle]1, ζ ((2C ′′0+1)C7)

−1[,
ρ dans l’intervalle]βC7, ( ζ

βC7
)1/2C

′′
0 [ et enfinM suffisamment grand pour queρ soit

inférieur àβMp/C
′′
0 .

Prenons un point̄x ∈ Wδ,β
n . Nous avons montré l’inclusion :?u(β

n)x̄ ⊂ P∞
0 (x̄)

(lemme 3.2). La propriété R2 du recouvrement assure que l’ensembleU
F(0,x̄),βn

x̄ est
un pavé. Cela signifie que les hypothèses de la proposition 2.1 décrivant la vitesse de
répartition des feuilles dilatées sont satisfaites, donc que l’on a (l’entiern considéré ici
est négatif) : ∣∣∣∣ 1

mu(T −nF (0, x̄)T n)

∫
T −nF (0,x̄)T n

ϕ[ 1−n
M
]
(
huT

−nx̄
)

dhu

∣∣∣∣
� C ′′0
(
µ̄(∂U(ρn))+ ζ nρ−2C ′′0n

βnD
+ ρ

−C′′
0
n

M βnp
)
,

soit encore (cf. l’égalité (E))

∣∣E(ϕ[ 1−n
M
]|An)
(
T −nx
)∣∣�C ′′0

(
µ̄(∂U(ρn))+ ζ nρ−2C ′′0n

βnD
+ ρ

−C′′
0
n

M βnp
)
,

et, puisque

µ̄
(
∂U
(
ρn
))

� C6β
−C6nρn

(lemme 3.7), les choix que nous avons faits pour les paramètresβ,ρ,M assurent qu’il
existeη > 1 etC8> 0 tels que∣∣E(ϕ[ 1−n

M ]|An)
(
T −nx
)∣∣�C8η

n.

Nous avons aussi montré queµ̄(cWδ,β
n ) est inférieur àC4β

nq (lemme 3.4). Coupons
E(E(ϕ[ 1−n

M
]|An)

2) en deux :

E
(
E(ϕ[ 1−n

M
]|An)

2)= ∫
T −nWδ,β

n

E(ϕ[ 1−n
M
]|An)

2(x̄)dµ̄(x̄)+
∫

T −ncWδ,β
n

E(ϕ[ 1−n
M
]|An)

2(x̄)dµ̄(x̄).

La première des deux intégrales est inférieure àC8η
n et on majore la seconde par

‖χ[ 1−n
M
] ∗ ϕ‖4(C4β

nq)1/2 grâce à l’inégalité de Cauchy. L’inégalité triangulaire et le fait
queϕ appartienne àC donne alors :
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∥∥

2 �
∥∥E(ϕ − ϕ[ 1−n

M
]|An)
∥∥

2+
∥∥E(ϕ[ 1−n

M
]|An)
∥∥

2

�Cρ−[
1−n
M ] + (‖ϕ[ 1−n

M ]‖4
(
C4β

nq
)1/2+C8η

n
)1/2

,

et la convergence de la première série est établie.
Les atomes de la tribuAn sont les images parT −n des atomes de la tribuA0 qui sont

des morceaux de feuilles dilatées parT . Par suite, lorsquen tend vers+∞ le diamètre
des atomes deAn décroît exponentiellement vite vers 0 : il existeC9 > 0 etγ > 1 tels
que, pour tout̄x ∈G/�, pour toutn� 0, on ait

Diam
(
P∞
n

)
� C9γ

−n.

L’inégalité triangulaire, les propriétés (22) et (23) (des fonctions de la classeC)
fournissent alors la majoration suivante :∥∥E(ϕ|An)− ϕ

∥∥
2 �
∥∥E(ϕ − ϕ[ n−1

M ]|An)
∥∥

2+
∥∥ϕ[ n−1

M ] −E(ϕ[ n−1
M ]|An)

∥∥
2+ ‖ϕ[ n−1

M ] − ϕ‖2

� 2Cρ−pn/M +CρCn/MCp9 γ −np.
SiM est choisi suffisamment grand la convergence de la seconde série est établie.✷

5. Preuve du théorème B

Comme pour le théorème A, nous commençons par nous ramener au temps discret.
Rappelons qu’étant donnée une fonctionf nous avons notéϕf la fonction

ϕf (x̄)=
1∫

0

f
(
T sx̄
)

ds.

Comme dans [9] on montre que, pour une fonctionf , si ϕf appartient à la classeC, les
deux assertions suivantes sont équivalentes :

– f est un cobord au sens du flot,
– ϕf est un cobord pour le système(G/�,T , µ̄).
Nous allons prouver la proposition suivante :

PROPOSITION 5.1. –Soit ϕ une fonction höldérienne surG/�. Si ϕ est un cobord
mesurable alors il existe une fonctionh höldérienne d’ordrep/2 telle queϕ = h−h◦T .

Lorsquef est höldérienne,ϕf l’est aussi donc la proposition entraîne le théorème B.
La preuve que nous proposons est la même que celle que nous avons déjà donnée

dans [9]. Commençons par un lemme général.

LEMME 5.2. –Soit G un groupe de Lie de dimensionn, G son algèbre de Lie,
X1, . . . ,Xk des éléments deG engendrantG. Supposons que les crochets de Lie répétés
desXi de longueur inférieure àm engendrent linéairement l’espace vectorielG. Alors
il existeC > 0, a > 0, un entierN et une suite(i1, . . . , iN) d’éléments de{1, . . . , k} tel
que, pour toutr � a, l’application
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ϕ :
[−Cr1/m,Cr1/m]N → B0(Id, r)⊂G:

(t1, . . . , tN) �→ exp(t1Xi1) · · ·exp(tNXiN )

soit surjective.

Nous ne donnerons qu’une idée de preuve de ce résultat.

Démonstration. –ConsidéronsY1, . . . , Yn une base deG constituée de crochets de Lie
répétés des élémentsXi . Notonsmi la longueur du crochet définissantYi .

La formule de Campbell–Hausdorff, appliquée une ou deux fois, nous livre les égalités
suivantes, pourt petit :

exp(tX)exp(tZ)exp(−tX)exp(−tZ)= exp
(
t2[X,Z] + o

(
t2
))
,

exp(tX)exp(tZ)exp(−tX)exp(−tZ)exp(tW)exp(−tX)
exp(tZ)exp(tX)exp(−tZ)exp(−tW)= exp

(
t3
[[X,Z],W ]+ o

(
t3
))
.

De la même façon, pour touti = 1, . . . , n, il existepi et une suite(j i1, . . . , j
i
pi
) tels que

exp
(±tmi Yi + o

(
tmi
))= exp(±tXji1) · · ·exp(±tXjipi ). (∗ ∗ ∗)

Fixons maintenant deux constantesC > 0 eta > 0 tels que, pourr � am, l’application

ψ : ] −Cr,Cr[n−→G: (t1, . . . , tn) �−→ exp(t1Y1) · · ·exp(tnYn)

soit un difféomorphisme de] − Cr,Cr[n sur son image, image qui contienne la boule
B0(Id, nr).

Pour tout élémentx deB0(Id, (n− 1)r) il existe (t1, . . . , tn) ∈ [−Cr1/m,Cr1/m]n tel
que

x = exp
(±tm1

1 Y1
) · · ·exp

(±tmnn Yn
)
.

L’égalité (∗ ∗ ∗) assure que les courbes

C1 :
[−Cr1/m,Cr1/m]−→G: t �−→ exp

(±tm1Y1
)
x

et

C2 :
[−Cr1/m,Cr1/m]−→G: t �−→ exp

(±tXj1
1

) · · ·exp
(±tXj1

p1

)
x

sont très proches l’une de l’autre pour les petites valeurs du paramètre. Par conséquent,
quitte à jouer un peu sur les constantes, commeC1 rencontre l’ensembleB0(Id, (n −
1)r) ∩ψ({0}×] −Cr,Cr[n−1), on peut assurer que la courbeC2 rencontreB0(Id, nr)∩
ψ({0}×]−Cr,Cr[n−1). Autrement dit, tout élémentx deB0(Id, (n− 1)r) peut s’écrire
sous la forme

x = exp(±tXj1
1
) · · ·exp(±tXj1

p1
)exp
(±tm2Y2

) · · ·exp
(±tmnYn).

On remplace ainsi successivement chaque expression exp(±tmi Yi) par le produit
exp(±tXji1) · · ·exp(±tXjipi ) correspondant pour obtenir le résultat.✷
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Le lemme précédent signifie que l’on peut atteindre tous les points de la boule
B0(Id, r) en se déplaçant sur une ligne brisée formée de morceaux de courbes intégrales
des champsX1, . . . ,Xk (pendant un temps éventuellement beaucoup plus long quer).
Le résultat suivant (dont nous aurons besoin) exprime que, si on exige que les sommets
de la ligne brisée appartiennent à un ensemble de mesure pleine prescrit, on peut encore
atteindre presque tous les points de la boule. C’est un corollaire du lemme 5.2 et du
théorème de Fubini.

COROLLAIRE 5.3. –Soit X ⊂ G un ensemble de mesure de Haar pleine. Il existe
C > 0, a > 0 et un ensemble de mesure pleineXN tels que pour toutx ∈ XN pour tout
r � a, pour presque touty ∈ B0(Id, a)x, il existe une suite(i1, . . . , iN) d’éléments de
{1, . . . , k}, unN -uplet (t1, . . . , tN) ∈ [−Cd0(x, y)

1/m,Cd0(x, y)
1/m]N tel que

x ∈X
exp(tNXiN )x ∈X

exp(tN−1XiN )exp(tNXiN )x ∈X (1)
...

y = exp(t1Xi1) · · ·exp(tNXiN )x ∈X
Démonstration. –Fixons un réel positifr inférieur àa ( lemme 5.2). On montre en

utilisant le théorème de Fubini qu’il existe un ensembleX1⊂X de mesure pleine tel que,
pour toutx ∈ X1, exp(tXiN )x appartient àX pour presque toutt ∈ [−Cr1/m,Cr1/m]. De
la même façon il existe un ensembleX2 ⊂ X1 de mesure pleine tel que exp(tXiN−1)x

appartient àX1 pour presque toutt ∈ [−Cr1/m,Cr1/m]. On continue jusqu’à obtenir
XN ⊂ XN−1 un ensemble de mesure pleine tel que, pour toutx ∈ XN , pour presque
tout (t1, . . . , tN) ∈ [−Cr1/m,Cr1/m]N , on ait (1). L’image de[−Cr1/m,Cr1/m]N par
l’applicationφ

(t1, . . . , tn) �−→ exp(t1Xi1) · · ·exp(tNXiN )

contientB0(Id, r). Grâce au théorème de Sard on sait que l’ensemble des points en
lesquels la dérivée deφ n’est pas de rang maximum a une image négligeable. Commeφ

est localement conjuguée à une application linéaire surjective en un point où la dérivée
est surjective, l’image d’un sous-ensemble de mesure pleine de[−Cr1/m,Cr1/m]N
contient un sous-ensemble de mesure pleine deB0(Id, r). On en déduit que, pour tout
entierk, pour presque tous les points deB0(x,2−ka) \B0(x,2−k−1a) il existe

(t1, . . . , tN) ∈ [−C(2−k−1a
)1/m

,C
(
2−k−1a

)1/m]N ⊂ [−Cd0(x, y)
1/m,Cd0(x, y)

1/m]N
tel que l’on ait (1). CommeB0(x, a)=⋃k B0(x,2−ka) \B0(x,2−k−1a), le corollaire est
prouvé. ✷

On vérifiera sans difficulté que les crochets de Lie de longueur inférieure à 2 des
éléments des deux bases(Y i1, . . . , Y

i
di
) deHi (i = s, u) engendrent l’algèbre de Lie de G.

Donnons maintenant la preuve de la proposition 5.1.

Démonstration. –Les vecteursYi,1, . . . , Yi,di forment une base deHi (i = s, u).
Comme on l’a vu dans le paragraphe I, pour toutj = 1, . . . , ds , tout k = 1, . . . , du, il
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existe des constantes réelles positives inférieures à 1,λsj et λuk (dépendant uniquement
deT ) telles que, pour toutn� 0 et toutt ∈R, on ait les égalités :

T n exp(tYs,j )T
−n = exp

(
λnsj tYs,j

)
, T −n exp(tYu,k)T

n = exp
(
λnuktYu,j

)
.

Appelons λ le plus grand des réelsλsj et λuk. Il existe P tel que, pour toutt ∈
[−C√a,C√a], pour touti = u, s, tout j = 1, . . . , di , on ait :

|t|√
P

� d0
(
Id,exp(tYi,j )

)
�
√
P |t|.

Pour toutx ∈G, tout t ∈ [−C√a,C√a] et tout entiern� 0, on a alors :

d0
(
T nx, T n exp(tYs,j )x

)
= d0
(
T nx,exp

(
tλnsjYs,j

)
T nx
)= d0

(
Id,exp

(
tλnsjYs,j

))
�
√
Pλnsj |t|

� Pλnd0
(
Id,exp(tYs,j )

)= Pλnd0
(
x,exp(tYs,j )x

)
,

et de la même façon,d0(T
−nx, T −n exp(tYu,k)x)� Pλnd0(Id,exp(tYu,k)). Si la fonction

ϕ est un cobord mesurable alorsn−1/2Snϕ converge en probabilité vers 0. Commeϕ
vérifie les hypothèses du théorème G (voir l’introduction), il existe une fonctionh de
carré intégrable telle queϕ = h − T h (sinon n−1/2Snϕ convergerait en loi vers une
variable gaussienne non dégénérée). En particulier, il existeh intégrable d’intégrale nulle
telle queϕ = h− T h.

En les relevant dansG, jusqu’à la fin de la preuve, nous considérerons queh etϕ sont
des fonctions�-périodiques définies surG.

Pour tout entiern� 1, notonsSnϕ etS−nϕ les sommes

Snϕ =
n−1∑

0

T kϕ, S−nϕ =
−1∑
−n
T kϕ.

L’égalité de cobord fournit les identités suivantes :

1

N

N∑
1

Snϕ = h− 1

N

N∑
1

T nh,
1

N

N∑
1

S−nϕ =−h+ 1

N

N∑
1

T −nh.

Notons

X =
{
x ∈G/h(x)= lim

1

N

N∑
1

Snϕ(x)=− lim
1

N

N∑
1

S−nϕ(x)
}
.

Les transformationsT et T −1 étant ergodiques, les suites1
N

∑N
1 T

nh et 1
N

∑N
1 T

−nh
tendent vers 0 presque partout doncX est de mesure pleine.

La régularité deϕ et les propriétés de contraction deT conduisent aux inégalités
suivantes : il existeR positif etλ ∈ [0,1[ tels que
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)∣∣

= ∣∣ϕ(T kx)− ϕ(T k exp(tYs,j )x
)∣∣� Rd0

(
T kx, T k exp(tYs,j )T

−kT kx
)p

� Rd0
(
Id, T k exp(tYs,j )T

−k)p �Rd0
(
Id,exp

(
λksj tYs,j

))p
� RPλkd0

(
x,exp(tYs,j )x

)p
.

On a donc

∣∣Snϕ(x)− Snϕ(exp(tYs,j )x
)∣∣�RP

n−1∑
0

(
λkd0
(
x,exp(tYs,j )x

))p
.

On en déduit que six et exp(tYs,j )x appartiennent tous les deux àX , il existeR′ tel que∣∣h(x)− h(exp(tYs,j )x
)∣∣� R′d0

(
x,exp(tYs,j )x

)p
. (2)

On montre de la même façon en utilisant l’égalitéh(x)=− lim 1
N

∑N
1 S−nϕ que six et

exp(tYu,k)x appartiennent tous les deux àX , il existeR′′ � R′ tel que l’on ait,∣∣h(x)− h(exp(tYu,k)x
)∣∣� R′′d0

(
x,exp(tYu,k)x

)p
. (3)

Ceci signifie que la restriction deh à X est régulière le long des flots exp(tYu,k) et
exp(tYs,j ).

D’après le corollaire 5.3, il existe un entierN , un ensemble de mesure pleineXN
et une suite(X1, . . . ,XN) de vecteurs tous égaux à l’un desYu,k ou Ys,j tels que,
pour tout élémentx de XN , pour presque touty ∈ B0(x, a), il existe (t1, . . . , tN) ∈
[−C√d0(x, y),C

√
d0(x, y)]N tel que

x ∈X
exp(tNXN)x ∈X

exp(tN−1XN−1)exp(tNXN)x ∈X
...

y = exp(t1X1) · · ·exp(tNXN)x ∈X .
Les inégalités (2) et (3) entraînent :

|h(x)− h(y)|
�
∣∣h(x)− h(exp(tNXN)x

)∣∣
+ ∣∣h(exp(tNXN)x

)− h(exp(tN−1XN−1)exp(tNXN)x
)∣∣+ · · ·

+ ∣∣h(y = exp(t1X1) · · ·exp(tNXN)x
)− h(exp(t2X2) · · ·exp(tNXN)x

)∣∣
� R′′
(
d0
(
x,exp(tNXN)x

)p
+ d0
(
exp(tNXN)x,exp(tN−1XN−1)exp(tNXN)x

)p · · ·
+ d0
(
y = exp(t1X1) · · ·exp(tNXN)x,exp(t2X2) · · ·exp(tNXN)x

)p
.

Les applicationst �→ exp(tXj )z sont lipschitziennes (uniformément enz) et le N-
uplet (t1, . . . , tN) appartient à[−C√d0(x, y),C

√
d0(x, y)]N donc lesN distances
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apparaissant ci-dessus sont comparables à
√
d0(x, y) : il existeL > 0 tel que|h(x) −

h(y)| � Ld0(x, y)
p/2. Pour toutx ∈ G, notonsP(x, a) l’ensemble des pointsy de

B0(x, a) tels que|h(x) − h(y)| � Ld0(x, y)
p/2. Convenons de plus queP 1(x, a) est

égal àP(x, a) tandis queP−1(x, a) désignecB0(x, a). Nous avons montré que si
x ∈ XN alorsµ(P (x, a)) = µ(B0(x, a)). Soit (xn)n�1 une famille d’éléments deXN
dénombrable et dense dansG/�. Les ensembles

⋃
ε∈{−1,1}n

n⋂
k=1

P εk(xk, a)

sont de mesure pleine pour toutn � 1, et forment une famille décroissante. Leur
intersection

X∞ = ⋃
ε∈{−1,1}N∗

∞⋂
k=1

P εk(xk, a)

est de mesure pleine.
Soientx et y deux points deX∞ tels qued0(x, y) < a et (xki )i∈N∗ une sous-suite de

(xn)n�1 tendant versx. Commex et y sont éléments deX∞, lorsquei est assez grand,
on a :∣∣h(x)− h(y)∣∣� ∣∣h(x)− h(xki )∣∣+ ∣∣h(xki )− h(y)∣∣�L

(
d0(x, xki )

p/2+ d0(xki , y)
p/2).

On en déduit que la restriction deh àX∞ est höldérienne d’ordrep/2. La fonctionh0

continue surG, égale àh surX∞ est höldérienne d’ordrep/2, �-périodique et vérifie
ϕ = h0− T h0. ✷

Annexe A. Passage du temps continu au temps discret

A.1. La classe C et les fonctions höldériennes et indicatrices

Nous vérifions que sif est une fonction höldérienne ou une indicatrice d’ensemble
régulier, alors la fonctionϕ = ϕf appartient à la classeC défini par un paramètrep
dépendant de la régularité def .

Jusqu’à la fin du paragraphe,K désignera une constante telle que, pour toutz ∈
B0(Id,1)∪ {T s/s ∈ [0,1]}, on ait l’inégalité :

d(zx̄, zȳ)�Kd(x̄, ȳ).

• Lorsquef est(C,p)-höldérienne, ϕf est(CKp,p)-höldérienne car

∣∣ϕf (x̄)− ϕf (ȳ)∣∣=
∣∣∣∣∣

1∫
0

(
f
(
T sx̄
)− f (T sȳ))ds∣∣∣∣∣

�C

1∫
0

d
(
T sx̄, T sȳ

)p
ds � CKpd(x̄, ȳ)p.
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La propriété (1a) est une conséquence du fait (établi dans le paragraphe I) que les
fonctions höldériennes appartiennent à tous les espacesLp(µ̄). On obtient la propriété
(1b) grâce au théorèmes de Fubini. On a(m(ϕn)= ((mχn) ∗ ϕ donc∥∥(mϕn

∥∥
2 �
∥∥(mχn

∥∥
2‖ϕ‖2 � CρCn‖ϕ‖2;0

la propriété (2a) est établie. La propriété (2b) est une conséquence des lignes de calculs
qui suivent :∣∣ϕn(x̄)− ϕ(x̄)∣∣= ∫

G

(
ϕ
(
z−1x̄
)− ϕ(x̄))χn(z)dµ(z)�CKp

∫
G

d
(
z−1x̄, x̄

)p
χn(z)dµ(z)

�CKp

∫
G

d
(
z−1, Id

)p
χn(z)dµ(z)� CKpρ−pn.

Enfin l’inégalité suivante est plus forte que (2c) :∣∣ϕn(x̄)− ϕn(ȳ)∣∣= ∫
G

(
ϕ
(
z−1x̄
)− ϕ(z−1ȳ

))
χn(z)dµ(z)

�CKp

∫
G

d
(
z−1x̄, z−1ȳ

)p
χn(z)dµ(z)� CK2pd(x̄, ȳ)p.

• Soit U un ensemble(C,p)-régulier. On montre quef = 1U − µ̄(U) vérifie les
propriétés (1a), (1b) et (2a) (avec les mêmes arguments que dans le cas d’une fonction
höldérienne). Passons à la propriété (2b) :

‖ϕn − ϕ‖4 � 2‖ϕ‖∞‖ϕn − ϕ‖1

� 4
∫

G/�

∣∣∣∣∣
∫
G

1∫
0

f
(
T sz−1ȳ

)
dsχn(z)dµ(z)−

1∫
0

f
(
T sȳ
)

ds

∣∣∣∣∣dµ̄(ȳ)
� 4

1∫
0

∫
G/�

∣∣∣∣∣
∫
G

(
f
(
T sz−1ȳ

)
dsχn(z)ds dµ(z)− f (T sȳ))∣∣∣∣∣dµ̄(ȳ).

Si, pour tout élémentz deB0(Id, ρ−n), T sz−1ȳ et T sȳ appartiennent tous les deux à
U ouUc alors

∫
G f (T

sz−1ȳ)χn(z)dµ(z) et f (T sȳ) sont égaux. Autrement ditf (T sȳ)
et
∫
G f (T

sz−1ȳ)χn(z)dµ(z) ne peuvent être distincts que pour lesȳ pour lesquels il
existez ∈ B0(Id, ρ−n) tel queT sz−1ȳ appartienne àU alors queT sȳ appartient àUc,
ou l’inverse, c’est-à-dire sīy appartient à l’ensemble⋃

z∈B0(Id,ρ−n)
T −s
((
T szT −sU ∩Uc

)∪ (T szT −sUc ∩U)).
Comme la distanced(T −szT s, Id) vérifie

d
(
T −szT s, Id

)= d(T −sz, T −s)�Kd(z, Id)�Kρ−n
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cet ensemble est inclus dansT −s∂U(2Kρ−n). Par hypothèseU est(C,p)-régulier ; on
obtient (2b) :

‖ϕn − ϕ‖4 � 4

1∫
0

µ̄
(
T −s∂U

(
2Kρ−n

))
ds � 4C2pKpρ−pn.

Enfin la propriété (2c) se déduit des inégalités suivantes :∣∣ϕn(x̄)− ϕn(ȳ)∣∣� ∫
G

|ϕ(v)|∣∣χn(yv−1)− χn(xv−1)∣∣dµ(v)
�

∫
B0(Id,ρ−n)y∪B0(Id,ρ−n)x

|ϕ(v)|d0
(
yv−1, xv−1)ρCn dµ(v)

� 2µ
(
B0
(
Id, ρ−n

))
d0(y, x)ρ

Cn.

A.2. Passage des énoncés (PID′) et (PIS′) aux énoncés (PID) et (PIS)

On a l’égalité :

σ̃ (f )= σ (ϕf ).
Nous noterons cette quantitéσ jusqu’à la fin du paragraphe.

Les calculs qui suivent montrent comment on peut passer des énoncés discrets aux
énoncés continus. On a :

tu∫
0

f
(
T sx̄
)

ds =
[[t ]u]−1∑

0

k+1∫
k

f
(
T sx̄
)

ds +
tu∫

[[t ]u]
f
(
T sx̄
)

ds

= S[[t ]u]ϕf (x̄)+
tu∫

[[t ]u]
f
(
T sx̄
)
ds.

Pour toutt > 0 etu ∈ [0,1], la quantitétu−[[t]u] est comprise entre 0 et 2. On a donc :

P

(
sup
u∈[0,1]

1√
t

∣∣∣∣∣
tu∫

[[t ]u]
f
(
T s·)ds∣∣∣∣∣> ε

)

� P

(
sup
u∈[0,1]

[[t ]u]+2∫
[[t ]u]

∣∣f (T s·)∣∣ds > ε√t)� P

(
sup
u∈[0,1]

2∫
0

∣∣f (T s ·)∣∣ds ◦ T [[t ]u] > ε√t)

= P

(
sup

k=0,...,[t ]

2∫
0

∣∣f (T s·)∣∣ds ◦ T k > ε√t)�
[t ]∑
0

P

( 2∫
0

∣∣f (T s ·)∣∣ds ◦ T k > ε√t)

� (t + 1)P

( 2∫
0

∣∣f (T s ·)∣∣ds > ε√t)� t + 1

ε6t3

∫
G/�

( 2∫
0

∣∣f (T sx̄)∣∣ds)6

dµ̄(x̄).
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Par ailleurs, en utilisant l’inégalité de Jensen et le théorème de Fubini, on a aussi :

∫
G/�

( 2∫
0

∣∣f (T sx̄)∣∣ds)6

dµ̄(x̄)

�
∫
G/�

25

( 2∫
0

∣∣f (T sx̄)∣∣6 ds

)
dµ̄(x̄)� 25

2∫
0

∫
G/�

∣∣f (T sx̄)∣∣6 dµ̄(x̄)ds � 26‖f ‖6
6.

Nous avons prouvé dans les rappels que les fonctions que nous considérons appartien-
nent à à tous les espacesLp.

Finalement, nous avons montré que :

P

(
sup
u∈[0,1]

1√
t

∣∣∣∣∣
tu∫

[[t ]u]
f
(
T s·)ds∣∣∣∣∣> ε

)
� t + 1

t3

26‖f ‖6
6

ε6

ce qui suffit pour affirmer que presque sûrement1√
t
| ∫ tu[[t ]u] f (T s·)ds| converge uniformé-

ment vers 0 lorsquet tend vers l’infini. L’égalité∣∣∣∣ 1√
t
S[[t ]u]ϕf − 1√[t]S[[t ]u]ϕf

∣∣∣∣= o(1/t)S[[t ]u]ϕf

entraîne que presque sûrement la différence∣∣∣∣ 1√
t
S[[t ]u]ϕf − 1√[t]S[[t ]u]ϕf

∣∣∣∣
tend vers 0 uniformément enu. On montre de manière semblable que la même chose
vaut pour ∣∣∣∣ 1

(2[t]σ 2 log log[t])1/2S[[t ]u]ϕf −
1

(2tσ 2 log logt)1/2
S[[t ]u]ϕf

∣∣∣∣.
Ecrivons alors :

1

σ
√
t

tu∫
0

f
(
T sx̄
)

ds = 1

σ
√[t]S[[t ]u]ϕf (x̄)+

(
1

σ
√
t
− 1

σ
√[t]
)
S[[t ]u]ϕf (x̄)

+ 1

σ
√
t

tu∫
[[t ]u]

f
(
T sx̄
)

ds.

Les deux derniers termes du membre de droite convergent en probabilité vers 0
(remarques précédentes) et le premier converge en loi vers le mouvement brownien
(théorème A′). La première partie du théorème A est acquise.

Intéressons-nous maintenant à la deuxième partie. On a
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ζt (u, x̄)= 1

(2tσ 2 log logt)1/2

tu∫
0

f
(
T sx̄
)
ds

= 1

(2[t]σ 2 log log[t])1/2S[[t ]u]ϕf (x̄)

+
(

1

(2tσ 2 log logt)1/2
− 1

(2[t]σ 2 log log[t])1/2
)
S[[t ]u]ϕf (x̄)

+ 1

(2tσ 2 log logt)1/2

tu∫
[[t ]u]

f
(
T sx̄
)

ds

= ζ ϕf[t ] (u, x̄)+
1

(2[t]σ 2 log log[t])1/2S[[t ]u]ϕf (x̄)− ζ
ϕf
[t ] (u, x̄)

+
(

1

(2tσ 2 log logt)1/2
− 1

(2[t]σ 2 log log[t])1/2
)
S[[t ]u]ϕf (x̄)

+ 1

(2tσ 2 log logt)1/2

tu∫
[[t ]u]

f
(
T sx̄
)

ds,

oùζ
ϕf
[t ] (u, x̄) désigne l’interpolation définie dans l’introduction pour l’énoncé du principe

d’invariance de Strassen dans le cas du temps discret (PIS′). Comme on l’a déjà vu, les
troisième et quatrième termes de cette somme tendent presque sûrement uniformément
vers 0. Pour toutu ∈ [ k[t ] , k+1

[t ] ], on a :

∣∣∣∣ 1

(2[t]σ 2 log log[t])1/2S[[t ]u]ϕf (x̄)− ζ
ϕf
[t ] (u, x̄)

∣∣∣∣� 1

(2[t]σ 2 log log[t])1/2
k+1∫
k

∣∣f (T sx̄)∣∣ds.
Le calcul fait plus haut, permet donc d’affirmer que le deuxième terme tend aussi
presque sûrement vers 0 uniformément enu. La deuxième partie du théorème A est
une conséquence du théorème A′ appliqué àϕf .

RÉFÉRENCES

[1] Borel A., Introduction aux groupes arithmétiques, Publications de l’Institut de Mathéma-
tique de l’Université de Strasbourg, XV. Actualités Scientifiques et Industrielles, No. 1341,
Hermann, Paris, 1969.

[2] Bourbaki N., Éléments de mathématique : groupes et algèbres de Lie. Chapitre 9. Groupes
de Lie réels compacts. [Chapter 9. Compact real Lie groups], Masson, Paris, 1982.

[3] Bourbaki N., Éléments de mathématique. Fascicule XXIX. Livre VI : Intégration. Cha-
pitre 7. Mesure de Haar. Chapitre 8. Convolution et représentations, Actualités Scienti-
fiques et Industrielles, No. 1306, Hermann, Paris, 1963.

[4] Bröcker T., tom Dieck T., Representations of compact Lie groups, Graduate Texts in
Mathematics, Vol. 98, Springer-Verlag, New York, 1995.



612 S. LE BORGNE / Ann. I. H. Poincaré – PR 38 (2002) 581–612

[5] Bauer M., Broise A., Dal’bo F., Guimier F., Guivarch Y., Peigné M., Propriétés de mélange
pour les groupes à un paramètre deSL(d,R), Séminaires de probabilités de université de
Rennes 1, 1992.
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