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Résumé
On donne des estimations centrales inférieures du noyau de transition d’'une marche aléatoire symétrique sur un groupe

p-adique moyennable.
0 2005 Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

We give central lower estimates for the transition kernels corresponding to symmetric random walks on amemtibdle
groups.
0 2005 Elsevier SAS. Tous droits réserves.
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1. Introduction

Soit G un groupe localement compact et moyennable. Notgns d'g et d' g respectivement les mesures de
Haar gauche et droite s@. Notonsm(g) = d"g/d g la fonction module suG normalisée pam(e) = 1, e dé-
signant I'élément identité. Soitudg) = ¢(g) d"g € P(G) une mesure de probabilité sGrou ¢(g) est supposée
a support compact ou a décroissance rapide a I'infini. Suppgsm@snétrique (i.e. stabilisée par I'involution
g — g~ 1) et considérons la marche aléatoire sutinduite paru, i.e. le G-processug X, },>o €voluant de la
maniere suivante : st;,, = g a l'instantn alors X,,11 = gh, h étant choisi selom. Notons g™ (g) = ¢, (g)d"g
(n=1,2,...) les puissances de convolution successives de la masiiree question centrale est de décider de la
rapidité de la convergence ¢gg(e¢) — 0 quand: — oo.
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Dans le cas des groupes de Lie unimodulaires (et moyennables) la réponse a cette question est contenue dans
type de croissance du volume du goupeRappelons que & désigne un groupe localement compact a génération
compacte, la croissance du volume est définie de la maniere suivante. @nufixgoisinage compact, symétrique,
de I'élément identité d€& tel queG =, > 2" ouR" = 2 - 2 --- 2(n fois) et 20 = {e} et on pose (cf. [12])

y(m)=Vol(2"), n=12,...
ou le volume est calculé relativement a la mesure de Haar (gauche ou droite)@uarpose
lgle =inf{n, ge 2"}, geG.

On définit une distance invariante & gaucheGwen posant/(g, g') = |g1¢’|¢. La fonctiony (n) apparait alors
comme la fonction donnant le volume de la boule centrée stide rayom dansG. Si £2’ est un autre voisinage
symétrique compact de engendran, alors les fonctions (n), y'(n) qui correspondent respectivemenRaet
£2' vérifient 'équivalence (n) ~ y’(n), i.e.

y'(n) <Cy(Cn)+CLCy'(C'n)+C', n>1,

ouC, C’ > 0 désignent des constantes convenables. |l en est aussi de méme pour les distances agsetigés a
C’est ce qui justifie la notatioh. | (cf. [12,35]).
Pour les groupes de Lie on a la dichotomie suivante (cf. [12,16]) : soit

y(n)~n®
ouD = D(G)=1,2,... estun entier qui ne dépend que du groahesoit
yn)~e".

Dans le premier cas on dit gug est a croissance polynémiale (du volume) et dans le second on di¥ gt &
croissance exponentielle. Pour les groupes de Lie moyennables unimodulaires le comportementads lié a
la croissance du volume de la maniére suivante (cf. [1,8,13,35]) :

gn(e) ¥ n P12 = y(n) ~nP,

on(e) ~ e = yn)~e".

Pour les groupes de Lie moyennables non-unimodulaires le comportemepteen’est plus décidé par la
croissance du volume (ces groupes sont tous a croissance exponentielle) mais par la géométrie des racines
I'action du radical sur le nilradical (cf. [31,32]).

Le cas discret et plus généralement celui des groupes localement compacts a génération compacte est beauco
plus délicat (cf. [1,8,20-23,28-30,35,36]). D’abord on ne dispose en général pas de dichotomie pour la croissance
du volume pour les groupes moyennables (cf. [11]). D’autre part bien que I'on dispose dans le cas des groupes :
croissance polyndmiale de I'équivalengge) ~ n~L/2 (ol il faut se restreindre aux indices pairs pour I'estimation
inférieure), on ne dispose, dans le cas des groupes unimodulaires a croissance exponentielle, que de I'estimatio
supérieure (cf. [14])

on(e) < C exp(—cn1/3), n>=1

En effet cette estimation supérieure n’est pas accompagnée, en général, d'une estimation inférieure analogue. Cl
Pittet et L. Saloff-Coste ont établi I'existence de groupes discrets résolubles, a croissance exponentielle pour les:
guels la décroissance @g(e) est en exp—cn®) aveca € (0, 1) pouvant étre pris arbitrairement proche de 1 (cf.
[21,22]). L'estimation inférieurey, (¢) > c exp(—Cnl/3) est cependant vérifiée dans le cas des groupes polycy-
cligues (cf. [1]). Pittet et Saloff-Coste ont récemment étendu ce résultat aux groupes résolubles finiment engendré:
de rang de Prufer fini (cf. [23]). lls ont posé le probleme de déterminer (cf. [23], §8) si une telle estimation inférieure
était satisfaite dans le cas des groupes analytiguadiques. Nous donnons ici une réponse a ce probléme (pour
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une réponse partielle dans le cas des produits semi-d@gcts: (Q";,)’ ou il est possible de calculer explicitement
on(e) cf. [17]).

Dans toute la suite on désigne pgaun corps commutatif, localement compact, non discret, totalement dis-
connecté, de caractéristique O et on consid&ran groupe algébrique connexe JurOn suppose ce groupe
moyennable et a génération compacte. On désignep@n &= ¢(g)d" g € P(G) une mesure de probabilité sar,
symétrique, de support compact. On notetg) = d(u * - - - * ) (g) = ¢, (g) d" g les puissances de convolution
successives de. On suppose que la densitéest continue et qu'il existec 2 = 21 ¢ G tel que

inf{o(g), g € 2} >0, G=Je"
n=>0

oU e désigne I'élément identité d&.

Théoreme 1. Avec les notations ci-dessus on a :
goz,,(e)kceXp(—Cnlﬁ), n=12 ..., Q)

pour des constantes ¢, C > 0 indépendantes de n.
Dans le cas ou le group@ est unimodulaire, on a :

Théoréme 2. Soient G et 1 € P(G) comme ci-dessus. Supposons le groupe G unimodulaire, alors

% exp(—c1n1/3) <2 (e) < Cexp(—czn1/3), n=12 ... (2)

pour des constantes c1, c2, C > 0 indépendantesde n.

Pour aider le lecteur a mieux situer les résultats ci-dessus rappelons que Varopoulos a montré dans [32] qu'une
estimation inférieure en exp ct1/3) était toujours satisfaite par le noyau de la chaleur associé a un sous-Laplacien
(ou le noyau de transition d’une marche aléatoire) dans le casest un groupe de Lie réel connexe moyennable,
unimodulaire ou non. Le Théoréme 1 ci-dessus montre que ceci est aussi le cas pour les groupes apalytiques
adiques. Le cag-adique présente cependant la particularité suivante. Si on suppose le radical unipGterdrde
trivial alors le fait d’étre a génération compacte force le groGeétre a croissance exponentielle (cf. [24]). Sion
suppose en plus que est unimodulaire on peut alors utiliser les résultats généraux de [14] qui entrainent I'estima-
tion supérieure, (¢) < Cexp(—cn'/3), n = 1,2, .. .. Cette estimation combinée avec I'estimation (1) entraine (2).

D’ou le Théoreme 2.

Les estimations inférieures dans le cas de la croissance polynémiale sont établies a partir d’estimations hors dia-
gonales de type gaussien intégrées sur des boules de rayon convenable (cf. [14]). De telles estimations gaussienne
peuvent étre établies dans le cas de la croissance exponentielle (cf. [10,18,34]) mais sont en générales insuffisante
pour permettre I'obtention d’estimations centrales inférieures (cf. néanmoins [18,33]).

On peut distinguer deux autres approches pour obtenir des estimations centrales inférieures : une approche géo
métrique (cf. [6,8,9]), qui consiste a construire des ensembles de Falner (cf. [19]) adaptés a des inégalités de type
anti-Faber—Krahn (cf. [7]) qui permettent de déduire les bonnes estimations inférieures, powet une approche
probabiliste (cf. [1,32]) qui consiste a établir des estimations inférieures pour les probabilités d’occurrence de
certains évenements qui permettent d’estimer inférieuremgnj. L'approche géométrique dont le spectre d’ap-
plication est assez large (variétés Riemanniennes, graphes, groupes de Lie, groupes dissestyle utiliser
d’'une maniére cruciale des propriétés de symétrie du ngyél, ce qui, par exemple dans le cas des groupes
de Lie, requiert 'unimodularité. Comme ici nous ne faisons pas une telle hypothése nous utilisons la deuxieme
approche.
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2. Racinesdel’action adjointe

Soit G un groupe algébrique connexe #yiun corps commutatif, localement compact, non discret, totalement
disconnecté, de caractéristique 0. Soiénet U resp. le radical et le radical unipotent de (cf. [5,27]). On
supposera moyennable, ce qui signifie que le groupe semi-sindpl® est compact (cf. [25]).

On sait que le radicad) se décompose comme produit semi-dir@ct U < A, oU A est un groupe algébrique
abélien constitué d'éléments semi-simples@ele groupeA s'écrit aussi comme produit direct d'un tofeet
d’un groupe finiFy (cf. [5]).

Nous allons définir les racines de I'action @esur U en nous appuyant sur la structure des corps locaux
totalement disconnectés. Spit la valeur absolue standard sufcf. [2,4]). On posék| = {|x|, x €k, x # 0}. On
désigne pap un générateur du groupe cyclique inflhj (on choisitp = |xg|, 0l xg est une uniformisante de
vérifiant|xp| > 1). Le groupe multiplicatif du corpk est le produit direct du groupe des unitéskdéee le groupe
compact{x € k, |x| =1} et du groupe cyclique infinixg, n € Z}. Le toreT étant isomorphe a diffi = d copies
du groupe multiplicatif d& (cf. [5]), il s'écrit T = Z¢ x K, ou K est un sous-groupe compact HeNotons

7T — Z¢, 3)
fixonsmy =7 Yer), ..., mg=n"Yeq) € T, ex, ..., eq désignant la base canoniquezfée Pour

t=mtmytt 4
ouny,...,nge€Z, te€K,ona

Ad (1) = (Ad )"t - - - (Ad rg)" (Ad 7). (5)

Observons que du fait que la caractéristiquek aest nulle, il est possible d’identifigd & son algebre de Lie
Lie(U) en utilisant I'application exponentielle (cf. [5,26]).

Soitk une extention finie dé contenant toutes les racines de(@det(r;) —A1I))=0,j=1,...,d. Delapreuve
du Lemme de Zassenhaus (cf. [15]) on déduit qu'il existe une décomposition@é)ldg k en une somme directe

Lie(U) @kk=W1®---® W, (6)

ou les sous-espacé®;, 1 < j < r, sont invariants paAd (7;), i = 1,...,d, et telle que la restriction de chaque
Ad(r;) a W; soit la somme d'un scalairg;(w;) et d’'un endomorphisme nilpotent. Il existe alors une base
de Lie(U) ®; k ou chaqueAd (rr;) est représenté par une matrice diagonale par blocs dont chacun des blocs
Bj(m), j=1,...,r, est une matrice triangulaire supérieure avec des éléments diagonaux égdux)aPour
t=mt-m)'t e T onpose =myt-- )¢ de sorte quéd (1) = Ad (/)Ad (1). En posant

xj®) = x;@) =rj(@)" i@, j=1....r )

on voit alors quedd (7) est représenté, dans la base delZigRy, k considérée ci-dessus, par une matrice diagonale
par blocs dont chacun des bloBs(7), j =1,...,r, est une matrice triangulaire supérieure avec des éléments
diagonaux egaux &;(t). Commer commute avec les espaced/;, Wo, ..., W, sont stables paiAd(z). Nous
appelons les homomorphismgs: T — k* définis par (7) racines de I'action desurU.

Observons par ailleurs que la valeur absdlugposséde une extension guNous notons aussi cette extension
|-|.Onalx| € {p",n eZ}U{0} pourx €k, ol p est une puissance rationnelle décf. [4]). Afin d’alléger les
notations nous continuons a nogete nombrep.

Considérons pouf =1, ..., r les valeurs absolues distinctes associées aux ragjnes. les homomorphismes
définis deT’ — {p",n € Z} = p%, part — Ix; (). Notonswy, ez, . . ., a, les différentes valeurs absolues associées
aux racinesy; .

Il est facile de voir, en utilisant la caractérisation donnée dans [3], que le greyst a génération compacte
si et seulement si tous les; sont distincts de 1 (i.e. 'homomorphisme @le— p? identiquement égal a 1).
Remarquons que poudk= )t -7t €T :

o (1) = priamtvianzt i j =1 s, 8)
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ol lesn; =n;(t) € Z, ou led-uplet(y;1,---, vj.a) € Z¢ ne dépend que de;. Dans toute la suite on notefs,
j=1,...,s, laz-forme linéaire surz? définie par (8), i.e.

L, ...,ng)=yjan1+yjonz+---+vyjana, (n1,...,nq) €z 9

Les racines définies ci-dessus vont nous permettre d’analyser certains aspects géométriques de Fastion de
Lie(U).

3. Unlemmeultramétrique et son interprétation géométrique

Soitui, us, ..., us une base fixée de L{&). Pourx = xiu1 + xpup + - - - + xsus € Lie(U), on définit|x|| =
max; |x;|. ||x| vérifie l'inégalité ultramétriquélx + y|| < max(||x||, |y, x, y € Lie(U), et vérifie|ax|| = |«|||x]|,
a € k, x € Lie(U). On noteB = {x € Lie(U), |x| < 1}. La boule unité ainsi définie est une partie compacte
ouverte de Li€U) vérifiant :u + v € B, au € B, pouru,v € B eta € k tel que|x| < 1. Les définitions ci-
dessus s’étendent d’'une maniére évidente alljexy; IE_. Munissons EngdLie(U) ® k) de la norme|||Al| =
sup, <1 IIAUll. On a alors, poud, A’ € End; (Lie(U) ®x k)

A+ A"l < max([l All, I1A"]]).- (10)
Remarquons que pouk= ;" - -~n:}"r e T et Ad(r) € End;(Lie(U) ®x k) on a (cf. (5))
[Ad@) || < p7, terT, (11)

oult|y = |n1| +--- + |ng| €t ouC > 0 désigne une constante positive.

Proposition 1. Les notations étant comme ci-dessus, soient t1,72,...,t, € T €t soient u > 0 et v > 0 tels que
ltilr <u, j=1,....m,etap(tL---ty) < p', k=1,...,5. Alorsil existe une constante C > 0 telle que

[[Ad(r1) Ad(z2) - - - Ad (1) [[| < pEUHE7. (12)
La preuve de cette proposition repose sur le résultat élémentaire suivant :

Lemme 1. Soient 7; = (t(i)ﬂ) € Myuxn(k) (j=1,2,...,1) I matrices triangulaires supérieures strictes et M; =
MI+Tj, j=1,2,...,1,00x; ek*.Soient N e Net M e Ntelsque || T; (Il < pV, [4;171 < pV, A= 1| < pM.
Alors

IM1M2- - My || < p2N M.

Preuvedu Lemme 1. |l suffit d’'observer que

MiMa- - My=hihz--- ki ) (ighiy-+-hi)) Ty Ty T

Ol,ij

a

ou tous les termes tels que> n sont nuls et d'utiliser (10). O

Preuve dela Proposition 1. On a (avec les notations de (6), (7))
Ad(fj)|wk=Xk([j)I+T', j=1,2,...,m, k=1,...,r, (13)
ou 7; est une matrice triangulaire supérieure stricte. D'autre part, pestr,* - -~n3“r eT

xk(t) = xe (gt o) = xe ()™ o (ra)™.
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Ainsi

x| < pElT, )T < pClIT, (14)
En combinant (11), (13) et (14) on déduit facilement que

Tl < P11 < P

Il suffit alors pour déduire (12) d’appliquer le Lemme 1 aux@®dlw,, k=1,....r, j=1,2,...,m.

4. Preuvedu Théorémel
Nous suivons de prés [32]. S@itcomme dans le Théoréme 1. Le groupéresp.G/U) se décompose comme
produit semi-direct (resp. direct)
CG=0=S=UrxA)xSZUr<(AXS),
G/UZAXSETx FoxS=ZZYxK xS

ol K et S sont compacts ; les notations sont celles de la Section 2. Ceci résulte de la moyennabilité duGgroupe
et de la décomposition de Levi. Paueto =ito e Ax S=G/U =Z¢ x K x S, on définit

lzlg/u = Iflr = [na@] + - + [na ()

ou 7= (ni(0),...,nqg(0) € Z¢. Soit du(g) = ¢(g) &g € P(G) et du**(g) = ¢,(g) &g comme dans le Théo-
reme 1. Soit, &, ... € G une suite de variables aléatoires indépendantes équidistribuées degoiet soit
X, =£&&---,&,n=12,..., lamarche aléatoire s& associée aux variablég, &2, ..., (Xo=¢). On a, pour
toute partie boréliennd C G :

’

Pe[XneA]zfgon(g)drg, n=212.... (15)
A
La mesure g (g) étant symétrique, on a
du(g) =du(g ™) =¢()d'g =p(g™") dg = p(g)m(g) dg,
d’ou lidentité
o(g ) =p@mg), geGC.
On a aussi
on(sY) =gn(@m(®). geG, n=12.. ..
D’autre part

P (e) = / 0n(g ) pn(g)dg = f @n(g)m(g)en(g) dg = / 0n(g)°d g.
G G G
L'inégalité de Schwarz appliquée a (15) donne alors

P.[X, € A])?
(pzn(e)>%, ACG, n=12.... (16)

ou |A| désigne la mesure de Haar droite de la pattie
En utilisant le fait queG se décompose comme produit semi-dir€ct U < (A x S) on peut écrire

X, =&&2- & =u1z1u2z2- - -upnzy, n=2L12,....
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olg; =ujzj avecu; € U etzj € Ax S, j =1,2,.... En utilisant les automorphismes intérieuts= yxy~1,
x,y € G, on peut réécrire
Xy = uluzluglzz T ufllmzn_lzlz2 coozn =TnZy,

ILeU, Z,cAxS, n=12---.
Pourn =1, 2, ... introduisons les événements
E,= {|Zn|G/U <n5/6}’
E,={|Ljcr+ &+ +w|<n'? 1<j<s, k=1,...,n}

ouz; =m(z;), j=1,2,...; 7 désignantla projection canonigfie A x S — Z% etou lesL ; sont comme dans (9).
En utilisant la Proposition 1 et la formule de Campbell-Haussdorff on voit que

. 1/3
Ly =exply,), yanelieU), Iyl <Cp™, n=12 ..
ou la constant€ > 0 est indépendante deet ou les notations sont celles de la Section 3.
On déduit de ce qui précéde que I'événemBpn E/, C [X, € A,] ou la partieA, C G = U » (A x S) est
définie par
1/3
An=exp({llull < Cp Izl v <n®C}.
Il est facile de voir (par une désintégration de la mestig due

| Au] < Cn/8pCn™ = O(exp(Cn™/?)). (17)
Par ailleurs la probabilit®(E) peut étre estimée inférieurement par
PES) = P[I¢1 + G+ -+ + Gulza = Cn™®] > exp(—Cn?/3), (18)

ou | - |z« désigne la norme euclidienne dan$. L'estimation (18) résulte du fait que le noyau de transition de
la marche aléatoire symétrique + ¢2 + --- + ¢, € Z¢ vérifie des estimations gaussiennes inférieures (cf. par
exemple [14]).

Enfin pour estimeP(E)) il suffit d’utiliser I'estimation maximale inférieure (cf. [34], Appendix)

1
Pllct+ 6o+ + Gklze <« lékén]>Eexp(—C%>, n=212..,a>0.
o

En choisissank ~ n'/2 dans cette derniére estimation et en utilisant (18) on déduit que
P(E,NE)>ce " n=12.... (19)

L'estimation (1) est une conséquence immédiate de (16), (17) et (19). Ceci compléte la preuve du Théoréme 1.
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