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Analyse non linéaire

RESUME. - Le modele que nous presentons ici est une version simplifiee
tiree de la simulation numerique d’un precede de cristallogenese ([3], [6]).
On s’intéresse a la resolution de 1’equation de la chaleur dans un domaine
Q avec des echanges thermiques par rayonnement sur une partie Fi de la
frontiere de Q. Ces echanges se font a Finterieur d’une enceinte fermee
r == r 1 U r2. La prise en compte de toutes les reflections donne un cou-
plage des temperatures et une condition de Neumann non lineaire sur r 1.
Cette non linearite n’est pas monotone. On utilise la methode des sous et
sur solutions pour montrer l’existence d’une solution minimale et d’une
solution maximale puis on etablit l’unicité de la solution avec un principe
du maximum.

Mots cl/s : Equation de la chaleur non lineaire, equation integrale, principe du maximum,
rayonnement, sous (sur)-solutions.

ABSTRACT. - The model we are presenting here is a simplified version
which arises from the numerical simulation of the crystal growth ([3], [6]).
We are interested in the resolution of the heat equation in a domain Q
with thermal exchanges by radiation on a part r 1 of the boundary of Q.
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678 C. PERRET ET P. WITOMSKI

These exchanges exist inside a closed cavity 1 U r 2’ If we take
account of all the reflections we obtain a nonlinear Neumann’s condition
with temperatures coupled on The method using here to prove the
existence of a solution to this problem is based on the utilization of lower
and upper solutions. We obtain the unicity by a maximum principle.

I. LE MODELE

On veut resoudre 1’equation de la chaleur dans un domaine Q de
frontiere U T avec les conditions aux limites suivantes :
- la temperature est fixee sur Ta,
- le flux de chaleur q traversant r ~ 1 resulte du bilan des echanges

radiatifs dans l’enceinte fermee 1 U T2.
La temperature est connue sur T~. r est une paroi grise, opaque, diffuse

en reflection et en emission [1]. L’intérieur de la cavite limitee par r est
un milieu transparent et non absorbant n’intervenant pas dans les echanges
radiatifs qui relèvent donc de reflections multiples.

Appelons T la temperature. Notons e (x), i (x), r (x) et a (x) les densités
de flux de chaleur respectivement émis, incident, réfléchi et absorb[ en x
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679EQUATION DE LA CHALEUR, REFLECTIONS

sur r. On a :

ou a est la constante de Stefan et E(x) est 1’emissivite des materiaux
formant la cavite.
Le flux de chaleur w (x) quittant r en x est la somme des flux reflechis

et emis : w (x) = r (x) + e (x) .
La loi de Lambert [1] indique que le flux incident i (x) est de la forme

D’ou

Le modele couplant 1’equation de la chaleur dans Q avec les reflections
multiples dans la cavite rest donc :

To (resp. T2) est une fonction positive donnee 
[resp. ~ (r2)].

E est une fonction positive définie sur r et il existe deux constantes Eo
et Ei telles que :

a~ est la constante de Stefan et ~, la conductivite thermique du milieu Q. cp
est un noyau positif, symetrique. cp E J~ (r x r) et

Vol. 8, n° 6-1991.
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Nous allons d’abord resoudre 1’equation intégrale (4) a T donne puis
nous etablirons l’existence et 1’unicite d’une solution pour le modèle com-

plet (1 )-( 5),

II. RESOLUTION DE L’EQUATION INTEGRALE

Dans la suite on notera la norme dans un espace 1 __p _ oo, par
II Nous noterons de la meme maniere la norme d’une application
lineaire continue de ~p dans ~f~.
On considere 1’operateur A defini par

g etant donnee on cherche w tel que

PROPOSITION 1. - Soit g E p (I-’) avec p >_ 1. L’équation (9) admet une
solution et une seule dans ~p (T).

Demonstration. - Montrons que A est un opérateur lineaire contractant
de p (r) dans p (T). Considérons d’abord les cas p = oQ et p =1.

(i ) Soit w (I-’). Avec (6), (7) et (8) on a :

d’ou et

(ii ) Soit 1 (r). On pose F (x, y) _ ( 1 - ~ (x)) cp (x, y) w ( y). On a

grace ~a (7)

On deduit du théorème de Fubini que x ~ F (x, y) d6 ( y) est dans
r

~ 1 (T), c’est-a-dire A E ~ 1 (I-’). De plus

(Tou
On obtient le résultat pour 1 p  oo par le théorème d’interpolation

de Riesz-Thorin [2] . On a pour tout p E [ 1, c~ ] ~ A I p _ 1 - Eo  1. L’existence
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681EQUATION DE LA CHALEUR, REFLECTIONS

et l’unicité d’une solution pour (9) decoulent alors des resultats classiques
sur les equations intégrales lineaires [4] ..
Nous allons maintenant ecrire w, solution de (9), sous forme intégrale.

On pose

et pour n ? 2

LEMME. - Pour tout n >_ I est un noyau positif vérifiant les propriétés
suivantes :

Demonstration. - Les inegalites (10) et (11) sont vérifiées pour n = 1 en
utilisant (6) et (7). Supposons que (10) et (11) soient vraies au rang 
On a :

De la meme façon on obtient (11). Enfin comme mes (T)  o0 on déduit
(12) des inegalites (10) ou ( 11 ). .
On peut maintenant exprimer les puissances de A.

PROPOSITION 2. - Soit 1 (I~’). On a pour tout n >-_ 1 :

Demonstration. - Etablissons le resultat (vrai pour n = 1 ) par recurrence.

Vol. 8, n° 6-1991.
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La fonction (x, t) ~|w (t) (x, t) est dans 1 (r x r) car

On en deduit par le theoreme de Fubini que :

D’ ou

Il vient donc :

La solution de 1’equation integrale s’ecrit sous la forme
:

D’ou

PROPOSITION 3. - Soit 1 (T). Il existe un noyau 1 (r x T),
positif, tel que

p

Démonstration. - Soit Sp(x, y)= £ y). Sp est une suite
n=l i

croissante de fonctions positives.
On pose .

Avec (10) on obtient
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On a

La fonction (x, y) g ( y) est donc dans :£1 (F x r).

Notons Ip (x) = Sp (x, t) g (t) d6 (t).
En appliquant le theoreme de convergence dominee on a p. p. 

t. x.

p

Comme An g converge dans 1 (r) vers w - g on en déduit donc
n= 1

le résultat cherché. []

PROPOSITION 4. - Le noyau K (x, y) vérifie les propriétés suivantes

Démonstration. - (i) Prenons dans (9). La solution

est w (x) _ ~, car

Avec la proposition 3 il vient donc

D’ou

(ii ) K est obtenu comme limite de la suite S p [cf. (15)]. On a :

Vol. 8, n° 6-1991.
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Passons a la limite. Il vient

Divisions par ( 1- ~ (x)) et integrons par rapport a x. On obtient

D’ ou

III. RESOLUTION DU MODELE COMPLET

On cherche une solution du systeme (1)-(5). La temperature doit etre
comprise entre

On se restreint a cet intervalle [Tinf’ Tsup] en posant

Etant donne (F) on note cp (T) 1’element de ~~ (F) defini par

On etudie alors le probleme modifié :
trouver T vérifiant :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire
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Avec la proposition 3 on peut eliminer w entre (20) et (21). On obtient
sur r 1

Dans l’intégrale on a prolonge T sur r2 en utilisant (22) et dans la suite
l’intégrale sur r doit donc se lire

Le couplage des temperatures sur la frontiere r apparait clairement dans
(23). On note q 1’operateur sur ~2 par :

Le problème (18), (19), (22), (23) s’ecrit alors :

On peut obtenir l’existence d’une solution dans ~ 1 (SZ) pour (25), (26),
(27) avec le theoreme du point fixe de Schauder. Nous allons plutot
employer ici la methode des sous et sur-solutions qui est constructive et
avec laquelle on peut obtenir l’unicité de la solution en utilisant le principe
du maximum de Hopf.
On considere Foperateur d’iteration 1 défini par :

avec v~4~1 03C3 T3sup de façon que u2~u1 implique

PROPOSITION 5. - M~ est un operateur compact, monotone croissant
de J~ (Q) dans ~~ (Q).

Vol. 8, n° 6-1991.
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Demonstration. - Etablissons d’abord que q est Lipschitzien de ~f~ (I-’1)
dans ~2 (Tl). Soient U et V dans ~2 (T1). On a

En posant C = 4 T:up il vient

Soit

Comme

on obtient avec l’inégalité de Young [6],

On en deduit

ce qui montre que q est Lipschitzien de ~2 dans ~2 (T~).
On en deduit alors que M~ est continu de ~ (Q) dans ~f~ (Q).
En utilisant (16), (24) et le fait que Tinf et Tsup sont positifs on a pour

U dans ~2 (T1~ : .

L’image de 2(03931) par q est donc bornée dans ~ (03931). L’injection de
2 (ri) dans 1/2(03931) étant compacte on déduit que Mv transforme les
bornées de 1 (Q) en des relativement compacts de 1(Q). Mv est donc
compact.

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire
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Soient maintenant v2 et v ~ dans tels que v2 >_ v 1. On pose
u2 = M~ v2 et u = M" v 1. u = u2 - u est solution de

Comme K est un noyau positif et avec le choix de v on voit que

sur u est donc positif ce qui montre la croissance de

DEFINITION. - U est une sous solution (resp. sur solution) de (28), (29),
(30) si u (resp. 
Pour le probleme considere on a une sous-solution naturelle Tinf et une

sur-solution Tsup.
PROPOSITION 6. - On pose ui = et ~s = on a ui ~ Mv ui et

M,, uS
Demonstration. - Verifions que ui est une sous-solution. On pose

On a 03BB ~u ~n + 03BDu~0 sur r 1 En effet on a :

Avec (16) on obtient + v u = 0 et u est donc solution de :
In

On en deduit que est bien une sous-solution. De la meme façon
on demontre que Tsup est une sur-solution..
Comme il resulte de la monotonie de M~ la

PROPOsITION 7. - Le système (25), (26), (27) admet une solution minimale
u*. et une solution maximale u*. On a u~ _ u* _ 

Demonstration. - Elle se fait comme dans [8] en utilisant les methodes
de monotonie dans ~ ~ (S~). Posons uo = et vo = Tsup. On forme les
suites 1 et De la monotonie de M~ et de la

Vol. 8, n° 6-1991.
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proposition 6 il resulte que les suites un et vn verifient :

On pose et Verifions que un converge vers u dans

~1 (Q). Le theoreme de convergence dominee applique a (u~ - un)2 montre
que la suite un converge vers u* dans ~f~ (Q). On etablit comme dans [8]
en écrivant la formulation variationnelle du probleme (28), (29), (30) que
la suite un est bornee dans ~f~ (Q). De la compacite de 1’operateur M~ on
deduit 1’existence d’une sous-suite un, qui converge dans ~ 1 (SZ) vers u,~ .
La suite un toute entiere converge alors vers u* et par continuite on voit

que u* est solution de (25), (26), (27).
De la meme façon on montre que u* est solution..
Il est clair que toute solution u de (25), (26), (27) appartenant a

l’intervalle [Tinf’ T est comprise entre u~ et u*.
Pour etablir 1’unicite il suffit donc de montrer que u~ = u*.

PROPOSITION 8. - Le système (25), (26), (27) adnlet une solution unique
dans l’intervalle 

Demonstration. - On pose v = u* - u*. v est solution de

ProIongeons u* et u* sur r 2 par T2. On a alors

En permutant l’ordre d’integration dans l’intégrale double et en utilisant
(17) on obtient

ce qui traduit la conservation du flux. On a la meme relation pour u*.
On en deduit

et donc

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire
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On a d’autre part

et av >__ 0 sur 03930 car sur Q et v=O sur 
ln 

° - o

On en deduit que ~v = 0 sur T . o Le principe du maximum de Hopf [7]
an

implique alors que v est identiquement nul sur Q..

Remarque. - Si on modifie le problème (1)-(5) en travaillant sur un
intervalle [Ti’ TS] avec Ti  T; et Tsup  TS on obtient de la meme maniere
une solution et une seule dans cet intervalle qui est solution de ( 1 )-(5). Le
probleme initial admet donc une seule solution bornee sur Q. Cette solution
est comprise entre et Tsup.
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