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J.-M. DELORT

Laboratoire Analyse Géométrie et Applications, UMR CNRS 7539,
Institut Galilée, Université Paris-Nord, avenue J.-B. Clément, 93430 Villetaneuse, France

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. 16, n° 5, 1999, p. 563-591 Analyse non linéaire

RÉSUMÉ. - Soit u la solution de l’équation de Klein-Gordon semi-linéaire
en dimension 1 d’espace

-f- u - F(u, atu, axu)
avec une nonlinéarité F quadratique et des données de Cauchy petites,
C°° à support compact, Ult=o = ~u0, ~tu|t=0 = Eu 1. Moriyama, Tonegawa
et Tsutsumi ont montré que le temps d’existence TE de la solution vérifie
alors lim infEo E2 log TE > 0. Le but de cet article est de montrer que
lim inf~~0 ~2 log Te ~ A, où A est une constante explicite s’exprimant en
fonction de uo, ui et de la nonlinéarité. @ Elsevier, Paris

ABSTRACT. - Let u be a solution to the semilinear Klein-Gordon equation
in one space dimension

+ u = F (u, 
where F is a quadratic nonlinearity and the Cauchy data Ult=o =
~u0, ~tu|t=0 = Eu 1 are small in Moriyama, Tonegawa and
Tsutsumi have shown that the time of existence of the solution satisfies
lim infEo E2log TE > 0. The aim of this paper is to prove that
lim infEo E2 log TE  A for a constant A which can be explicitly computed
from the Cauchy data and the nonlinearity. @ Elsevier, Paris
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564 J.-M. DELORT

0. INTRODUCTION

Soient f et g deux fonctions C°° à support compact sur ~d. Si pour u
fonction C°° sur un ouvert de R x muni des coordonnées (t, x), on
note u’ (resp. u") les dérivées d’ordre 1 (resp. 2) de u par rapport à toutes
les variables, et si F(u, ~c’, u") désigne une fonction C°° de ses arguments,
linéaire en ~c", considérons la solution u de l’équation de Klein-Gordon
nonlinéaire :

(0.0.1) Du + u = F(u, u’, u"), = = E9

où E désigne un petit paramètre. Si l’on suppose F nulle à l’ordre 2 en
0, Klainerman [16] et Shatah [20] ont indépendamment prouvé que, en
dimension d > 3, la solution de (0.0.1) existe globalement en temps pour
E > 0 assez petit. Ce résultat a été étendu à la dimension 2 par Simon et
Taflin [21] et par Ozawa, Tsutaya et Tsutsumi [ 19] . Enfin, en dimension 1,
Moriyama, Tonegawa et Tsutsumi [18] ont prouvé que l’intervalle maximal
d’existence de la solution [0, TE [ vérifie pour une constante
c > 0, résolvant ainsi une conjecture d’Hormander. D’après Yordanov [23],
un tel ordre de grandeur du temps d’existence est optimal. Le but de cet
article est de donner une minoration explicite de la constante c à partir de
quantités reliées aux données de Cauchy et à la nonlinéarité.
En effet, lorsqu’on considère le problème analogue pour l’équation

des ondes, Du = F(u’, u"), on sait d’après John-Klainerman [12] et

Klainerman [13], [14] qu’il y a existence globale en dimension d > 4 et
que le temps d’existence est minoré par c/E2 (resp. Ce~~~) en dimension
d = 2 (resp. d = 3). Homander [9], [10] a donné une minoration explicite
de c en utilisant une solution approchée de l’équation. Le fait que cette
borne inférieure soit en fait égale au temps où se produit l’explosion n’a été
connu pendant longtemps que dans des cas particuliers, d’après les travaux
de John [11]. Récemment, Alinhac, en conclusion d’une suite de travaux
consacrés à ces questions, et pour la bibliographie exhaustive desquels nous
renvoyons à sa monographie [ 1 ], et à ses articles les plus récents [2], [3],
[4], a prouvé que, en dimension 2, pour une équation d’onde quasilinéaire
générale, et des données initiales génériques, la minoration établie par
Hormander donne bien le temps d’explosion de la solution. Il a en outre
obtenu un développement asymptotique complet du temps d’existence en
fonction de E, et une description de la solution au voisinage du point
d’explosion.

Notre but ici est plus modeste : nous nous contentons d’obtenir,
pour l’équation de Klein-Gordon en dimension 1, une minoration
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de lim inf~~0 ~2 logT~, qui est l’analogue de celle due à Hdrmander

pour l’équation des ondes, et que nous prouvons par une méthode

similaire de construction d’une solution asymptotique. Le minorant de
lim inf~~0 E2 log TE obtenu est égal à +~ lorsque la nonlinéarité vérifie
une propriété que nous appelons « condition nulle » par référence aux
conditions introduites par Christodoulou [5] et Klainerman [15] pour

l’équation des ondes en dimension 3. Contrairement à ces auteurs, nous ne
savons pas prouver que cette condition nulle entraîne l’existence globale
pour (0.0.1 ). Ce résultat est toutefois connu dans un certain nombre de cas

particuliers d’après les travaux de Moriyama [17], ce dont nous discutons
au paragraphe 1.2.

L’essentiel du travail consiste en la construction d’une solution approchée,
décrite dans la section 2. La section 3 donne la preuve du théorème, en

appliquant la méthode de Moriyama, Tsutaya et Tsutsumi à la différence
entre la solution approchée et la solution exacte cherchée. Il s’agit en fait
de combiner la réduction à une forme normale de Shatah [20] à l’utilisation
des champs de Klainerman [16]. Nous reprenons à cette occasion nombre
de résultats de [18] afin de les mettre dans un cadre qui facilite l’écriture
de la preuve du théorème.

1. MINORATION DU TEMPS D’EXISTENCE
ET CONDITION NULLE

1.1. Énoncé du théorème

. Désignons par (t, x) _ les coordonnées sur 1R2, et notons

~o = ~t ~ ai = Do = i ~t ~ Dx = Di = ~,D ~ ~ - ~
l’opérateur de d’Alembert en dimension 1. Nous nous proposons d’étudier
le temps d’existence des solutions de l’équation de Klein-Gordon quasi-
linéaire

où f , g E Cô sont données à valeurs réelles, lorsque le petit paramètre
E tend vers 0. La nonlinéarité F sera supposée polynômiale, à coefficients
réels, nulle à l’ordre 2 à l’origine, au plus de degré 1 en les dérivées
secondes. On sait grâce aux travaux de Georgiev [7] et Moriyama, Tonegawa
et Tsutsumi [18] que si F est indépendante des dérivées secondes, ou bien
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est nulle à l’ordre 3 en 0, l’équation (1.1.1) admet une unique solution
maximale définie sur [o, TE ~ avec TE  CeC/E2 pour une certaine constante
c > 0. Une telle minoration est optimale en général, d’après Yordanov [23].
Nous nous proposons ici de minorer c i.e. d’étudier lim E2 log TE .
Comme les nonlinéarités nulles à l’ordre 4 à l’origine donnent lieu à des
solutions définies globalement en temps, nous nous limiterons au cas où
F s’écrit

avec Q (resp. P) polynôme homogène de degré 2 (resp. 3). Nous

décomposerons .

où ~(Ti~T3;~i~2) (resp. est un polynôme
réel homogène de degré ~ en Z = (Zi,~) et 2 - k (resp. 3 - k) en
T = (Ti,?~~), le degré en étant en outre inférieur ou égal à
1. On écrit de plus

où Qô est quadratique, Q~ est linéaire en Ti et en (T2 , T3 ), Q~ et Q~ sont
linéaires en T et linéaires en Z. Si (wo, 03C91) E R2, on pose

et pour k = 0,1 on décompose qk en q +q d’après (1.1.4). Si y E] -1, 1[ et

nous définirons
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Associons d’autre part aux données de Cauchy f, 9 la quantité suivante

et définissons A E I~ U par la relation

On remarquera que A > 0 puisque, r étant nul à l’ordre infini sur |y| = 1,
tend vers 0 si y - ~l. Le théorème que nous nous proposons

de prouver est le suivant :

THÉORÈME 1.1.1. - Supposons, soit que F est indépendante de 
et soit que Q - 0. L’unique solution de (l. l.1 ) est définie sur un
intervalle maximal d’existence [0, [ vérifiant

Remarque. - Le théorème précédent est également valable si on remplace
l’hypothèse f, g E par f, g E Nous nous limitons au cas de

données à support compact dans un souci de simplification technique de
certaines preuves. Le cas plus général de données à décroissance rapide
se traiterait en remplaçant dans les sections 3.1 et 3.2 les normes L2 ou
L°° utilisées par des normes à poids, comme dans l’article de Moriyama,
Tonegawa et Tsutsumi [18].
La preuve du théorème va consister en l’obtention d’une solution

approchée à (1.1.1), suivie de l’utilisation de la méthode de Moriyama-
Tonegawa-Tsutsumi [18]. Les restrictions imposées à F dans l’énoncé du
théorème proviennent du fait que cette méthode ne s’applique que sous
de telles conditions.

Lorsque ~ (~) - 0, le théorème affirme que lim infEo E2 log TE = -E-oo,
et il est naturel d’introduire la définition suivante :

DÉFINITION 1.1.2. - On dit que la nonlinéarité F vérifie la condition nulle
si et 0.

Remarquons que l’expression ,de q>(0) a été obtenue par Hôrmander [ 10]
section 7.5, dans le cas de la dimension 0 d’espace, par l’intermédiaire
de considérations d’énergie. Nous ne savons pas si la condition nulle

entraîne l’existence globale pour E > 0 assez petit. Toutefois, dans le cas de
nonlinéarités cubiques, un certain nombre de résultats sont connus. Nous
nous proposons d’en discuter -dans le paragraphe suivant.

Vol. 16, n° 5-1999.
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1.2. Condition nulle pour des nonlinéarités cubiques
Nous supposons dans ce paragraphe Q - 0. La fonction est alors

donnée par

Introduisons également

DÉFINITION 1.2.1. - On dira que P vérifie la condition nulle (resp. la
condition nulle avec comportement asymptotique libre) si et seulement si
~(?/) ~ 0 (resp. 0 et ~(?/) = 0).
. 

La terminologie précédente sera justifiée au paragraphe 2, lorsque nous
verrons que la solution approchée que nous construirons aura, lorsque
~(~/) = 0, un comportement asymptotique de solution libre de l’équation
de Klein-Gordon, si et seulement si on a de plus ~ (~) - 0.

Les polynômes Po, Pl, P2, P3 étant au plus d’ordre 1 en T2, T3, ils
peuvent se décomposer de la manière suivante :

où a E R, L, LI, L2, L3 sont des formes linéaires à coefficients réels,
Ql, Q2, Q3 des formes quadratiques réelles. Remarquons que 03C91)
n’est autre que XY, Y2; X, Y) restreint à T = 1 , X = wo, Y = cvl.
Comme lorsque y décrit ] - 1,1[, décrit une branche de

l’ hyperbole

la condition ~(~/) = 0 s’écrit encore .

sur l’ hyperbole X 2 = y2 + T~, et la condition ~ ( ~ ) - 0 s’écrit
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sur l’hyperbole X 2 = y2 + T~. (Il est immédiat que les conditions

(1.2.5), (1.2.6) sont satisfaites sur toute l’hyperbole dès qu’elles le sont

sur une de ses composantes.)
Définissons

(1.2.7)
Po = ~ ( Po , Pi, P2 , P3 ) , polynômes de la forme ( 1.2. 3 ) vérifiant (1.2.5)}
~1 = ~ ( Po , Pi, P2 , P3 ) , polynômes de Po vérifiant (1.2.6)}

espace des nonlinéarités vérifiant respectivement la condition nulle et la
condition nulle avec comportement asymptotique libre.

PROPOSITION 1.2.2. - L’espace vectoriel Po est de dimension 18 et le
sous-espace ~l de dimension 13. 

’

Démonstration. - Notons E’ (resp. E" ) l’espace des couples (Pi, P3)
(resp. (Po, P2)) de la forme (1.2.3), Eô (resp. E~ ) le sous-espace de E’ .

(resp. E") donné par (1.2.5) (resp. (1.2.6)). On a donc Eb X E", Pi =
Eb x E~ et E" est de dimension 12. Pour que (Pl , P3 ) appartienne à Eô,
il faut et il suffit que

soit divisible par X 2 - Y2 - T2 soit encore, de manière équivalente, que

Donc P3 est déterminé par L2, L3) i.e. Eô est de dimension 6.
Pour que ( Po , P2 ) appartienne à E~, il faut et il suffit que

soit divisible par X2 - Y2 - T2 soit encore

Alors, nécessairement

pour une forme linéaire H. On en déduit qu’il existe une deuxième forme
linéaire M telle que 

’
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Reportant dans (1.2.8), on obtient -3a(X2 - Y2) - 3YL(X, Y) -
YH(X, Y) i.e. E"0 est paramétré par : il est donc de

dimension 7. D

Il est tentant de conjecturer que le problème (1.1.1) admet une solution
globale lorsque E > 0 est assez petit pour toute nonlinéarité de Po, et que
cette solution a un comportement de solution libre à l’infini pour toute

nonlinéarité de PI. Moriyama [17] (cf. également Yagi [22]) a prouvé qu’il
y a existence globale avec comportement libre à l’infini pour 7 nonlinéarités
linéairement indépendantes, dont on vérifie aisément qu’elles appartiennent
à PI. Comme Pi est de dimension 13, ces nonlinéarités n’épuisent pas tous
les cas où on peut espérer un tel résultat.
Le seul cas, à notre connaissance, où l’existence globale soit connue

sans que la condition ~ (~) - 0 soit également satisfaite, est celui où

la nonlinéarité ne dépend que de u et pas des dérivées. L’existence

globale découle alors de considérations d’énergie et, pour F(u) = u3, on a
~(~/) = 0, ~(~/) = -3. Dans ce cas, Georgiev et Yordanov [8] ont prouvé
que la solution ne peut avoir à l’infini un comportement de solution libre.

2. SOLUTION APPROCHÉE

Nous nous proposons de construire une solution approchée à (1.1.1). Nous
considérons une nonlinéarité de la forme Q + P donnée par (1.1.2). Nous
ne supposons pas nécessairement dans cette section que les hypothèses
du théorème 1.1.1 sont satisfaites i.e. nous autorisons des nonlinéarités

quasilinéaires quadratiques. En effet, les restrictions imposées dans l’énoncé
du théorème 1.1.1 ne sont utiles que pour la preuve de l’existençe d’une
solution exacte à (1.1.1).

2.1. Solution asymptotique

Commençons par rappeler le développement asymptotique de la solution
du problème linéaire. Nous noterons V l’algèbre de Lie engendrée par les
champs t~x + et pour E N et u distribution sur R2, nous
noterons V~u la famille de distributions obtenue en faisant agir de manière
itérée sur u au plus k champs de V. Nous poserons pour (t, x) E I~2
avec 

et nous fixons x2 E x2 = 1 au voisinage de 0 et xl = 1 - x2.
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PROPOSITION 2.1.1. - Soient f, g E Cô ( U~ ), à support dans un intervalle
] - m, à valeurs réelles. La solution ~c° du problème linéaire + u° _
0, = = Eg s’écrit pour t > 0 sous la forme
~° (t~ x) = x~ (t) U° (t~ x) + xl (t) U°-1 ( t, ~) + x) où

avec

et où = U° et r est une fonction C°° à valeurs réelles, supportée dans
 m + t, vérifiant pour tout 

D’après [10] théorème 7.2.5, la solution de l’équation Dt v =

= h, s’écrit

où s est un symbole en (t, x ) d’ordre -3/2, supporté dans Ixl  ~ et

s’ E s(1~2). La proposition résulte de cette expression et de la vitesse finie
de propagation.

Soient a~ (s, ~), 0  j  3, des fonctions C°° sur [0, supportées
dans ~ ~ ~  1, ao étant à valeurs réelles, et aj à valeurs complexes pour
j > 1. Si (t, x) vérifie t > 0, E2 log t  A et Ixl  t, nous poserons
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Ces fonctions sont prolongées par 0 pour t.

THÉORÈME 2.1.2. - Soit A la constante définie par (1.1.9). Il existe des

fonctions

vérifiant les conditions précédentes, avec de plus al (0, y) = a°(y), telles

que si l’on définit, avec les notations (2.1.5),

la fonction

vérifie .

VA’  A, E > 0 et dE 1[, Vt E [1, 

Nous désignerons désormais par x) (c~, ,~ E toute fonction

C°° sur x R, à support dans lx 1  t, telle que pour tout k e N, il

existe C > 0 avec

Nous utiliserons les expressions suivantes (où Wo = wo(x/t), cvl = 

d’où l’on déduit

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire



573NLKG EN DIMENSION 1

D’autre part, si vaut 0 ou 1, on peut écrire :

LEMME 2.1.3. - La quantité DU + U s’écrit

Le lemme résulte immédiatement des expressions (2.1.11 ), (2.1.12).
Pour démontrer le théorème, il nous reste à comparer (2.1.13) à

F ( U, 0x U, 

LEMME 2.1.4 . - On a l’expression suivante :

Démonstration. - D’après (2.1.12),

Vol. 16, n° 5-1999.
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On aura donc, avec les notations (1.1.3)

On obtient donc, pour k = 2, l’expression

Pour k = 1, on décompose Qi en Q i + Q~ et on obtient l’expression

Pour k = 0, on décompose Qo en Qô + Q~ et on obtient

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire
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Or, on constate immédiatement que

Reportant ces expressions dans (2.1.16), (2.1.17), (2.1.18), on obtient

(2.1.14). D

LEMME 2.1.5. - On a l’expression

Démonstration. - On peut écrire

Vol. 16, n° 5-1999.
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et

d’où

Le lemme résulte du développement de ces expressions.

Démonstration du théorème. - D’après les lemmes 2.1.3, 2.1.4, 2.1.5,
pour que S donné par (2.1.7) s’écrive R2,2 + R1,5/2, il faut et il suffit que
soient satisfaites les conditions

Reportant (2.1.21), (2.1.23) dans (2.1.22), on obtient

où est donnée par (1.1.17) et

qui coïncide bien avec la notation déjà introduite en (1.2.2) dans le cas
de nonlinéarités cubiques.
On déduit de (2.1.24)
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et puisqu’on impose = a°, on obtient

qui est défini pour s E [0, A[. On obtient alors ai comme l’unique solution
sur ~0, A ~ de l’équation différentielle linéaire

et on constate que ai vérifie les conditions de l’énoncé. Les

équations (2.1.20), (2.1.21), (2.1.23) déterminent alors ao, a2, a3. Le

théorème est démontré. D

Remarque. - Si la condition nulle ~(~/) = 0 est satisfaite, on a A = +oo
et ai est donné par

Par conséquent, la phase de la contribution principale Ui + U-i à U est la
phase libre ~~p modulée par la phase de (2.1.28) (ou son opposée). On voit
donc que la condition ~ (~) - 0 introduite dans la définition 1.2.1 (pour
des nonlinéarités cubiques) signifie que la solution asymptotique a même
comportement à l’infini qu’une solution libre.

2.2. Construction de la solution approchée

Nous allons construire une solution approchée Ua de l’équation (1.1.1)
par recollement de la solution asymptotique U précédente et de la solution
libre u° .

PROPOSITION 2.2.1. - Soient x2 E = 1 au voisinage de ~- l, 1~,
Supp x2 C] - 2,2[, et xl = 1 - x2. On pose

Alors Ua vérifie sur ~0, 

Vol. 16, n ° 5-1999.
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et pour tout A’ tout k ~ N, il existe C > 0 tel que l’on ait pour
tout t E ~0, [

Démonstration. - On a pour t E. ~0, [

Comme U est à support dans Ixl  t, le théorème 2.1.2 entraîne que la
contribution à Sa de la première ligne de (2.2.5) vérifie la majoration (2.2.3).
Pour 1  E2/3t  2, on peut écrire d’après (2.1.6) et la proposition 2.1.1

et de même

Puisque = a° et que al est C°° à support dans y ~ 1  1, on a

si 1  E2/3t  2. La norme L°° de la seconde ligne de (2.2.5) se majore
donc par
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qui s’estime par le premier terme du membre de droite de (2.2.3). Il faut

voir que l’on a la même estimation lorsqu’on fait agir k champs de V. Or,

= = 

On obtient des expressions du même type lorsqu’on fait agir sur U - u°
8t ou Il en résulte que la contribution à Vk Sa de la deuxième ligne
de (2.2.5) se majore également par le premier terme du membre de droite
de (2.2.3).

Enfin, les deux dernières lignes de (2.2.5) sont nulles si E2/3t > 2. Comme
d’autre part et VkUa(t,.) se majorent dans L°° par CE(1-+-t)-1/2,
et que F est au moins quadratique, la contribution correspondante au
membre de gauche de (2.2.3) s’estime par le premier terme du membre
de droite..

L’inégalité (2.2.4) résulte de (2.2.3) et du fait que Sa est à support dans
 t + m.

COROLLAIRE 2.2.2. - Avec les notations de la proposition, pour tout
A’  A, et tout k ~ N, il existe C > 0 tel que b’E 

Soit une partition dyadique de l’unité sur R. Il existe C > 0 telle que

3. PREUVE DU THÉORÈME D’EXISTENCE

3.1. Opérateurs bilinaires et estimations .

La preuve du théorème d’existence, dans le cas de nonlinéarités

quadratiques, consiste à combiner la méthode de Moriyama, Tonegawa
et Tsutsumi [18] à l’utilisation de la solution approchée construite dans la
section précédente. Nous adaptons dans ce paragraphe les résultats de ces
auteurs que nous utiliserons.
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