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CHUTE STATIONNAIRE D’UN SOLIDE DANS UN FLUIDE
VISQUEUX INCOMPRESSIBLE LE LONG D’UN PLAN
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ABSTRACT. – The three-dimensional space is filled by a Newtonian fluid above a fixed r
A spherical solid body falls in the fluid under the action of the gravity. We are interest
permanent regimes, in which gravity and the action of the stress tensor of the fluid
solid compensate. We prove that there exist such regimes, in which some parameters a
(including the gravity, the velocity of the solid and its distance to the ramp), but others, su
mass and the angular velocity, are determined by the motion.

We encounter two main difficulties. First in establishing a (non-explicit)a priori estimate. Last
because we are not able to convert the problem into the search of a zero of some outgoin
field in a ball.
 2003 Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

MSC:35Q30; 76D03; 76D27

RÉSUMÉ. – Un demi-espace, dont le bord est un plan incliné, est rempli d’un liq
Newtonien. Un solide spherique tombe dans le liquide, sous l’action de la gravité.
considérons ici le régime permanent, dans lequel la gravité et le tenseur des contraintes
par le fluide sur le solide se compensent. Le solide est donc en translation uniforme para
bord, avec une rotation propre à vitesse constante.

Nous prouvons qu’il existe un tel régime, dans lequel certains parametres sont don
particulier la gravité, la vitesse du solide et sa distance au bord) tandis que d’autres, tels
masse du solide et sa vitesse angulaire, font partie des inconnues.

La difficulté essentielle est l’estimation a priori, qui n’est pas explicite. En particulier,
ne sommes pas capables de ramener le problème, ou un problème approché, à la reche
zéro d’un champ de vecteur sortant sur une boule.
 2003 Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS
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Introduction

L’étude de l’interaction entre un (ou plusieurs) solide indéformable et un fluide
lequel il est plongé a fait l’objet de nombreux travaux. Nous renvoyons le lecteu
articles récents [8] et [2], ainsi qu’aux références qu’ils contiennent. Dans le cas év
les résultats démontrés sont valables aussi longtemps qu’aucun contact ne se
entre deux solides, ou entre un solide et la paroi. Il est donc naturel de se deman
existe des configurations dans lesquelles un solide isolé évolue sans jamais renco
bord du domaine.

Nous nous plaçons dans une situation aussi simple que possible. Tout d’abor
considérons qu’un seul solide se trouve à l’intérieur de la cavité et que celui-ci
forme sphérique. De plus, nous supposons que les dimensions du solide sont infi
petites devant celles de la cavité, de telle façon qu’à l’échelle de la boule le
du domaine est un plan. Cette géométrie, qui admet une invariance de trans
permet d’envisager un mouvement permanent, dans lequel le solide se déplace à
constante, parallèlement au bord, et tourne sur lui-même avec une vitesse an
constante. Comme dans [7,9], le champ de vitesse du fluide est indépendant du
lorsqu’on le mesure dans le repère mobile dans lequel le volume occupé par le so
fixe.

Ce régime permanent est décrit par un ensemble d’équations aux dérivées pa
du type de Navier–Stokes, avec des conditions aux limites qui prennent en com
couplage fluide-solide. Ce système fait intervenir un certain nombre de paramètre
la distance du solide au plan, la vitesse de translation du solide, les densités du
et du solide et la direction du plan par rapport à celle de la verticale, ou, ce qui r
au même, la direction de la verticale par rapport à celle du plan. Nous verrons qu
impossible d’imposer la valeur de tous les paramètres simultanément, mais que c
peuvent l’être et déterminent alors les autres,via la solution du problème couplé.

Le problème tel que nous le formulons est très proche du problème de Navier–
stationnaire dans des domaines extérieurs. Ce dernier a fait l’objet de nombreux t
dont on trouvera une synthèse dans le livre de G.P. Galdi [3] (Vol. II, pp. 61–
Nous suivrons de près la démarche que l’un des auteurs a utilisée [7] pour dém
l’existence d’un régime permanent pour la chute d’un solide dans un fluide visq
incompressible.

Dans le paragraphe suivant, nous expliquons en détails le problème ph
et établissons les équations du mouvement. A la Section 2, nous décrivo
espaces fonctionnels, qui seront utilisés dans la section suivante pour la form
variationnelle du problème.

Le problème naturel consiste, étant donnés le rayonr et la massem du solide, la
viscositéν et la gravitége, à trouver la distance du solide au bordd et sa vitesse d
translationV . Notre méthode ne nous a pas permis de résoudre celui-ci, mais seu
de trouver la gravité lorsquem, r , d, ν etV sont donnés. Il resterait ensuite à inverse
relation qui, àd et V , associe la gravité. Même pour des données petites, ceci re
problème ouvert ; il semble difficile d’utiliser le théorème des fonctions implicites,
ce contexte où le domaine est non borné.
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Pour cette raison, la valeur deV est fixée dans notre problème variationnel (v
la Section 4). Comme il est classique lorsque le domaine n’est pas borné, nou
ramenons au cas d’ouverts bornés (problèmelocal ) de plus en plus grands. Cependa
le problème local présente une difficulté inédite : sauf si la viscosité est assez
(et encore le seuil dépend-il de la taille du domaine tronqué) il n’y a pas d’estim
a priori explicite. Nous parvenons bien à montrer que l’ensemble des solutions
borné tant queν−1, l’inverse de la viscosité, est bornée ; c’est même l’argument cru
dans lequel on procède par l’absurde. Mais, dans une méthode de point fixe,
suffit pas pour construire une application d’une boule de rayon assez grand dan
même. C’est pourquoi nous mettons en œuvre au Paragraphe 4 la méthode de
Schauder. Le passage à la limite, lorsque le domaine tronqué tend vers le demi-
utilise la même idée. En particulier, il n’y a pas d’estimation explicite, même pou
grande viscosité. Dans une dernière section, nous donnons un équivalent des s
lorsqueV est petit.

1. Le problème physique

1.1. Description

On considère le système formé par un solide de massem uniformément répartie, e
de matrice d’inertieJ . On suppose que le solide occupe un volumeS ayant la forme
d’une boule de rayonr . On noteG le centre d’inertie du solide. Ce centreG, et doncS,
dépendent du temps.

Le solide considéré est supposé indéformable. Son champ de vitesse est d
torseur de la formėG + � ∧ (x − G). On poseĠ = V . On suppose que le solide e
soumis aux seules forces de pesanteur et d’interaction avec le fluide.

Le fluide, visqueux (viscositéν) et incompressible de densitéρf , occupe un demi
espace limité par un planP . Il évolue sous les seuls effets de la pesanteur et des f
exercées par le solide au cours de son mouvement. Du fait que le fluide est visqu
vitesse du fluide est nulle sur le bordP et est égale à celle du solide sur l’interface∂S.

Le plan n’esta priori pas horizontal. Supposons, pour fixer les idées, que la gr
est dirigée vers l’extérieur du domaine, c’est-à-dire que celui-ci est situé au-dessuP ,
et que le solide est plus dense que le fluide. En l’absence de fluide, le solide ro
sur le plan. C’est ce type de mouvement que nous voulons généraliser. Dans un
permanent, le solide roule sur une couche fluide d’épaisseurd à déterminer. Cette couch
limite est lente à cause de la condition de vitesse nulle surP , tandis que la couch
externe de fluide, plus libre vis-à-vis des conditions aux limites, peut se mouvoi
rapidemment. Le freinage dû à la couche limite et l’accélération due à la gravité ind
le mouvement de rotation propre du solide (voir la Fig. 1).

Le mouvement relatif du fluide est inverse du mouvement du solide. La partie du
qui passe entre le solide et la paroi subit une surpression, inversement proportion
la distanced. Cette surpression n’est pas compensée par celle de la couche exté
car l’épaisseur de fluide au-dessus du solide est infinie. La force résultante
fluide exerce sur le solide est donc dirigée vers l’intérieur du domaine (bien qu
perpendiculaire àP en raison du freinage discuté plus haut). C’est cette force qui
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FIG. 1. Roulement d’une sphère à distance finie de la paroi.

empêcher le solide d’atteindre le bord. Dans le régime permanent que nous ét
cette force s’oppose exactement à celle de la gravité.

1.2. Etablissement des équations

Dans le référentiel absoluF , on désigne paru la vitesse du fluide en tout point
par p la pression associée. Le comportement du fluide est régi par les équatio
Navier–Stokes : ρf

(
∂u

∂t
+ (u · ∇)u

)
− ν�u+ ∇p = ρf ge,

∇ · u= 0,
(1)

et ce dans un domaineD, demi-espace limité par le planP et privé du volumeS. Le
paramètree désigne la verticale, c’est un élément de la sphèreS2. On dispose, de plus
des conditions aux bords suivantes :

u=
0 surP,
V +�∧ (x −G) sur∂S,
0 à l’infini.

(2)

Le solide obéit aux lois de la mécanique classique :


mV̇ =mge+

∫
∂S

σnds,

J �̇=
∫
σn∧ y ds,

(3)
∂S
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est le tenseur des contraintes du fluide :

σi,j = ν

(
∂ui

∂xj
+ ∂uj

∂xi

)
− p · δi,j

avec

δi,j =
{

1 si i = j ,
0 sinon.

Nous nous intéressons aux régimes permanents. Le solide reste alors à d
constante du planP . Ceci signifie queV est parallèle au planP . Nous privilégions donc
l’étude dans le référentiel galiléenR associé au centre d’inertie du solide, dans leq
tout point matériel deS, P et D est fixe. Dans ce référentiel, nous prenons com
origine le centre de la boule. Nous notonsy la variable d’espace. Le planP a pour
équationy3 = −(d + r) où d est la distance du plan au solide. Comme le planP n’est
pas supposé horizontal, la directione de la verticale, c’est-à-dire de la gravité, est
général différente du troisième axe de coordonnées. Enfin, la distanced est strictemen
positive car nous voulons que le solide ne soit pas en contact avec le plan.

Dans ce qui suit, nous faisons le changement de variables(y, t) 	→ (y − tV , t),
qui a pour effet de remplacer∂tu par ∂tu − V · ∇u. Comme nous ne modifions p
l’inconnue u, on ne peut pas vraiment parler d’une transformation Galiléenne
équations de Navier–Stokes sont donc écrites dans le repère mobileR, mais u est
toujours le champ de vitesse dans le repère fixeF . Ce choix permet d’une part d
chercher le régime permanent comme solution stationnaire des équations, d’au
de garder une condition aux limites homogène surP et à l’infini.

Pour une solution stationnaire, nous avons :

V̇ = �̇= ∂u

∂t
= 0.

Par conséquent, on obtient les équations :{
ρf
[(
(u− V ) · ∇)u]− ν�u+ ∇p = ρf ge,

∇ · u= 0,
sur D (4)

avecD = {y;y3 >−(d + r) et |y|> r},

u=


0 surP,
V +�∧ y sur∂S,
0 à l’infini,

(5)

et pour le solide : 
mge+

∫
∂S

σnds = 0,∫
σn∧ y ds = 0.

(6)
∂S
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Pour un solide de masse et de forme données, nous disposons d’une famille d’éq
aux dérivées partielles en(u,p) dépendant de plusieurs paramètres qui sont :

– le champ de vitesse du solide caractérisé par les deux vecteursV et�,
– la direction de la verticalee,
– la distance de la boule au pland.

Pour résoudre notre problème physique, nous devons déterminer s’il existe une s
à l’une de ces équations aux dérivées partielles (4) en(u,p), avec les contraintes au
bords (5), (6), pour des valeurs des paramètres physiquement admissibles, c’est-

– V ∈ R
3, parallèle àP et� ∈ R

3,
– e ∈ S2, la sphère unitaire deR3,
– d ∈ R

+∗ .

2. Cadre fonctionnel

Le problème que nous voulons traiter est déjà largement maîtrisé dans le ca
fluide occupe tout l’espace en dehors du solide [7,6,9]. Pour résoudre le problème
nous suivons la ligne décrite par ces différents articles en optant pour une ap
variationnelle. Cependant, avant d’introduire la formulation faible du problème
décrivons les espaces qui seront mis en jeu dans la résolution par cette approche

Suivant l’approche de [7], nous introduisons̃Y le sous-espace deC∞
c (D ∪ S) des

champs de vecteursφ vérifiant :{∇ · φ = 0,
∃(Vφ,�φ) ∈ (R3

)2
tels queφ = Vφ +�φ ∧ y surS.

2.1. Quelques propriétés de l’espace Ỹ

Le premier point à vérifier est que cet espace n’est pas vide :

PROPRIÉTÉ 2.1. – Pour toutV ∈ R
3 et pour tout� ∈ R

3, il existeφ ∈ Ỹ tel que:

φ = V +�∧ y surS.

Preuve. –Soitψ ∈ C∞
c (D ∪ S) une fonction à valeurs réelles valant 1 surS. On pose :

U :=ψ ·
(

1

2
V ∧ y + (� · y)y

)
,

φ := ∇ ∧U.

Alors, φ ∈ Ỹ et satisfaitφ = V +�∧ y surS. ✷
SurỸ , on dispose d’une forme bilinéaire symétrique définie comme suit :

(
(φ,ψ)

)= 1

2

∫
D

3∑
i,j=1

(
∂φi

∂yj
+ ∂φj

∂yi

)(
∂ψi

∂yj
+ ∂ψj

∂yi

)
.
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PROPRIÉTÉ 2.2. – Pour tout(φ,ψ) ∈ Ỹ 2 on a :(
(φ,ψ)

)=
∫

D∪S
∇φ · ∇ψ, (7)

(
(φ,ψ)

)= 2(�φ ·�ψ)|S| +
∫
D

∇φ · ∇ψ, (8)

où

∇φ · ∇ψ :=
3∑

i,j=1

∂φi

∂yj

∂ψi

∂yj
.

Preuve. –Du fait queφ (ouψ) est un torseur surS, on a :

(
(φ,ψ)

)=
∫

D∪S

(
3∑

i,j=1

∂φi

∂yj

∂ψi

∂yj
+

3∑
i,j=1

∂φi

∂yj

∂ψj

∂yi

)
.

Or, par intégration par parties, on a :

∫
D∪S

3∑
i,j=1

∂φi

∂yj

∂ψj

∂yi
= −

∫
D∪S

[
3∑

j=1

∂

∂yj

(
3∑

i=1

∂φi

∂yi

)
ψj

]
= 0.

On a donc (7). Or, surS

3∑
i,j=1

∂φi

∂yj

∂ψi

∂yj
= 2(�φ ·�ψ).

On obtient donc (8) à partir de (7).✷
La forme bilinéaire((·, ·)) définit un produit scalaire sur̃Y . Il est classique que pou

la norme associée à ce produit scalaire,Ỹ s’injecte continûment dansL6(D ∪ S). Nous
notons enfinY le complété dẽY pour la norme‖ · ‖.

2.2. L’espace Y

L’espace norméY est un sous-espace fermé de l’espace homogèneḢ
1
0(D ∪ S). Par

densité, ses éléments sont à divergence nulle et leur trace surP est nulle. D’après (8)
l’application linéaireφ 	→ �φ , définie surỸ , admet un prolongement continu deY
dansR

3. D’après [7], il en est de même pour l’applicationφ 	→ Vφ . On en déduit, pa
densité, que la restriction deφ ∈ Y au solide s’écrity 	→ Vφ +�φ ∧ y. En particulier, la
trace deφ sur∂S est de cette forme.

Pour V ∈ R
3, on noteYV l’ensemble des élémentsu ∈ Y tels queVu = V . Pour

construire une solution, nous nous limiterons à la recherche dansYV . D’autre part,
nous voulons, comme dans la méthode de Leray [5], travailler sur des domaines
Nous introduisons donc une famille croissante(OR)(R>0) constituée d’ouverts deR3
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contenantS et recouvrant le demi-espace au dessus deP quandR tend vers l’infini.
Nous définissons

YR
V := YV ∩ H

1
0(OR).

Bien entendu,YV et YR
V sont des sous-espaces affines deY etYR, respectivement, et d

directions respectivesY0 et YR
0 . De plus, pour toutR > 0, (Y R

0 ,‖ · ‖) est un espace d
Hilbert séparable.

3. La formulation faible du problème

Nous pouvons maintenant introduire la formulation faible du problème mixte.

3.1. Le problème variationnel

Nous rappelons que chaque paramètre est, pour l’instant, fixé arbitrairement
valeur physiquement admissible.

THÉORÈME 3.1. – Supposons que(u,p) est un couple régulier, solution de
équations de Navier–Stokes(4) avec comme conditions aux bords(5) et (6), alors

ρf bV (u,u,φ)+ ν
(
(u,φ)

)=ma ge· Vφ ∀φ ∈ Ỹ , (9)

avec:
bV (u, v,φ) :=

∫
D

(
(u− V ) · ∇)v · φ,

(
(u,φ)

)= 1

2

∫
D

3∑
i,j=1

(
∂ui

∂yj
+ ∂uj

∂yi

)(
∂φi

∂yj
+ ∂φj

∂yi

)
,

ma :=m−
∫
S

ρf dy, masse apparente du solide.

Preuve. –On sait que, pour touty ∈D :

ρf
(
(u− V ) · ∇)u− ν�u+ ∇p = ρf ge.

On a donc, pour toutφ ∈ Ỹ :

ρf
(
(u− V ) · ∇)u · φ − ν�u · φ + ∇p · φ = ρf ge· φ.

Intégrant cette égalité par parties, nous obtenons

ρf bV (u,u,φ)+ ν
(
(u,φ)

)=
∫
D

ρf ge· φ −
∫
∂S

(σn · φ)ds.

Cependant, ∫
(σn · φ)ds =

∫
σn · (Vφ +�φ ∧ y) ds,
∂S ∂S
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d’où, utilisant les contraintes imposées au solide, on obtient :

mge· Vφ = −
∫
∂S

(σn · φ)ds. (10)

D’autre part,ρf ge= ∇(ρf ge· y), de sorte que∫
D

e · φ dy = −
∫
∂S

(e · y)(φ · n) ds = −Vφ ·
∫
∂S

(e · y)nds

= −Vφ ·
∫
S

∇(e · y) dy = −|S|e · Vφ,

ce qui fournit la formule annoncée.✷
On pose donc le problème variationnel suivant :

PROBLÈME VARIATIONNEL 3.1. – Trouveru ∈ YV tel que:

ρf bV (u,u,φ)+ ν
(
(u,φ)

)=ma ge· Vφ ∀φ ∈ Ỹ .

Nous venons de montrer que tout couple suffisamment régulier, solution
problème mixte, fournit une solution d’un tel problème variationnel. Nous exami
ci-dessous la réciproque.

3.2. Du problème variationnel au problème mixte

Le problème variationnel a bien un sens. En effet, pour toutu ∈ Y , v ∈ Y , φ ∈ Ỹ ,
bV (u, v,φ) est défini et on a :∣∣bV (u, v,φ)∣∣� |u|L6(D)‖v‖|φ|L3(D) + |V |‖v‖|φ|L2(D), (11)

par application de l’inégalité de Hölder pour un produit de trois termes.
Pour démontrer la réciproque évoquée ci-dessus, nous utiliserons le résu

régularité suivant :

PROPRIÉTÉ 3.1. – Soitu ∈ Y tel que

ρf bV (u,u,φ)+ ν
(
(u,φ)

)=ma ge· Vφ ∀φ ∈ Ỹ ,

alors, pour tout ouvert régulier bornéO satisfaisant{
S ⊂ O,

Ō ⊂ D ∪ S.
(12)

u vérifie :
u ∈ C∞(O ∩D). (13)
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Preuve. –Nous disposons de l’estimationa priori suivante [1] :
SoitO ouvert borné deR3, soitf ∈ W

m,q(O) etg ∈ W
m+1,q(O).

Pour tout(u,p) satisfaisant : 
�u+ ∇p = f,

∇ · u= g,

u= v∗ sur∂O,

nous avons :

|u|Wm+2,q (O) + |p|Wm+1,q (O) � c
(|f |Wm,q (O) + |v∗|

W
m+2− 1

q ,q (∂O)
+ |g|Wm+1,q (O)

)
. (14)

Soitu ∈ Y satisfaisant (9).A fortiori, u satisfait (9) pour toutφ ∈ C∞
c (D) de divergence

nulle. Selon le théorème de De Rham, associé à quelques estimations ([3, Vol. I, p
il existep ∈ L2

loc(D) tel que :
ν�u− ∇p = ρf ((u− V ) · ∇u) surD,

∇ · u= 0 surD,

u= Vu +�u ∧ y surS.

Soit alorsO ouvert borné vérifiant (12). SoitO0 = O ∩ D. Soitψ , fonction à valeurs
réelles, régulière, à support compact strictement inclus dansO telle que :

ψ = 1 sur un voisinageO1 deS.

Posonsψ0 =ψ |O0, v =ψ0u, q =ψ0p, alors :
ν�v − ∇q = ρfψ0[((u− V ) · ∇)u] − p∇ψ0 + ν(�ψ0)u+ ν(∇ψ0 · ∇)u,
∇ · v = ∇ψ0 · u,
v = Vu +�∧ y sur∂S,

v = 0 sur∂O.

Remarquons que :

∇u ∈ L2(O0), u ∈ L6(O0),

donc on a,a fortiori :

(
ψ0
[(
(u− V ) · ∇)u]− p∇ψ0 + ν(�ψ0)u+ ν(∇ψ0 · ∇)u) ∈ L

3
2 (O0).

De plus, le terme de bord, en tant que trace d’une fonctionC∞
c (D∪ S), appartient à tou

les espaces de Sobolev que l’on souhaite. On peut donc utiliser l’estimation (14)
nous donne :

u ∈ W
2, 3

2 (O1), p ∈ W
1, 3

2 (O1).

Ce résultat obtenu surO1 peut être obtenu surO0, en considérant un autre ouvertO plus
grand. La définition deO nous garantit qu’il en existe un. Ceci permet de mettre en r
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un processus récurrent, remarquant que les injections de Sobolev nous font alors
de l’intégrabilité pouru etp. On a donc, pour toutn� 2 :

u ∈ W
n, 3

2 (O0), p ∈ W
n−1, 3

2 (O0).

Finalement,u est bien régulière surO0, tout commep. ✷
Nous sommes maintenant en mesure de montrer de quelle manière, toute solu

problème variationnel nous permet de construire un couple(u,p) solution du problème
mixte.

THÉORÈME 3.2. – Supposons que, pour un certainu ∈ YV :
ρf bV (u,u,φ)+ ν

(
(u,φ)

)=ma ge· Vφ ∀φ ∈ Ỹ ,

alors u est de classeC∞ dansD, au voisinage deS, et permet de définirp de la même
classe telle que surD on ait

ρf
[(
(u− V ) · ∇)u]− ν�u+ ∇p = ρf ge,

∇ · u= 0,

avec aux bords:
u= 0 surP,
u= V +�u ∧ y sur ∂S.

De plus,u satisfait, en tant qu’élément deY , des bonnes propriétés de décroissanc
l’infini. On a aussi les propriétés suivantes:

mge+
∫
∂S

σnds = 0,

∫
∂S

σn∧ y ds = 0.

Preuve. –La propriété précédente 3.1 nous assure que notre solutionu est une solution
régulière. Ensuite, les conditions aux limites et la condition de divergence nulle
contenues dans l’hypothèseu ∈ YV .

D’autre part, on a

ρf bV (u,u,φ)+ ν
(
(u,φ)

)=ma ge· Vφ ∀φ ∈ Ỹ .

A fortiori, c’est vrai pour tous lesφ ∈ C∞
c (D) et de divergence nulle. Le théorème

De Rham nous assure alors l’existence d’une fonctionq qui sera ici régulière telle qu
surD :

ρf
[(
(u− V ) · ∇)u]− ν�u+ ∇q = 0.

Posantp = q + ρf ge· y, on a bien quep est toujours régulière et, surD :

ρf
[(
(u− V ) · ∇)u]− ν�u+ ∇p = ρf ge.
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Reprenons alors les calculs effectués dans le démonstation du Théorème 3.1
pouvons les utiliser puisqueu etp sont régulières :(∫

∂S

(σn∧ y) ds

)
·�φ −

(∫
∂S

σnds

)
· Vφ =mge· Vφ.

On peut alors tester cette égalité sur tous lesVφ ∈ R
3 et tous les�φ ∈ R

3, conformémen
à la Propriété 2.1, ce qui nous donne bien :

mge+
∫
∂S

σnds = 0, (15)

∫
∂S

σn∧ y ds = 0. (16)

A partir deu, nous avons donc pu construirep tel que(u,p) soit solution de (4) ave
comme conditions aux bords (5), (6).✷
3.3. Quelques remarques sur le problème variationnel

(1) On ne peut pas diminuer l’ensemble des fonctions-test car, d’une part, nous
besoin de toutes les fonctionsC∞

c (D) pour pouvoir en déduire la partie équatio
aux dérivées partielles du problème et, d’autre part, nous avons besoin de
les valeurs deVφ ∈ R

3 et�φ ∈ R
3 pour retrouver les équations du mouvemen

solide.
(2) La démonstration du Théorème 3.2 montre qu’il n’est en général pas po

d’imposer la valeur de�. En effet, la valeur de� apparaît comme le multiplica
teur de Lagrange de la contrainte de moment nul dans les équations du m
ment du solide (6). De même, la valeur deV apparaît commme le multiplicate
de Lagrange de la contrainte de compensation des forces dans (6).

(3) Si on n’a pu imposer la valeur de� dans la formulation du problème variationn
il semble déraisonnable de vouloir fixer la valeur deV . Le Problème 3.1 est don
surdéterminé tel qu’il est formulé. Cependant, on ne peut laisserV totalement
libre dans le problème variationnel car nos équations n’ont un sens physiqu
si V est parallèle àP .

(4) Si on veut fixerV , il nous faut assouplir la contrainte de compensation des fo
dans (6), c’est le sens de l’énoncé suivant :

THÉORÈME 3.3. – Toute solution du Problème3.1est solution du problème:
PROBLÈME VARIATIONNEL 3.2. – Trouveru ∈ YV tel que

ρf bV (u,u,φ)+ ν
(
(u,φ)

)= 0 ∀φ ∈ Ỹ0. (17)

Réciproquement, siu ∈ YV est solution de(17), alors, il existe+ ∈ R
3 tel que:

ρf bV (u,u,φ)+ ν
(
(u,φ)

)=+ · Vφ ∀φ ∈ Ỹ .



M. HILLAIRET, D. SERRE / Ann. I. H. Poincaré – AN 20 (2003) 779–803 791

ment,

remier
s,
blème

istence
e

des

e

ons la
ps, une

e

Preuve. –La première assertion de cette propriété est une trivialité. Réciproque
si u satisfait le problème variationnel 3.2, alors la forme linéaire

L(φ) : Ỹ → R,

φ 	→ bV (u,u,φ)+ ν
(
(u,φ)

)
,

est nulle sur le noyau deφ 	→ Vφ . Il existe donc une forme linéaire, sur R
3 telle que

L(φ)= ,(Vφ) pour toutφ dansỸ . ✷
Ceci nous amène à reformuler notre approche du problème physique. Dans un p

temps, nous allons montrer que, donnant àd et V des valeurs admissibles arbitraire
nous pouvons trouver une solution du Problème 3.2 que nous apellerons pro
variationnel homogène par la suite. On en déduit, via le théorème ci-dessus, l’ex
d’une solution du problème variationnel 3.1 pour une force+ et donc l’existence d’un
solution à un problème mixte pour une certaine vitesse de rotation� et une certaine
force de gravitémge obtenue à partir de+. Il nous faudra ensuite étudier les normes
forces de gravitémge obtenues, quitte à faire varier les valeurs ded etV , pour montrer
qu’un solide quelconque peut tomber dans un fluide sans toucher le bord.

4. Le problème variationnel homogène

On fixe des valeurs de la vitesseV ∈ R
3, parallèle àP , et ded > 0 durant toute cett

partie. On suppose, sans nuire à la généralité, que le fluide est de densitéρf = 1 et de
viscositéν > 0. Pour montrer que le Problème 3.2 admet une solution, nous suiv
méthode de continuation de Leray [5]. Nous cherchons donc, dans un premier tem
solutionu ∈ YR

V satisfaisant (17), pour toutφ ∈ Ỹ R
0 . Ce problème est appeléProblème

variationnel homogène local.

4.1. Réduction du problème local

Tout d’abord, nous choisissonsU ∈ YR
V et posonsu=U + h, le problème se ramèn

alors à un problème surYR
0 . On peut préciser la continuité de la formeb par une inégalité

classique :

PROPRIÉTÉ 4.1. – Pour toutu ∈ Y , v ∈ Y , φ ∈ YR, on a:∣∣bV (u, v,φ)∣∣� (K|OR| 1
6 ‖u‖ +K|V ||OR| 1

3
)‖v‖‖φ‖, (18)

bV (u,φ,φ)= 0, (19)

bV (u, v,φ)= −bV (u,φ, v). (20)

L’espaceYR
0 étant Hilbertien, on peut donc définir :

Tν :YR
0 → YR

0 ,

h 	→ Tνh,

oùTνh est l’unique élément deYR
0 vérifiant :

ν
(
(U,φ)

)+ bV (U + h,U + h,φ)= (
(Tνh,φ)

) ∀φ ∈ YR
0 .



792 M. HILLAIRET, D. SERRE / Ann. I. H. Poincaré – AN 20 (2003) 779–803

ue :

à la

, sous
blème :
PROPRIÉTÉ 4.2. – L’opérateurTν est compact.

Preuve. –Soit (hn)n∈N suite deYR
0 convergeant faiblement versh. Posonsµn = Tνhn

etµ= Tνh. On a alors :

‖µn −µ‖2 = bV (U + hn,U + hn,µn −µ)− bV (U + h,U + h,µn −µ).

Or, nous avons le lemme suivant :

LEMME 4.1. – Soit (un)n∈N une suite deY convergeant faiblement versu. Alors,
pour toutφ ∈ Ỹ , on a:

lim
n→∞bVn(un, un,φ)= bV (u,u,φ),

whereV andVn are the translational velocities associated withu andun.

Preuve. –PosantO = Supp(φ), le théorème de Rellich–Kondrachov nous assure q

lim
n→∞Vn = V,

lim
n→∞|un − u|Lp(O) = 0, 1 � p < 6.

Ceci permet de démontrer, via la majoration (11), que :

bV (u,u,φ)− bVn(un, un,φ)= bV−Vn(u− un,u,φ)+ bVn(un, u− un,φ)

tend vers zero quandn tend vers l’infini. ✷
Ce lemme nous permet de nous ramener à l’étude de :

�n = bV (U + hn,U + hn,µn)− bV (U + h,U + h,µn).

Or, la Propriété 4.1 montre queµn est bornée. Les mêmes remarques quant
compacité des injections deY dansLp(OR) pourp < 6 permettent de conclure.✷

Notre problème consiste donc à trouver unh ∈ YR
0 annulant2ν = I + 1

ν
Tν , où I est

l’identité deYR
0 .

4.2. Le problème homogène local pour ν � 1

Pour isoler les limites de la construction à suivre, montrons tout d’abord que
certaines hypothèses, nous avons une certaine estimation d’énergie pour notre pro

PROPRIÉTÉ 4.3. – Supposons queh est à support compact et queU + h satisfait
(17) sur un ensemble de fonctions tests contenanth. Alors, siν > K|U |L3(D∪S), on a
l’estimation suivante:

‖h‖ � ν‖U‖ + |U |L3(D) · |U |L6(D) + |V ||U |L2(D)

ν −K|U |L3(D)

.
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Preuve. –Pour s’en convaincre, il suffit de tester (17) surh et d’utiliser la continuité
debV . ✷

Nous montrons maintenant que le problème local admet une solution par une m
de point fixe. Pour cela, notonsf = fν := −ν−1Tν .

PROPRIÉTÉ 4.4. – Il existeν0 = ν0(R) tel que, pour toutν > ν0 :
– f envoie la boule de rayon2‖U‖ dans la boule de rayon3‖U‖/2, et donc dans

elle-même,
– f est strictement contractante sur cette boule.

Preuve. –D’une part, il existeA tel que pour touth vérifiant‖h‖ � 2‖U‖,∣∣bV (U + h,U + h,φ)
∣∣�A‖φ‖ ∀φ ∈ YR

0 ,

car la partie deTν bilinéaire enh est compacte, tout commeTν , donc bornée. Donc :

∥∥f (h)∥∥� ‖U‖ + 1

ν
A.

Pourν suffisamment grandf envoie bien la boule de rayon 2‖U‖ dans celle de rayo
3‖U‖/2.

Soith, k deux éléments deYR
0 , notonsδ = h− k, alors :

((
f (h)− f (k),φ

))= 1

ν

(
bV (U + h, δ,φ)+ b0(δ,U + k,φ)

) ∀φ ∈ YR
0 ,

prenanth et k de norme plus petite que 2‖U‖, utilisant la Propriété 4.1, on a :

∥∥f (h)− f (k)
∥∥� 1

ν

(
5K|OR | 1

6 ‖U‖ +K|V ||OR| 1
3
)‖δ‖.

Donc, pourν suffisament grand,f est aussi contractante sur la boule de rayon 2‖U‖. ✷
PROPRIÉTÉ 4.5. – Il existe ν1 tel que, pour toutν > ν1, il existe un uniqueh0

satisfaisant:
2νh0 = 0.

De plus, cette solution satisfait‖h0‖ � 3‖U‖/2.

Preuve. –Remarquons que tout point fixe def fournit un zéro de2ν et réciproque-
ment. Or, pourν assez grand, nous savons grâce à la Propriété 4.4 quef conserve la
boule de rayon 2‖U‖ et quef y est contractante. L’applicationf a donc un unique
point fixe à l’intérieur de cette boule. De plus, l’estimation d’énergie (Propriété
nous garantit que, pourν suffisamment grand, tout zéro de2ν se trouve dans la bou
de rayon 3‖U‖/2. Par conséquent, pourν suffisamment grand2ν a un unique zero qu
de plus, se trouve dans la boule de rayon 3‖U‖/2. ✷
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4.3. Cas général, théorie de Leray et Schauder

Pour étendre le résultat de la partie précédente à toute valeur deν > 0, nous utilisons
le degré topologique de Leray et Schauder (voir par exemple [4, pp. 120–131]).
donnés deux réels vérifiant 0< a < b, a < ν et ν1 < b nous définissons :

T : [a, b] × YR
0 → YR

0 ,

(µ,h) 	→ 1

µ
Tµh,

T est compact commeTν . Définissons aussi :

2 : [a, b] × YR
0 → YR

0 ,

(µ,h) 	→2µ(h).

Alors, 2 = I + T , où I est l’opérateur identité deYR
0 et T est compact. Cet opérate

rentre donc dans le cadre de la théorie du degré topologique de Leray et Sc
La Propriété 4.5 nous assure que le degré de2b, relativement à toute boule de ray
ρ > 2‖U‖, est bien défini, égal à 1. Pour montrer que2ν s’annule sur une boule d
rayonρ > 2‖U‖, il suffit de vérifier que les solutions de2µ(h) = 0 pourµ ∈ [ν, b] ne
traversent pas la sphère de rayonρ, c’est-à-dire :

2µ(h) �= 0 ∀µ ∈ [ν, b], ∀h tel que‖h‖ = ρ.

Pour pouvoir trouver un telρ il suffit de montrer que l’ensemble des points annulant2µ

pourµ ∈ [a, b] est borné. Nous utilisons pour cela la propriété suivante, qui est évi
lorsqueu est assez régulier :

PROPRIÉTÉ 4.6. – Supposons queu ∈ Y0 vérifie :
b0(u,u,φ)= 0 ∀φ ∈ Ỹ R

0 . (21)

Alors pour toutφ ∈ Ỹ R :
b0(u,u,φ)= 0.

Preuve. –Soit u ∈ Y0, vérifiant (21). Un argument similaire à celui de la preuve
théorème 3.3 assure qu’il existe+ ∈ R

3 tel que :

b0(u,u,φ)=+ · Vφ ∀φ ∈ Ỹ R
0 .

Notre objectif est de démontrer que+ = 0. Pour cela, d’une part, nous écrivonsu= ū+z

avec :

ū :=�u ∧ y ∈ W
1,2(OR), z := u− ū ∈ W

1,2(OR).

Notons quez est de trace nulle surS et donc, posantd = dist(y, S), l’inégalité de Hardy
nous assure que :

z ∈L2(OR).

d
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D’autre part, nous introduisonsψ ∈ C∞(R), vérifiant :

ψ(t)=


1 si t < 0,

∈ [0,1] si 0� t � 1,

0 si t > 1,

et nous posons, pour toutV ∈ R
3 et pourγ > 0 :

φγ (y)= ∇ ∧
(

1

2
ψ

( |y| − r

γ

)
V ∧ y

)
.

NotantBγ = B(0, r + γ ) ∩ D), on a Supp(φγ ) ⊂ Bγ et le théorème de convergen
dominée nous assure que :

lim
γ→0

∣∣∣∣ zd
∣∣∣∣
L2(Bγ )

= lim
γ→0

|z|L2(Bγ ) = lim
γ→0

|ū|L2(Bγ ) = 0.

Pourγ suffisamment petit,φγ appartient à̃YR
V (voir la Propriété 2.1) et

b0(u,u,φγ )=+ · V,
d’où il vient

lim
γ→0

b0(u,u,φγ )=+ · V.
Or nous avons

b0(u,u,φγ )= b0(ū+ z, ū+ z,φγ ).

Remarquant que

(ū · ∇)ū= 1

2
∇((�u · y)2 − |�u|2|y|2),

intégrant par parties et utilisant les symétries de la sphère, on a

b0(ū, ū, φγ )= 0 ∀γ ∈ R
+.

D’autre part, comme la norme dedφγ dansL∞(OR) est bornée indépendamment deγ ,
l’inégalité de Hölder fournit une majoration de la forme :∣∣b0(z, ū, φγ )

∣∣� ∣∣∣∣ zd
∣∣∣∣
L2(Bγ )

|ū|L2(Bγ )|dφγ |L∞(Bγ ), (22)

∣∣b0(z, ū, φγ )
∣∣�C1

∣∣∣∣ zd
∣∣∣∣
L2(Bγ )

|ū|L2(Bγ ) (23)

où C1 ne dépend pas deγ . On dispose d’une inégalité analogue pour le te
b0(z, z,φγ ), par conséquent :

lim
γ→0

b0(z, z,φγ )= lim
γ→0

b0(z, ū, φγ )= 0.
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Enfin, par intégration par parties :

b0(ū, z, φγ )= −
∫
Bγ

z · ((ū · ∇)φγ ),
soit :

b0(ū, z, φγ )= −
∫
Bγ

z · (�u · ((y ∧ ∇)φγ )).
Notantn= y

|y| , on a la majoration suivante :

∣∣b0(ū, z, φγ )
∣∣� |�u|

∣∣∣∣ zd
∣∣∣∣
L2(Bγ )

|y|L2(Bγ )

∣∣d(n∧ ∇)φγ
∣∣
L∞(Bγ )

, (24)

∣∣b0(ū, z, φγ )
∣∣�C2

∣∣∣∣ zd
∣∣∣∣
L2(Bγ )

|y|L2(Bγ ), (25)

oùC2 ne dépend pas deγ . En effet,|d(n ∧ ∇)φγ )|L∞(Bγ ) est bornée enγ car ce terme
correspond à la dérivation deφγ dans des directions tangentielles à la sphère ce
en 0. Or, les puissances deγ n’apparaissent dans les dérivées deφγ que par la dérivation
deψ et ce terme reste constant à|y| constant. Finalement,

lim
γ→0

b0(ū, z, φγ )= 0.

Donc, pour toutV ∈ R
3, + · V = 0, soit+ = 0. Par conséquent :

b0(u,u,φ)= 0 ∀φ ∈ Ỹ R. �

Nous pouvons donc maintenant montrer :

PROPRIÉTÉ 4.7. – Pour toutε > 0, posons:

M(ε)= sup
{‖u‖ pouru solution de2ν(u)= 0 pour ν > ε

}
.

Alors :
M(ε) <∞ ∀ε > 0.

Preuve. –Cette inégalité se démontre par l’absurde. Supposons queM(ε0)= ∞ pour
ε0 > 0. On sait que pourν > ν1 toute solution de2ν(v)= 0 est dans la boule de rayo
2‖U‖. SiM(ε0) est infini, il existe donc une suite(νm, vm)m∈N telle que

– vm est solution de2νm(v)= 0, soit

bV (U + vm,U + vm,φ)+ νm
(
(U + vm,φ)

)= 0 ∀φ ∈ YR
0 , (26)

– limm→∞ ‖vm‖ = ∞,
– ε0 < νm � ν1.
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Posons

zm = vm

‖vm‖ .
A extraction près, on peut supposer que :

lim
m→∞ νm = ν0,

lim
m→∞ zm = z0 dansYR

0 faible.

Alors, pour toutm ∈ N, divisant (26) par‖vm‖2, on obtient, pour toutφ dansYR
0

bVm

(
U

‖vm‖ + zm,
U

‖vm‖ + zm,φ

)
+ νm

‖vm‖
((

U

‖vm‖ + zm,φ

))
= 0,

avec

Vm := V

‖vm‖ .
Passant à la limite quandm tend vers l’infini, on obtient

b0
(
z0, z0, φ

)= 0 ∀φ ∈ YR
0 . (27)

La Propriété 4.6 nous assure alors que

b0
(
z0, z0, φ

)= 0 ∀φ ∈ YR. (28)

Or, prenantφ = vm dans (26), il vient

bV (U + vm,U, vm)+ νm‖vm‖2 = 0.

Divisons cette égalité par‖vm‖2, puis faisons tendrem vers l’infini. Nous obtenons
l’égalité suivante :

b0
(
z0,U, z0)+ ν0 = 0.

Puisqueν0 � ε0 > 0, il vient b0(z
0, z0,U) �= 0, bien queU ∈ YR. Cette contradiction

prouve que l’hypothèse est fausse. On a en fait

M(ε) <∞ ∀ε > 0. ✷ (29)

Nous avons donc le théorème suivant :

THÉORÈME 4.1. –Soit un fluide de viscositéν > 0, un solide de rayonr , à une
distanced > 0 et ayant une vitesse de translationV parallèle àP . Alors, pour tout
R > 0, il existeh ∈ YR

0 tel que:
bV (U + h,U + h,φ)+ ν

(
(U + h,φ)

)= 0 ∀φ ∈ YR
0 . (30)

Soit, posantu=U + h, il existeu ∈ YR
V tel que:

bV (u,u,φ)+ ν
(
(u,φ)

)= 0 ∀φ ∈ YR
0 .
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Preuve. –Soit ρ > max(2‖U‖,M(a)). Nous avons montré que touth annulant2ν

pour ν ∈ [a, b] est strictement dans la boule de rayonρ. Par ailleurs, le degré de2ν

relativement à cette boule vaut 1 pourν assez grand. La théorie de Leray et Schau
nous assure donc que ce degré vaut 1 pour toute valeur deν supérieure àa. Il existe
h ∈ YR

0 annulant2ν . Cet h vérifie (30). Puisquea > 0 est arbitraire, le problèm
homogène local a bien une solution dans le cas général.✷
4.4. Retour au problème variationnel homogène global

Nous disposons maintenant d’au moins une solution du problème variati
homogène local sur tout ouvertOR .

PROPRIÉTÉ 4.8. –SoituR une solution du problème homogène local sur l’ouvertOR .
Alors, la famille(uR)R>0 est bornée.

Preuve. –Supposons qu’il existe une suite(Rn)n∈N croissante, telle que :

lim
n→∞‖uRn

‖ = ∞.

ChoisissantU ∈ Y
R0
V , on posehn = un −U . Alors, (hn)n∈N diverge comme(un)n∈N et,

pour toutn ∈ N :

bV (U + hn,U + hn,φ)+ ν
(
(U + hn,φ)

)= 0 ∀φ ∈ Y
Rn

0 .

On peut alors se ramener à la démonstration de la Propriété 4.7.✷
Remarquons de plus que les solutions du Problème 3.2 vérifient une certaine

de fermeture pour la topologie faible :

THÉORÈME 4.2. – Soit (hn)n∈N une suite deY0 convergeant faiblement versh
dansY0. Supposons que, pour toutn ∈ N, hn vérifie (17) pour toutφ dans un sous
ensemblẽYn deỸ . On suppose en outre que les(Ỹn)n∈N sont croissants pour l’inclusion
Alors,h satisfait

bV (U + h,U + h,φ)+ ν
(
(U + h,φ)

)= 0 ∀φ ∈ ⋃
n∈N

Yn.

Preuve. –Prenonsφ ∈⋃n∈N Yn. Alors, il existen0 ∈ N tel que pourn� n0 :

bV (U + hn,U + hn,φ)+ ν
(
(U + hn,φ)

)= 0.

Or, d’après le Lemme 4.1 :

lim
n→∞bV (U + hn,U + hn,φ)= bV (U + h,U + h,φ).

Donc à la limite :

bV (U + h,U + h,φ)+ ν
(
(U + h,φ)

)= 0. �
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Soit uR une solution du problème homogène local, ethR := uR − U . La famille
(hR)R>0 étant bornée, on peut en extraire une sous-suitehRn

convergeant versh ∈ Y0

avec(Rn)n∈N suite croissante non bornée. Le théorème précédent 4.2 nous assu
queh vérifie (17) pour tout

φ ∈ ⋃
n∈N

Ỹ
Rn

0 = Ỹ0.

Par conséquent,h est une solution du problème variationnel homogène 3.2.

5. Etude des solutions obtenues

Dans la partie précédente, nous avons montré le théorème suivant :

THÉORÈME 5.1. – Soit une viscositéν > 0, un rayonr > 0 et une distanced > 0.
SoitV un vecteur parallèle àP . Alors il existeu ∈ YV et+u ∈ R

3 tels que:

bV (u,u,φ)+ ν
(
(u,φ)

)=+u · Vφ ∀φ ∈ Ỹ .

Pour qu’un solide puisse évoluer dans l’écoulement caractérisé paru, il faut et il suffit
quema ge=+u. Orma =m− |S|. Donc

ou bien |+u| � |S|g auquel cas on doit poser

e = +u

|+u| , mg = |+u| + |S|g,

ou alors 0< |+u|< |S|g auquel cas on peut poser

e = − +u

|+u| , mg = |S|g − |+u|,

ou

e = +u

|+u| , mg = |+u| + |S|g.

On ne s’intéresse pas au cas où+u = 0. Nous montrerons par la suite que ce n’es
général pas le cas. Déterminer pour quelles massesm et quelles gravités ge une sphère
rayonr dans un fluideadmet un régime permanent revient donc à déterminer l’ens
des valeurs décrites par|+u|.
5.1. Encadrement des masses obtenues

Soit un fluide (i.e., une viscosité) et un cadre spatial (i.e.,V ∈ R
3 parallèle àP , d > 0

etr > 0) donnés. Nous notonsα la norme de l’application linéaireφ 	→ Vφ: |Vφ| � α‖φ‖
pour toutφ dansY .
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THÉORÈME 5.2. – Soit u une solution d’un problème variationnel homogène3.2,
alors, il existe des constantesβ0,β1,β2 ne dépendant que der etd telles que+u vérifie :

ν

α2
|V | � |+u| � ‖u‖(β0ν + β1‖u‖ + β2|V |).

Preuve. –Par constructionu est obtenu comme limite faible de(un)n∈N où un est un
élément deYRn

V tel que (17) est vérifié pour toutφ ∈ Ỹ
Rn

0 . Par le même raisonnement q
dans le Théorème 3.3, il existe+n tel que, pour toutφ ∈ YRn :

bV (un, un,φ)+ ν
(
(un,φ)

)=+n · Vφ.
Pourφ = un, on a donc

ν‖un‖2 =+n · V.
Par ailleurs, du Théorème 4.2, on tire

lim
n→∞+n =+u.

Passant à la limite quandn tend vers l’infini, on obtient

ν‖u‖2 �+u · V,
dont on déduit

ν

α2
|V | � |+u|.

D’autre part, dans la démonstration de la Propriété 4.6, fixantγ < d, l’application qui à
W ∈ R

3 associe leφγ de vitesse de translationW est linéaire continue à valeur dansỸ
et il existeβ ne dépendant que deγ donc ded tel que :

‖φγ ‖ � β|W |.
Alors, utilisant 4.1, on a pour toutW ∈ R

3 :

|+u ·W | �
(
ν +K|Bγ | 1

6 +K|V ||Bγ | 1
3
)‖u‖‖φγ ‖,

soit :

|+u| � β
(
ν +K|Bγ | 1

6 +K|V ||Bγ | 1
3
)‖u‖. �

Remarque. – Conformément à ce que nous avons noté ci-dessus, on a bien+u �= 0
lorsqueV �= 0. Cependant, la démonstration ci-dessus nous apprend plus que c
effet, l’estimation la plus fine obtenue sur+u est :

+u · V � ν

α2
|V |2,

qui montre que+u a une composante positive dans la direction deV . Ce qui implique
que la verticale n’est pas perpendiculaire au planP . Autrement dit, le planP ne peut
être horizontal.
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De l’encadrement ci-dessus, nous pouvons déjà déduire que les forces+ obtenues
peuvent prendre des normes arbitrairement petites et arbitrairement grandes. O
même être plus précis en ce qui concerne le comportement de+ quandV s’approche
de 0.

5.2. Comportement de � au voisinage de 0

PrenonsV unitaire, posonsWε = εV . Pour toutε on dispose deuε solution du
problème variationnel homogène associé à la vitesse de translationWε et du@ε = +uε

associé. Posons :

uε = εzε, @ε = εζε.

Pourε assez petit, remarquons que la Propriété 4.3 s’étend par limite faible à la so
sur le demi-espace tout entier. En effet, prenonsU ∈ YR

V comme origine deYR
V , alors

εU ∈ YR
εV . Pourε suffisamment petit|εU |L3 � ν, de sorte queεU vérifie la condition

pour que l’estimation d’énergie de la Propriété 4.3 soit valable. Or, dans la constr
de uε, on peut garderU comme origine deYR′

V pour toutR′ � R et l’estimation qui
était valable surOR reste valable dansOR′ . Il existe donc, pourε suffisament petit, un
majoration de‖uε‖ de la forme :

‖uε‖ �A1ε|V |.

Ceci implique, grâce au Théorème 5.2, une autre majoration sur@ε du même type. Pou
ε au voisinage de 0,(zε) et (ζε) sont donc bornées dansYV . On peut extraire une sui
(εn)n∈N tendant vers 0 telle que(zεn)n∈N converge faiblement vers unz0 ∈ YV et la suite
des(ζεn)n∈N associés converge vers unζ0 ∈ R

3. Or, nous avons, pour toutφ ∈ Ỹ :

bWε
(uε, uε, φ)+ ν

(
(uε, φ)

)=@ε · Vφ.

Soit, factorisant unε :

εbV (zε, zε, φ)+ ν
(
(zε, φ)

)= ζε · Vφ.

Quandε tend vers zéro, il vient, puisquezε tend versz0 faiblement,

ν
(
(z0, φ)

)= ζ0 · Vφ ∀φ ∈ Ỹ .

Or, nous avons l’estimation suivante :

ν‖zε‖2 � ζε · V,

qui nous donne, à la limite quandε tend vers 0 :

lim ‖zε‖2 � ζ0 · V
.

ε→0 ν
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D’autre part, prolongeant l’égalité vérifiée parz0 à tous lesφ ∈ Y par continuité, on
obtient :

ν‖z0‖2 = ζ0 · V.
Finalement :

‖z0‖ � lim
ε→0

‖zε‖
ce qui nous garantit la convergence forte dezεn versz0.

Par densité, le couple(z0, ζ0) satisfait la formulation variationnelle linéaire

ν
(
(z0, φ)

)= ζ0 · Vφ ∀φ ∈ Y, (31)

où z0 ∈ YV et ζ0 ∈ R
3. Testant dans (31), contre la différence de deux solutions (

cette différence, on aVφ = 0), on voit que la solution de (31) est unique. C’est don
famille (zε)ε>0 toute entière qui converge versz0, ainsi que(ζε)ε>0 versζ0. Notons que
l’applicationV 	→ ζ0 est linéaire et satisfaitζ0(V ) ·V = ν‖z0‖2. CommeV �= 0 implique
z0 �= 0, cette application est injective. Nous résumons cela sous la forme suivante

THÉORÈME 5.3. –Pour |V | petit, pour toute force+ associée à un écoulementu
solution du Problème3.2on a :

+ = ζ0(V )+ o
(|V |)

où ζ0(V ) est l’unique vecteur deR3 auquel on peut associerz0 ∈ YV tel que(z0, ζ0(V ))

vérifie (31). Ici, ζ0(V ) est la force appliquée par un écoulement de Stokes de vites
translationV sur la bouleS.

Remarque ajoutée après acceptation de l’article

Par la formulation variationnelle du problème linéaire, on obtient la formule suiva

ζ0(V ) · V = ν inf
w∈ỸV

‖w‖2.

En outre,V 	→ ζ0(V ) est linéaire et symétrique :ζ0(V ) · W = ζ0(W) · V . Enfin, cette
application commute avec les rotations d’axe perpendiculaire au planP . On en déduit
que, lorsqueV est parallèle àP , on aζ0(V )= νχV , oùχ est l’infimum de

‖w‖2

|Vw|2 ,

parmi lesw ∈ Ỹ tels queVw est parallèle àP .

6. Conclusion

Nous avons donc montré qu’étant données une géométrie, une masse, une
de translation et une viscosité, il existe un mouvement du solide, une direction
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verticale, une gravité et un écoulement du fluide tels que le solide puisse évoluer
fluide en restant à distance du plan. Cependant, la méthode utilisée ici ne perme
garantir l’existence d’une vitesse de translation, d’une distance au bord et d’un r
permanent lorsque la gravité et la verticale sont données.

Par ailleurs, nous n’avons considéré que des solides dont la forme est sphériq
méthode utilisée ici ne permet pas de traiter le cas de solides de formes quelco
Pour une forme cylindrique générale, le changement de référentiel effectué pour
les équations introduit une condition sur� de la même façon qu’il introduit un
condition surV . Notantuz l’axe d’invariance par rotation du solide, on devrait al
avoir :

�∧ uz = 0.

L’étude de cette situation reste à faire.
Pour V au voisinage de 0, la solution peut être déterminée avec précisio

l’écoulement fluide se comporte comme un écoulement de Stokes.
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