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La Théorie Ondulatoire de la Matière

PAR

C. G. DARWIN

Le problème de la théorie des quanta a été abordé par deux voies
distinctes qui nous ont permis d’aboutir à une expression à peu près
complète de cette théorie, en partant de points de vue tout-à-fait
différents. Au moment où les nouvelles théories ondulatoires ont com-
mencé à se développer, les physiciens, depuis plusieurs années déjà,
avaient leur attention tournée vers la dynamique générale des parti-
cules ; d’autre part, beaucoup de jeunes savants étaient peu familiers
avec la théorie classique des ondes, de telle sorte qu’il leur était plus
naturel d’insister sur les analogies dynamiques que sur l’aspect ondu-
latoire des phénomènes. Au contraire; pour d’autres physiciens, tels
que DE BROGLIE et SCHRÖDINGER, cet aspect ondulatoire était la ca-
ractéristique la plus importante du modèle proposé.
Le hasard de mes travaux antérieurs m’ayant beaucoup familiarisé

avec la théorie des ondes, ma sympathie s’est tout naturellement

portée vers l’exposé de DE BROGLIE, plutôt que vers les autres. Je ne
veux en aucune façon laisser entendre par là qu’il existe une diffé-
rence logique quelconque entre les deux aspects de la question : les
principes fondamentaux, empruntés aussi bien à l’un qu’à l’autre, sont
au-dessus de toute critique. Mais il nous faut bien autre chose que de
simples principes fondamentaux : nous devons, en particulier, acquérir
des formes de pensée qui nous permettent de prévoir des phénomènes
trop compliqués pour qu’on puisse les traiter mathématiquement d’une
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façon complète. Je crois que pour forger ces nouvelles formes de pensée,
nous devrions tenir compte du fait que l’esprit humain est doué d’une
très grande inertie, et aussi, pourrions-nous dire, d’une grande visco-
sité : il se déplace toujours très paresseusement d’une position d’équi-
libre à une autre, suivant un mode à peu près calqué sur l’une de ses
propres créations : les processus thermodynamiques réversibles. Si
nous voulons atteindre plus rapidement l’équilibre, nous devrons appli-
quer pendant un temps très court une force bien supérieure à celle qui
est strictement nécessaire pour le réaliser. C’est pourquoi je crois que
la meilleure ligne de conduite à adopter à l’heure actuelle est d’insister
sur l’aspect ondulatoire de la théorie au détriment de son aspect
dynamique, espérant parvenir de cette manière, dans le délai le plus
court, à un juste milieu entre les deux.

Je ne vais pas tenter de donner ici un exposé complet des fondements
de la théorie des quanta, mon but n’étant pas de fournir un développe-
ment logique de cette théorie, mais plutôt de la faire comprendre
intuitivement, compréhension à laquelle on parvient par des exemples,
beaucoup mieux que par des théorèmes généraux. Je veux également
laisser de côté certaines questions d’actualité, extrêmement intéres-

’ 

santes, la question du moment magnétique de l’électron, par exemple,
ou la théorie du rayonnement. Je désire insister avant tout sur une
dualité essentielle de la théorie des quanta, dualité qui se manifeste
par l’emploi de deux langages totalement différents dans les deux
aspects de la théorie. Le premier aspect utilise l’analogie avec l’op-
tique géométrique, et le langage des particules ; le second s’appuie sur
l’analogie avec l’optique physique et emploie le langage des ondes. On
ne peut se passer d’utiliser simultanément ces deux points de vue :
celui qui dérive de l’optique physique est indispensable parce qu’il
nous donne les éléments mathématiques de la solution ; le point de
vue tiré de l’optique géométrique, de son côté, nous fournit le seul
moyen de trouver un langage qui puisse décrire les événements. La
méthode des matrices tend à cacher, dans une certaine mesure le côté
physique des questions traitées, en les coulant dans un moule mathé-
matique de forme peu familière : le sens physique y est masqué, car ce
sont les longueurs et les moments, par exemple, qui sont accessibles à
notre intuition, et non pas les matrices à partir desquelles on peut
déduire, par des règles formelles, ces longueurs ou ces moments.

Voici comment nous pourrons utiliser les principes f ondamen-
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taux (1) : d’après certaines règles établies une fois pour toutes nous
écrivons, pour traduire un phénomène donné, une certaine équation
différentielle. Si le problème correspondant de la mécanique classique
est décrit par un hamiltonien H (q, fi) nous posons comme équation :

m H(q, h i ~ ~q) 03A8 = ih~03A8 ~t.
Dans certains cas l’ordre de p et de q dans H peut laisser subsister

un doute sur la forme de l’équation (i). Ce doute ne subsiste plus quand
nous traitons le problème des particules ; il semble n’avoir en fait

qu’une importance secondaire, parce qu’il est généralement facile de
voir comment on passe de H (q, p) à (1). Dans le cas ordinaire nous

pouvons prendre pour (1) une équation de la forme :

(2) - h2 2m039403A8 + V03A8 = ih~03A8 ~t.

, 
Cette équation doit être résolue en tenant compte des conditions

aux limites imposées et de la condition que ~’ soit partout fini. C’est
habituellement la recherche de cette solution qui présente la plus
grosse difficulté et paraît en conséquence la plus importante partie
du problème ; cependant elle n’en constitue que la moitié : il nous

reste encore en effet à relier le ~’ ainsi obtenu aux observations expé-
rimentales. Il nous faut franchir là un pas tout à fait étranger à la
suite logique des raisonnements, puisqu’il implique’ l’introduction
du langage entièrement nouveau des corpuscules. Je reviendrai plus
loin sur ce point qui est le plus important de toute la théorie des

quanta. Partant de la quantité complexe W, nous formons l’expression
réelle 1’Y12 qui est une fonction de q et de t. Nous l’appelons intensité
et nous la normalisons d’une façon convenable. L’expression primi-
tive de 1f contient en facteur une constante arbitraire sans intérêt.

~~’~2 dq doit représenter la probabilité pour qu’on trouve un électron’
dans la région dq, et, comme nous savons que l’électron se trouve

certainement quelque part, nous choisirons cette constante arbitraire
de façon que |03A8|2dq = 1. L’expression |03A8|2 dq représentera alors la
probabilité de trouver l’électron dans la région dq.
Ce sont là les conditions générales que doit remplir la solution

. d’un problème quelconque. Mais il y a deux points qui ont besoin

(i) Les méthodes ci-dessous sont discutées dans les Proc. Roy. Soc. A, vnl. I I7, p 2 58, 1928
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d’être discutés : d’une part le passage critique de la quantité V aux
éléments accessibles à l’expérience ; d’autre part l’absence de condi-
tions restrictives à la forme de la solution de l’équation (2). Avant
d’entamer cette discussion, il sera -commode de donner un exemple de
solution calculée d’après les indications générales qui précèdent.

Prenons un problème aussi simple que possible, le mouvement d’une
particule libre dans l’espace en l’absence de toute force. Simplifions
encore en ne considérant que le problème à une dimension. L’équa-
tion est alors :

(3) - hZ ~203A8 ~x2 
= ih 

~03A8 ~t.

Il est inutile d’insister sur la méthode de calcul, qui dans ce cas est
immédiate. La forme la plus simple de la solution est : .

(4) 03A8(x, t) = exp[ i h (px - p2 2m t)].

Si nous formons ~’~2 nous obtenons la valeur l et l’intégrale que
l’on utilise pour normaliser la fonction serait alors :

+~-~ I.dx.

Il y a donc une même probabilité élémentaire pour que la particule
se trouve n’importe où, résultat vraiment peu intéressant. Nous choi-
sirons donc une solution plus féconde en prenant

(5) W = 03A6(p)expi h (px - p2 2mt) dp

Pour t = o, on peut, en appliquant directement le théorème de
FOURIER, représenter par cette formule n’importe quelle fonction V.
Par exemple, si pour t = o, 03A8 (x, o) = f (x) on a

03A6(p) = 203C0h+~-~f(x)e-ipx h dx.

La valeur de qr à n’importe quel autre moment t est donnée par (5).
La probabilité de trouver la particule entre x et x + dx est donc

| 03A8(x, t) |2dx = dx 03A6(p)ei h(px-p2 2mt) dp  03A6*(p’)e-i h(p’x-p’2 2mt) dp’
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où le symbole ~* signifie la quantité imaginaire conjuguée à ~.
En intégrant pour tout l’espace, cela donne : ,

~ /* 1 W(x, t) 12dx = 27th J ~ ~ J2dP
valeur indépendante du temps, ce qui exprime la conservation de la
matière. -

En général, il n’est pas possible d’éviter l’emploi des intégrales de
FOURIER dont on se représente mal le sens physique. Pour mieux illus-
trer la méthode nous allons choisir la seule f onction ~ qui nous con-
duise à des intégrales toutes calculables : la fonction d’erreurs de

GAUSS. Nous prendrons : 
.

03A6 = exp [- I 2 03C32 h2(p - mV)2].
En effectuant l’intégration W devient égal à :

03A8 = h203C0 03C32 + iht m exp[ - I 2 (x - Vt)2 03C32 + iht m + imVh( x - I 2Vt)]

qui, comme nous pouvons facilement vérifier, satisfait à l’équation (3),
L’intensité est :

|03A8|2 = 203C0h2 03C303C32 + (ht m03C3)2 exp [-(x-Vt)2 03C32+(ht m03C3)2]
et nous pouvons la caractériser grossièrement en disant qu’elle n’existe
que dans le domaine :

Nous avons ainsi la représentation d’un paquet d’ondes ramassé à
l’instant initial dans l’intervalle qr7, se propageant avec la vitesse V
et s’étalant au fur et à mesure. Nous pouvons expliquer ce résultat
de la manière la plus simple en disant qu’il existe une indétermina-

tion initiale de (j sur la position de la particule et de ~- sur sa vitesse ;
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ces valeurs se combinent par leurs carrés suivant les règles ordinaires
du calcul des probabilités. Notons encore que si nous identifions fi avec
la quantité de mouvement, nous obtenons la relation d’indétermination
d’HEISENBERG (1) àx, 0394p = h. A vrai dire, le p que nous avons intro-
duit n’est évidemment pas une quantité de mouvement, mais simple-

. 

ment la variable d’intégration d’une intégrale de FOURIER. L’identi-
fication de p avec une quantité de mouvement implique le passage de
l’optique physique à l’optique géométrique, c’est-à-dire justement
la transition critique dont nous avons parlé plus haut.
En examinant 1f, nous voyons que la vitesse des ondes est 1 /2 V,

V étant la vitesse de groupe. Ceci est évidemment un cas particulier
du théorème général de- RAYLEIGH sur la vitesse de groupe :

V=dv d(I 03BB)=d(I 2 mV2 h) d(mV h).

Cette valeur de la vitesse diffère beaucoup de la forme de :pH BROGI.H3 ;
cela tient à ce que par un changement approprié dans la forme de

l’équation des ondes (1) nous avons omis dans l’expression de l’onde,
le facteur exp [- imc2 ht].

Il est à remarquer que nous n’avons imposé à la solution V de l’équa-
tion des ondes aucune forme particulière. Quand la théorie mathéma-
tique fut proposée pour la première fois par S CHRODINGER, le second
membre de l’équation (i) était remplacé par W1f et les seules solutions
admissibles étaient les fonctions « caractéristiques ’ ». Mais le temps
fut introduit comme variable indépendante ; dès lors la théorie suggéra
qu’une solution quelconque de l’équation (1), comportant une somme
arbitraire de fonctions caractéristiques - chacune multipliée par une
exponentielle du temps, - devait être regardée comme tout aussi
légitime qu’une solution caractéristique simple.

Je considère ce résultat comme un des traits caractéristiques les
plus importants de la nouvelle théorie. Il est vrai qu’à l’heure actuelle
une grande partie des résultats obtenus dans ce domaine sont expri-
més dans le langage des fonctions caractéristiques. Mais en réalité,
cela doit être attribué au génie de DIRAC (2) qui a développé une méthode

. ( r ) Zts. f. Physik; vol. 43, p. 172, 1927.
(2) Proc. Roy. Soc., vol. II3, p. 621 , 1927.
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de calcul extrêmement féconde, permettant de transformer l’équa-
tion des ondes de telle façon qu’une fonction quelconque, arbitraire-
ment choisie, peut devenir fonction caractéristique. Nous reviendrons
plus loin sur ce sujet. Mais plaçons-nous à un point de vue plutôt phy-
sique que mathématique ; une importante constatation s’impose
alors : les seules restrictions que nous puissions imposer à la solution
choisie concernent son aptitude plus ou moins grande à traduire nos
observations expérimentales. Dans l’étude des spectres par exemple,
nous choisirons les fonctions associées à une valeur définie de l’énergie

à cause des facteurs eh, puisque c’est ainsi que nous obtiendrons
l’analyse en fréquences donnée par le spectroscope. Mais dans beau-
coup de cas nous avons une dégénérescence, plusieurs fonctions carac-
téristiques ayant la même énergie. Dans ce cas nous pouvons éviter

’ 

une des difficultés sérieuses qui se présentaient dans l’ancienne théorie
des quanta.
On avait en effet l’habitude de supposer qu’à l’instant où un atome

doué d’un moment magnétique pénétrait dans un champ, si faible

fût-il, il se plaçait instantanément soit parallèlement, soit antiparallè-
lement au champ ; c’était là un processus contraire à toutes nos con-
ceptions habituelles de continuité et même en contradiction avec la
stricte conservation de l’énergie. Au demeurant, c’était ce qu’on
pouvait faire de mieux en se limitant à un atome dans un état unique..
On formulait ainsi correctement la conception de l’existence de fonc-
tions caractéristiques appropriées, pour l’atome dans le champ, mais
on insistait sans nécessité sur la restriction qu’à l’atome ne devait être
attachée qu’une seule de ces fonctions à la fois.

Aujourd’hui nous pouvons admettre que l’atome qui pénètre dans
le champ possède simultanément les deux caractéristiques et nous
trouvons qu’il décrit simplement un mouvement de précession, exac-
tement comme l’envisage le théorème de LARMOR. De cette façon nous
éliminons complètement ce qu’il y avait d’artificiel, mais il faut
reconnaître qu’au fond nous n’avons fait que reculer la difficulté. En
efiet, si le champ n’est pas unif orme, nous avons une expérience de
STERN et GERLACH et les fonctions caractéristiques s’écarteront peu
à peu l’une de l’autre ; cela ne signifie cependant pas que l’atome soit
coupé en deux morceaux. Il faut nous rappeler que nous ne devons
envisager des atomes isolés que dans le cas où nous sommes en état de
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les identifier par certaines expériences et que toute expérience de ce
genre empêchera la vérification de l’effet STERN-GERLACH.
L’un des meilleurs exemples pour illustrer les raisonnements précé-

dents est fourni par la théorie de la radioactivité de GAMOW. Dans
cette théorie le noyau de l’atome est conçu comme l’analogue d’un
mur sphérique qui réfléchit l’onde ce comme dans le phénomène de
la réflexion totale interne de la lumière. Si le mur était d’une épaisseur
infinie, l’onde resterait toujours à l’intérieur de l’enceinte et ne pour-
rait pas en sortir ; mais comme cette épaisseur est finie une petite
partie de l’onde le traverse ; ceci correspond à une probabilité d’émis- .

sion très faible pour la particule x. I,e calcul est analogue à celui de
l’interféromètre en optique.
Dans les régions 1 et 3 nous avons :

- 

2m at

et dans 2 :

~~~-t-V~=~~. .
2m at
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Prenons V == constante ; en raison de la symétrie sphérique nous
pouvons choisir pour solution :

03A81 = I r A sin kr e-iW ht
.

~’2 = y I ~ B cosh k‘y + C sinh 
t

T

avec

k2 = 
2Wm h, 

k’2 = 2(V 2014 W)m h

en supposant V > W ; 03A8 et ~03A8 ~r sont continus sur les surf aces de

séparation. Cette solution représente un 03A8 fini en z et des ondes qui
s’éloignent dans 3 ; nous pouvons déterminer les rapports entre A B C D
par les conditions de continuité de ~’.

Ces conditions ne peuvent être satisfaites que si l’on suppose que
k, et donc W, ont une partie imaginaire. La partie imaginaire de W
fournit la constante de désintégration. Il est tout-à-fait possible de
traiter ces fonctions comme fonctions caractéristiques, mais ceci n’est
qu’une conception purement mathématique sans utilité physique ; en
effet cela exige que l’énergie soit en partie imaginaire, ce qui est diffi-

cilement conciliable avec l’idée habituelle que nous nous faisons de

cette grandeur.
Nous arrivons maintenant à la question plus importante de toutes,

l’interprétation des résultats au moyen de laquelle s’effectue la transi-
tion entre ce que j’ai appelé optique physique et optique géomé-
trique.

Depuis le début même de la théorie des quanta on a constaté la
présence inévitable d’une sorte de discontinuité logique dans la suite
des idées. Au début, cet état de choses paraissait provenir simplement
d’une incompatibilité des notions utilisées, d’une faute de logique
inexcusable. Mais on s’est aperçu, à la suite des développements
récents et principalement sous l’influence des idées de BoHR (I), que

(i) Conférence sur l’état actuel de la théorie des quanta, faite à Côme le 16 septembre 1927, à
l’occasion des fêtes jubilaires en l’honneur de Volta.
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les deux aspects des phénomènes qui paraissaient incompatibles sont
en réalité complémentaires. En regardant les choses d’un peu plus
près, nous constatons effectivement que deux propositions A et 13
seraient incompatibles si elles devaient être vraies simultanément,
mais que la vérification de A exclut automatiquement la vérification
simultanée de B. L’exemple le plus célèbre de cet état de choses est
formulé dans le principe d’indétermination de HEISENBERG. Nous
avons montré comment ce principe se déduit d’une façon toute natu-
relle de l’aspect ondulatoire des phénomènes, mais nous avons indiqué
en même temps que cet aspect particulier ne nous permettait qu’une
analyse incomplète. Nous étions obligé d’ajouter à ce que nous avions
établi, une hypothèse nouvelle, celle que p était « réellement )) une

quantité de mouvement, au lieu d’être simplement la variable d’inté-
gration d’une intégrale de FOURIER.

L’idée fondamentale de cette dualité est cependant beaucoup plus
prof onde que celle qui nous conduirait à associer simplement les va-
riables par paires pour en faire des variables dynamiques conjuguées.
Il est impossible d’exprimer un phénomène quelconque relevant de la
dynamique atomique sans faire intervenir ces deux aspects. Les con-
ceptions qui s’y rattachent ne doivent pas être mélangées, mais le
passage des unes aux autres peut se faire à des moments très diffé-

rents. Nous devons poser le problème dans le langage de l’optique
géométrique, parce que celle-ci est analogue à la dynamique macros-
copique, la seule accessible à notre intuition ; le calcul doit être pour-
suivi dans le langage de l’optique physique ; mais les résultats doivent
être de nouveau exprimés dans celui de l’optique géométrique. Cepen-
dant les points où se font les passages entre les deux optiques sont
largement arbitraires. Par exemple, nous pouvons dire que 1f appar-
tient au domaine de l’optique physique et |03A8|2 à celui de l’optique
géométrique, séparation qui convient, par exemple, à l’étude de l’effet
STERN-GERLACH ; comme on le voit cela constitue une bifurcation
très différente de la précédente et qui démontre la grande généralité des

. choix qu’il est possible de faire. 
’

Dans une question aussi générale et avec une telle étendue d’arbi-
traire il n’est pas facile - ni peut-être souhaitable - d’être très pré-
cis ; il ne peut y avoir cependant de doute sur l’importance et la beauté
des conceptions de BoHR.
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** *

Les notions de quantité de mouvement, d’énergie, etc., jouent un
rôle très important en dynamique ; elles ont également trouvé leur
place dans la théorie des quanta telle qu’elle a été construite par
HEISENBERG et plus particulièrement dans la forme que lui a donné
DIRAC. Dans l’exposé précédent, ces mêmes notions ne jouaient
aucun rôle et pourtant dans chaque exemple, nous avons eu effecti-
vement quelque chose à dire sur les moments, l’énergie, etc. Je me
propose màintenant de montrer d’une façon plus générale la manière
dont les grandeurs de ce genre apparaissent dans l’aspect ondulatoire
de la théorie.

On comprendra mieux le principe général de cette explication si on
considère l’analogie suivante avec la théorie classique. Étant donné
un champ électromagnétique arbitraire, comment calculons-nous

l’énergie électromagnétique contenue dans chaque élément de vo-
lume ? Pour cela nous prenons un domaine fermé et nous exprimons
l’énergie totale qu’il contient et qui est une quantité parfaitement
définie ; ensuite nous transformons cette quantité en une intégrale
de volume dont la valeur est

fl2)dxdydz.

Nous disons alors que par définition I 803C0 (E2 + H2) est l’énergie contenue
dans l’élément de volume dx dy dz..
Supposons maintenant que nous voulions analyser un rayonnement

en fixant notre attention sur la fréquence, comme nous avons à le faire,
par exemple, en thermodynamique. Dans ce cas nous transformons
notre énergie totale en l’exprimant au moyen d’une intégrale de

FOURIER de la forme ou v est la fréquence ; u03BD est alors par
définition l’intensité pour une fréquence comprise entre v et v + dv.

Cette analogie nous indique la marche à suivre. En partant de la
règle fondamentale qui donne l’intensité, 1’Y12dq sera pour nous la

. probabilité pour que l’atome se trouve aux environs du point q. fl’Y12dq
sera alors la probabilité totale que nous poserons égale à l, exprimant
par là que l’atome se trouve certainement dans le domaine considéré.
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Si maintenant nous transformons cette intégrale par un changement
de variable, elle restera égale à l’unité et la quantité sous le signe J de
la deuxième intégrale donnera par définition la distribution de pro-
babilités relative à la nouvelle variable. Nous en avons donné déjà
un exemple particulier pour le passage des coordonnées aux moments ;
nous n’avons rien fait d’autre que d’introduire une intégrale de
FOURIER.

Par exemple, pour un seul degré de liberté :

03A8(q, t) = 03A8(p, t)eiqp h dp

définit une fonction ’If (P, t) qui peut être évaluée par inversion. On
a alors d’après le théorème de FOURIER

1 t) - - dqdfi w Î 
r

- 203C0h | dp | 1 t) 1 ?.
J

On en déduit que la probabilité pour que le moment soit compris
entre p et p + dp est égale à . 

’

f t) Iz X 203C0h.

Un exemple plus important est celui de l’énergie ; cherchons des
solutions de la forme de SCHRODINGER.

03A8 = Cn03A8n(q)e -iWn ht

le nombre de degrés de liberté étant quelconque, et les Tu satisfaisant
aux conditions d’orthogonalité

= o.

Alors


