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Sur quelques problèmes non résolus
de la Physique Mathématique classique

Propagation de la fusion

PAR

MARCEL BRILLOUIN

1

1. - La Physique mathématique classique, celle du XIXe siècle, pose
des problèmes de deux espèces très différentes : 

’

1 ~ Ceux dans lesquels les domaines dont on étudie le changement
,de propriétés sont limités par des frontières géométriques données ;

2~ Ceux dans lesquels ce sont ces frontières, soit fixes, soit mobiles,
qui sont les véritables inconnues de la question.

Pour les problèmes de la première sorte, on est en possession de
méthodes mathématiques variées qui conduisent généralement à la
solution requise. Mais pour les seconds, c’est presque aussitôt après
la mise en équations qu’on est arrêté, et dépourvu de toute méthode,
ou même d’exemples à imiter.

Il suffit de rappeler combien peu d’exemples on a réussi à traiter de
la forme des gouttes liquides ; quels détours KIRCHHOFF a dû em-
ployer pour l’étude des courbes élastiques.

2. - HELMHOLTZ ayant indiqué la condition d’existence de sur-
faces de discontinuité permanentes dans les liquides sans viscosité, a
formé quelques exemples : KIRCHHOFF a donné d’abord un peu plus de
généralité à la méthode mathématique, puis l’a bien présentée, mais,
pour les mouvements plans seulement, grâce à des propriétés par-
ticulières des fonctions imaginaires. La méthode réussit parce qu’en
permutant les rôles des variables géométrique et dynamique, on est
ramené en fait à traiter un, problème à frontières fixes données -

grâce à une représentation conforme. L’intéressant ce [serait l’es-

pace à 3 dimensions, et les surfaces de discontinuité qui naissent des,
bords d’obstacles limités en tous sens. Ici la permutation des variables
géométriques et dynamiques ne sert plus à rien.
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Sans discuter ici aucune des questions d’ordre physique que sou-
lève le problème hydrodynamique initial, je me borne à constater
l’impuissance en présence du problème mathématique précis que voici :.
Etant donné un obstacle, à bords aigus, plongé dans un courant

liquide uniforme et constant en amont au loin, trouver la surface
de discontinuité permanente émanée des bords aigus, le long de la-
quelle la vitesse tangentielle est sur la face amont égale à la vitesse
du courant, et nulle sur la face aval, où tout le liquide est en repos.

Arrêté dès ce premier pas, le géomètre reste coi en présence du pro--
blème d’état variable correspondant et de celui des pales d’hélice,
même schématisé au delà de toute vraisemblance.
Au technicien de se débrouiller comme il pourra. C’est une situation

peu glorieuse.

3. - Je prends une autre question posée depuis FOURIER, - un
siècle - la propagation de la solidification du globe terrestre, supposé
en fusion au temps origine, et elle aussi, schématisée au delà de toute
vraisemblance, au point de faire perdre à la solution toute utilité géo-
désique, sauf comme tout premier travail d’approche en vue de pro--
blèmes un peu moins éloignés des conditions probables.

C’est ce premier problème que je vais poser, et dont je vais mettre
en évidence les difficultés:

Propagation de la fusion de la glace. - Propagation de la solidifica-
tion d’une croûte sphérique.
Le problème plan le plus simple a été traité il y a un siècle par

LAMÉ et CLAPEYRON, dans un court mémoire, lu à l’Académie des.
Sciences le 10 mai 1830 (1).
Dès que la température initiale n’est pas uniforme ; ou la tem-

pérature superficielle pas constante ; ou la profondeur totale limitée,
les difficultés semblent insurmontables.

Et pour les problèmes sphériques, c’est bien pire.
(i) Publié aux Annales de Chimie et de Physique t. XLVII, I83I, p. 250-256.
Malgré son titre « Mémoire sur la solidification par refroidissement d’un globe liquide *, c’est

seulement en paroles qu’il s’agit d’un globe. Le problème réellement traité dans la note finale
de deux pages, est celui de la formation d’une croûte solide plane par refroidissement de la
surface supérieure à une température constante, le liquide indéfini au-dessous restant à la.

température constante et uniforme de solidification.
z = ~i ~ll.

L’épaisseur croît proportionnellement à la racine carrée du temps ; mais les auteurs nt déter..
minent pas le coefficient y3.



287

II

4. - Surfaces isothermes planes. - Commençons par un problème plan
dont Franz NEUMANN (I798-I895) a fourni la solution dans ses Leçons
inédites de Königsberg au début de sa sixième année de [cours (vers
1835-40 ?) d’après H. WEBER (1).;
La même solutionna été donnée par STEFAN, d’une manière indépen-

dante, en 1889, à l’Académie des Sciences de Vienne, et imprimée dans
le volume XCVIII des Sitzungsberichte de cette académie (A bth, II.)
p. 473-484 paru en 1890.

Soient :

61 la chaleur spécifique de la glace ;
pi sa densité ;
k1 sa conductibilité calorique ;
c~, P2 k2, les mêmes grandeurs pour l’eau ;
L la chaleur de fusion de la glace ;
8, la température de fusion ;
z la profondeur depuis la surface libre de référence (z = 0) ; ;
0i (z, t) la température sur le plan z dans la glace, à l’époque t ;

, 0g (z, t) la température dans l’eau.
Pour réduire le problème mathématique à ses difficultés essentielles,

on le simplifie en laissant de côté des propriétés physiques pourtant
importantes :

Simplifications.
On suppose l’eau liquide immobile maintenue à la température

U2 > constante, pour z très grand. On néglige les variations de
chaleur spécifique, et, ce qui est plus grave, de conductibilité, avec
la température. On néglige également la dilatation, c’est-à-dire les

variations de densité.

En résumé on traite ci, ki, ol, c2, 02, k2, comme des constantes.
On néglige aussi le changement de densité par fusion. Toute cause de

changement de pression ayant été négligée, on peut supposer que la
température de fusion ~f est une constante, ainsi que la chaleur de
fusion L.

(i) Die partiellen Differential-Gleichungen der Mathematischen Physik, nach Riemann’s Vor-
lesungen, Braunwschweig, I90I, 48 édition, t. II, pp. II8-I22.
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5. - Le problème ayant été ainsi schématisé, les équations sont

I  dans la glace (k1 c103C11)203981 z2 = 03981 t
dans l’eau (k2 c203C12)203982 z2 = 03982 t

à la surface de jonction z = 03B6(t)

II 81 

avec

II’ L03C1 ~03BE ~t = Ù k1 ~03B81 ~Z - k2 ~03B82 ~Z z=03B6
On écrit ici p (sans distinguer entre la densité liquide ou solide !),

dans le 1er membre, où (p a~ est l’épaisseur d’eau congelée par se-
conde.
Le second membre~’représente, l’excès de la chaleur enlevée par

conductibilité du côté « glace » sur la chaleur apportée du côté «eau ».
Même dans ces conditions physiquement simplifiées à l’excès, on

pourrait être curieux de savoir comment l’épaisseur de glace varie
avec le temps, pour une distribution initiale, 80 (z), arbitraire des
températures dans toute la profondeur (z > o) avec une loi de varia-
tion eg (t) arbitraire de la température superficielle.

Ce problème n’a pas été traité.

6. - Le problème traité, parce que des intégrales de l’équation de
la chaleur déjà données par FOURIER et LAPLACE vers 1820 (1), s’y
sont trouvées adaptées, est le suivant.

Etat initial : pas de glace, ~ = o ; température initiale de l’eau

uni f orme Oo(z) - 0~ quelconque supérieure à la température de

fusion.
Au temps t = o, on établit brusquement la température 8,  8,

à la surface libre z = o, et on la maintient constante en absorbant

toute la chaleur que la solidification de la glace apporte par conduc-
tibilité à la surface libre.

Ainsi, la solution s’applique au cas où, au-dessus d’un lac profond,

ï) Voir note finale.
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dont toute l’eau est à [une même température quelconque (+ 5°,
+ 10°, + 15~, par exemple), arrive brusquement deLl’air au-dessous de
zéro dont la température se maintient exactement fixe (- 100, par
exemple) .

Il s’est formé instantanément une mince couche de glace, dont la
face libre est à I0°) et dont la face en contact avec l’eau est

remontée aussitôt à la température de fusion 8/.

7. - La solution est

en [posant, suivant une notation qui rappelle qu’il s’agit de la fonc-
tion des erreurs.

(iir) ~rf(u) = 2  03C0 ue-u e-u2 du, ... {,
, 

~’~,, o 

La surface de contact eau glace, est au point
IV ~==~a~; ;
a doit être tiré de l’équation

Pour que la solidification progresse vers les z positifs, il faut que
les températures extrêmes ~8, 0~ soient telles que l’équation donne
une valeur de « positive.
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La discussion de l’équation en a n’a été entreprise ni par Neumann,
ni par Ste f an, ni par H. Weber.
Pour une matière donnée il y figure 5 grandeurs caractéristiques de

cette matière :

. 

c103C1 k1, c203C1 k2 , k i, k2, kL 03C1.]

Il faudrait dresser le tableau numérique des a, en fonction des
deux données qui restent arbitraires :

0398~ 2014 0398f > o.

On peut adopter pour l’eau, comme ordre de grandeur (CGS)

0,50 0,004, I 0,00I25’ 0,004, 0,00I25, 80.

L’équation en (03B1 2) est alors
. 

- I25 -

0,045(0398f - 0398s) e-I2503B12 4 ~rf(II03B1 2)

= I42 (03B1 2).
- 0;035 (0398~ - 0398f) 

e-800 03B12 4 I - ~rf(2i03B1 2)

En se donnant un certain nombre de valeurs de a, on obtiendra un
nombre égal de relations linéaires entre ~~ - B, et B,.
On tracera les droites correspondantes, avec leur cote 03B1. Si le ré-

seau ainsi tracé est assez serré, on déterminera à vue, d’après la posi-
tion du point donné 8t - Os, 0398~ - B, pour chaque problème parti-
culier - la cote de la droite du faisceau sur laquelle il se trouverait.
D’où le coefficient de t dans la propagation de la fusion.}

Répartition des droites : Calculs et tracés de M. COULOMB.
(12 0152~

- 

I25 4 -800- 
cc

45 e 4 ~rf(II03B1 2)(0398f - 0398s) - 35 e I - ~rf (28 03B1 2) (0398~ - 0398f = I4200003B1 2
ou

AX - BY = C
I. -- a petit.
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Si on se contente d’abord du premier ordre d’approximation, pour
voir l’allure du faisceau, on obtient les droites

~3 x - 35 Y =142 ooo (~ >~

qui enveloppent la parabole Y == 2014 13 -X (ôg. i)..
Rxemple : Pour 03B1 == 0,0I on obtient 726 X 2014 35 Y = 710 au lieu

- de 726 X 2014 40,6 Y = 710 (voir tableau I).
Une bonne approximation est obtenue par la formule

ou 2 erreurs de signe contraire sont commises sur le coefficient de V.
Exemple : Elle donne pour a. = 0,01 : 726 X - 40,5 Y = 710.

grand

~rf(x) = I = e-x2 x03C0(I - I 2x2 + ...,
On obtient de même au premier ordre d’approximation
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ou sensiblement

y - 
a2

" - 79 4 .
La droite s’éloigne rapidement à l’infini en devenant parallèle à ox

(fig. 2).
Exemple : x = 0,4 donne (par le calcul complet) :

0,328 X - 224 Y = 56 800.

On voit avec quelle rapidité la droite s’éloigne. Ce cas n’offrant

aucun intérêt pratique, nous ne chercherons pas de formule d’approxi-
mation.

Tableau applicable à la glace :
On peut restreindre à o  X  20°, o  y  80°. D’où :

Points ayant servi à la construction des graphiques.
. 

2. = 0,01 y = o y 
=80 Cotes en dixièmes

X = I,o X = 5,5 de degré.

(J. = 
lY=o IY=80x = 0,02 
X=4,o X = 14,4

Y=o X=2o
_ ) Y 

= 0 

j 
X = 20

a = 0,03 
X = 9,0 y=48:9
Y==o X=20

’ 

2. = ) Y 
= O 

) X 
= 20

x = 0,04 X = 16,2 Y = II,I

C’est à l’aide de ces nombres qu’a été construit le graphique. Dans
leur partie utile, les droites sont tracées en trait plein ; leur prolon-
gement, en traits interrompus, a servi à tracer l’enveloppe. Celle-ci
est assez bien définie pour permettre de tracer sans erreur notable,
la droite qui passe par un point quelconque ej - es, 0~ - ©~,
donné et de la coter en ce, par interpolation à vue (par exemple sur
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Pig. 3. - Eau et glace : A~ - A f en ordonnée ; es en abscisse.



294

l’arc de cercle tracé du point de contact avec l’enveloppe comme
centre). Partant de cette valeur de ~, l’équation fournira par approxi-
mations très rapides la valeur exacte avec 3 ou 4 chiffres si on le juge
utile.

8. - STEFAN a résolu le problème un peu différent dans lequel une
colonne de glace infinie du côté négatif, à température uniforme e,
est subitement mise en contact avec une colonne d’eau infinie, à
température uniforme 0~. La face de contact prend subitement la
température de fusion el, la face extrême, z = 2014 oo , de la glace est
maintenue à eg, et la température de J’eau au loin (z = + oo )
- reste e 00 . ..

Les températures sont partout données par .

;avec la propagation

(V’) 

"et la condition thermique

9. - Arrivons aux problèmes plans, avec distribution initiale
..arbitraire des températures.

Commençons par le problème général plan.
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Une couche de glace d’épaisseur l1 est surmontée d’une couche d’eau
d’épaisseur h.
Dans l’état initial, la température de la glace est WI (z) , et celle de

l’eau (z). A la surface plane de contact, la température commune
est la température de fusion U~. 

.

On fait varier d’une manière connue en fonction du temps les tem-

pératures 8I (- h, t), , en ~-~- l2, t), des plans extrêmes z = - h,
x -_ + I2.
On cherche comment progresse la surface de fusion, et comment

varie la distribution des températures.
Voici une manière de poser le problème mathématique qui conduit à

un système de cinq équations intégrales :
Posons

(VII) N(z - 03B3,tk1 cip) = I 203C0c103C1 tk1e-(z-03B3)2c103C1 4k1t.
L’équation de conductibilité a, comme on sait, ( LAPLACE, FOURIER)

pour intégrale générale

(VIII) = ~~-~03A6I(03B3)N(z - y, tk1 c1p )d03B3
où 03A6I (z) représente la distribution initiale des températures e, (z, o),
tout le long de la colonne - oo  x  2?-.

Pour une barre de glace (I) limitée,  z C o, la fonction 4JI est
’ donnée, et connue, seulement dans l’intervalle 2014 ~ 2014~ o ; en dehors de
cet intervalle elle est inconnue. Ce sont les fonctions

(IX) 03A6 = 03A8I_(03B3) 2014 ~  z  - l1,

. ~ =- ~(~) oo

que je vais prendre comme inconnues ainsi que les fonctions ana-

logues relatives à la colonne d’eau (II), qui s’étend de o à + l.

( X) 0398II(z,t) = ~~-~03A6II(03B3)N (z - 03B3,tk2 c203C1)d03B3

avec 03A6II donné le long de la colonne o  z  l2 et inconnu en dehors
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Pour déterminer ces quatre fonctions V ainsi que la loi de propagation
(XII) lz = 1(t)
de la surface de fusion, on aura les cinq conditions [aux extrémités
libres fixes, et à la surface de jonction mobile : : ~

Extyémités fixes : températures données en fonction du temps, de-
puis t = o

Surface de ponction ; température de fusion 0398f, constante :

Equation calorimétrique

en posant

Les deux premières équations (XIII), aux extrémités fixes, sont de
types connu. Mais l’introduction de C (t) à la place de z dans les noyaux,
Ni, N2, Ni’, N2’, dans les trois équations de la surface de jonction, four-
nit, pour la détermination des 4 fonctions 03A8I-, 03A8I+, 03A8IT_, ’fI:, et de Ç (t)
un type d’équation intégrale, non étudié jusqu’ici, du moins à ma
connaissance.

. 

Le problème est posé ; il serait bien désirable qu’on sût le résoudre.

10. - Essayons d’appliquer la méthode précédente au Problème de
STEFAN.

ETAT INITIAL

Glace - oo  z  o, e(z, o) = 8g constante
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Alors: : 
’

03A61 == eg ; 03A8+ est inconnue, 03A8_ = o

Eau o ~ z  oo 8(z, o) == 8e constante
03A62 == 0398e, 03A8_ est inconnue, ’If + = o.

L’extension infinie des deux colonnes supprime deux fonctions in-
connues.

EXTRÉMITÉS

z = -~,z = - ~ , 03981 = 0398g  constantes? = -p oo, e, = 
constantes

A une époque t quelconque, la température de la glace sera donnée
par

Les conditions aux extrémités sont satisfaites d’elles-mêmes, ce qui
supprime deux des équations de condition. Restent les deux conditions,
thermométrique et calorimétrique à la surface mobile de contact :

avec
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On resterait encore bien embarrassé pour tirer S méthodiquement
de ces équations, si leur forme ne [suggérait d’essayer 03B6 = et aussi
- à tout hasard - de prendre ’1~ constante, et constante, à
choisir convenablement, s’il n’apparaît pas d’impossibilité.

Il faut alors

Puis

en supprimant le facteur commun ~, ’
C’est précisément l’équation VI de STEFAN pour la détermination

de 03B1 (§ 8). 
,

11. - Le problème de NEUMANN se présente un peu autrement

parce que la colonne de matière est limitée au plan z = o, et s’étend
seulement du côté positif.
Pour une telle colonne de matière, si elle restait homogène, il fau-

drait connaître la distribution initiale Q (z, o) des températures sur la
colonne o  z  oo et la loi de variation e (o, t) des températures à
l’extrémité en fonction du temps o  t  oo .

On aurait alors, comme on sait

Dans le problème de NEUMANN je regarderai en (o, t) comme une
fonction inconnue, pour l’eau. Pour la glace, au contraire, qui va naître
à partir de l’origine, c’est la distribution initiale 6~ (J?, o) qui est in-

connue, et la température à l’origine 81 (o, t) qui est donnée.
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Les conditions thermométrique et calorimétrique à la surface mo-
bile de jonction vont fournir les trois équations intégrales nécessaires
pour déterminer ces deux fonctions 81 (z, o), 8n (o, t) et la loi de pro-
gression z == ((~) de la surface de solidification :

Je poserai :
ci (o, t) = ~I (t), el (z, o) = WI (z) glace

t) = 03A8II(t), 0398II(z, o) = eau

Les 03A6 sont données ; les qr inconnues.

Puis
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Le cas général paraît encore moins abordable que dans le pro-
blème de STEFAN.

12. - Examinons donc le cas où les fonctions données sont des cons-

tantes. Tous calculs faits, il vient

et

L03C103B6 t - k1c103C1 03C0t (03A81I - 03A61I)e- 03B6(t)2c103C1 4kit + k2c203C1 03C0t (03A8II - 03A6II)e -03B6(t)2c203C1 4k2t
.

Avec

~~t~ 
ces trois équations deviennent

- et, en supprimant le facteur I t,
L03C103B1 2 = (03A8I - 03A6I)e- 03B12c103C1 4k1 + k2c203C1 03C0(03A8II - 03A6II)e- 03B12c203C1 4k2

«ce qui reproduit la solution même de NEUMANN (§ 7), (IV).

13. - On peut se demander s’il n’y aurait pas avantage à choisir z
»comme fonction inconnue de t et de 0, la surface de contact étant
caractérisée par la valeur constante el, et les extrémités, par les fonc-
tions données 82(t) ; constantes dans l’exemple traité par
NEUMANN ou par STEFAN.

Ce changement de la variable indépendante et de la fonction

donne, sans difficulté, les équations non linéaires
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et à la surface de contact (-) == (-)/

Zi(t) = z2(t)
I K2 z2 03982 - I k1 ~Z1 ~03981 

= 
L03C1 k1k2 z1 03981 ~Z2 ~03982 z t.

La transformation qui fixe les limites des domaines de zi et de z!, ne
facilite en rien la solution.

Et si on présente à un mathématicien, ces nouvelles équations, il

songe à les ramener à une forme linéraire, plus facile à étudier quand
on ne se préoccupe pas des conditions limites, - et fournit les équa-
tions mêmes qui m’ont servi de point de départ (I, § 5) i

14. - M ur homogène. - On appelle mur l’espace compris entre deux
plans parallèles. Soit H la distance des deux plans. Supposons donnée
la distribution initiale de température Q (z, o) en fonction de z, dans
l’intervalle 0 - H. Pour être maître des conditions frontières, je
choisis la solution qui maintient la température zéro pour z = o et,
aussi pour z = H :

0398(z, t) - I 2c03C1 03C0kt~HO0398(03B3, O).(03B3, H)d03B3
en posant

rb(03B3, H) = 03A3 (e-
(z  - 03B3 - e-

(z + 03B3 + nH)2cp 4kt)
dont les termes se compensent deux à deux pour z = o et pour z = H.
A cette intégrale, il faut ajouter celles qui proviennent des
frontières

0398(z, t) = to 0398(O, 03C4)e- z2c03C1 4k(t - 03C4)  2c03C1 203C0k
d03C4 (t - 03C4)3 /2

+ ~to0398(H, 03C4)e-(z - H)2cp 4k(t - 03C4)  (z - H)c03C1 203C0kd03C4 (t - 03C4)3/2
qui donnent o pour l’état initial.

Il paraît inutile d’écrire les équations de problème de fusion ; la
forme du noyau %, ne permettra évidemment pas de deviner, comme
NEUMANN et STEFAN, la loi de propagation ~, (t) de la surface de fusion,
même dans les cas les plus simples où 8 (y. o), 8 (o, r), 8 (H, r) seraient
des constantes.


