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Équations aux dérivées partielles
et théorie des fonctions

PAR

VITO VOLTERRA(1)

CHAPITRE I

SECTION I

La linéarifation du laplacien

1. - Avant d’aborder les problèmes qui constituent l’objet de ces
leçons, qui est l’étude de quelques généralisations de la théorie des
fonctions et des équations aux dérivées partielles qui s’y rattachent,
nous commencerons par faire quelques remarques sur les équations
aux dérivées partielles et sur les systèmes obtenus par leur linéarisa-
tion.

Considérons l’équation

(I) ~2u ~x2- ~2u ~y2
= o.

(1) La publication de ces conférences, dont M. GR. MOISIT.. s’était chargé au début, a subi
un retard considérable et a dû être ensuite complètement abandonnée. M. J. PÈRES a bien
voulu la reprendre et la mener à bonne fin. Je dois à la précieuse collaboration de ce savant
la forme définitive sous laquelle ces leçons, tenues en ~93~, paraissent aujourd’hui. Je dois aussi
remercier Mademoiselle H. FREDA de l’aide efficace qu’elle m’a apportée.
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Cet te équation est intimement liée au binôme algébrique

(2) x2 - y2.

La décomposition du binôme (2) en deux facteurs algébriques (~ + y)
(~ - y) conduit à la décomposition de (i) en deux facteurs fonction-
nels

et l’étude de (i) se ramène à l’étude des deux équations

~u ~x-~u ~y=v
’" 

Z c~~ 
°

De cette manière on a linéarisé l’équation (i) en ce sens qu’on l’a
remplacée par le système (3) d’équations du i~ ordre.

Si, au lieu de l’équation (1), on avait considéré l’équation du type
elliptique

(4) ~2u ~x2 +~2u ~y2=o,
on aurait pu envisager sa linéarisation de la façon suivante :

2014 -+-~ 2014 )(2014 2014 ~ 2014 
mais, dans ce cas, il convient de considérer u comme complexe

~==P + iQ;

on obtient alors successivement l’équation

(~ ~x+i~ ~y)(U+iV)=o,
qui n’est que le système d’équations de CAUCHY pour les fonctions
monogènes
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puis l’équation

(~ ~x-i ~ ~y)(P+iQ)=U+iV,

qui introduit la dérivée ordinaire de la fonction monogène P + iQ

(6) U+.-V~~~. ,
Le système de CAUCHY (5) lin.éarise l’équation de LAPLACE (4) parce

que de (5) on tire la conclusion que U, V sont harmoniques.
On entrevoit déjà les relations entre la linéarisation et la théorie

des fonctions.

2. - Le procédé ci-dessus conduit d’une équation du deuxième
ordre à un système d’équations du premier ordre. La marche inverse
présente aussi un grand intérêt. Considérons par exemple les équations
de l’électrodynamique dans un milieu anisotrope. Elles ont la forme

~L ~t=c2 ~W ~y-b2 ~V ~z,

(7) ~M ~t=a2~U ~z-c2~W ~x,

~N= b2 ~V- a2 ~U,
1 ôt 

~ 

ax av ’

et

~’ aU _ aM aN
l av ’ ,

~V ~t=~N ~z- ~L ~z,

~W ~t = ~L ~y- ~M ~x
.

Par un calcul facile, on conclut qu’en posant
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avec

P = a2~F1 ~x + b2~F2 ~y + c2~F2 ~z,
et en introduisant des fonctions fi, f 2, la telles que

F1 = ~f2 ~z- ~f3 ~y, F2= ~f3 ~x- ~f1 ~z, F3= ~f1- ~f2 ~x,

on obtient des intégrales de (7) et (7’) si fi, f 2, fa satisfont à l’équation

(8) ~4f ~x41+~4f ~x42+4f ~x43+~4f ~x44 +2A1 ( ~4f ~x21~x24 
+ ~4f ~x22~x23 ) + 2A2(~4f ~x2~x24 + ~4f ~x23~x21)

+ 2A3(~4f ~x23~x24+~4f ~x21~x22)=o.
Dans (8) on a posé .

A1 = b2 + c2 2bc A2 = c2 + a2 2ca A3 = a2 + b2 2ab,
et on a utilisé les variables

x1 = 
x bc 

x2 = 
y ca 

x3 = z ab.

Le système d’équations du premier ordre (7) et (7’) est remplacé par
l’équation du quatrième ordre (8). L’équation (8) jouit de l’inva.-
riance relativiste.

L’équation du quatrième ordre (8) est intimement liée à l’équation
algébrique du quatrième degré
(9) xi + x42 + x; + x* -t- -I- x22x23) + 2A2(x22x24 + x21x23)’ 

+ 2A3(x23x24 + x;xs) = 0,

qui est l’équation de la surface d’onde.
Le parallélisme entre les propriétés algébriques de l’équation (g)

et les propriétés fonctionnelles de l’équation (8), est intéressant à

poursuivre. Bornons-nous à remarquer que si le polynôme (9) se dé-
, compose en deux facteurs quadratiques, l’équation (8) se réduit à des
équations du deuxième ordre. Un exemple nous est fourni par les sys-
tèmes monoaxiques (b == c) : : le polynôme (9) se décompose en deux
facteurs
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et l’équation (8) se décompose en 
’ 

’ 
’

a b(~2f ~x22 + ~2f ~x23)=o,

~2f1 ~x12+~2f1 ~x24+b a(~2f1 ~x22+~2f1 ~x23)=f1.
Pour les systèmes isotropes le polynôme (9) est

(x; +x2-+-x~+x~)2,
et l’équation (8)

(~2 ~x21 +~2 ~x22 +~2 ~x23 + ~2 ~x24)2u = o.

Enfin, si l’une des variables (xi par exemple) est nulle, on obtient
une décomposition des ondes cylindriques et une décomposition ana-
logue de l’équation aux dérivées partielles. 

’

3. -- M. DIRAC a considéré le système d’expressions

qu’on écrit symboliquement

Fç 

et qui est tel que

FF03C8= (~2 ~x2 +~2 ~yz+ ~2 ~z2 -I c2 ~2 ~t2 )03C8;
symboliquement

F2 = à~ )

C’est l’ensemble des quatre formes différentielles (I0) qui constitue
le correspondant de jà.
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Un exemple plus immédiat nous est fourni par le système

d’où on conclut que 

’

Or, il suffit de poser 
’

cp, = iu

pour écrire le système (I I) sous la forme

(I2) 
~03C61 ~x +i~03C62 ~y+~03C62 ~z=o
- ~03C62 ~x-i~03C61 ~y+~03C61 ~z=o

ou, symboliquement,
~~-o~

et l’on vérifie facilement que l’expression  est la racin.e carrée du

laplacien à trois variables
2= 0394.

Mais, si dans (12) nous écrivons

91 =-s +iu

nous obtenons le système



279

Nous retrouverons les systèmes (II) et (13) dans les recherches sur
les fonctions conjuguées.
Au point de vue formel, les expressions F, f1 et les autres systèmes

analogues correspondent à ~/~.
Au point de vue des applications on connaît le rôle joué par l’opé-

rateur de M. DIRAC dans la mécanique ondulatoire de l’électron ma-
gnétique.
M. Gr. MOISIL (1) a étudié l’intégration des systèmes qui linéarisent

l’équation de LAPLACE, leurs applications et relations avec la théorie
des nombres complexes et avec celle des fonctions conjuguées. On a
pu y étendre quelques-unes des propriétés des fonctions monogènes :
théorème de CAUCHY, intégrale de CAUCHY, théorème de MORERA (2).

SECTION II

Quelques théories connexes à la linéarisation

1 -- On peut trouver d’autres opérateurs qui réalisent la décom-
position en facteurs du laplacien. Ces idées sont liées à une autre
branche de l’Analyse fonctionnelle : la théorie des fonctions permu-
tables et les équations intégrales. C’est ABm, qui fut le premier a étu-
dier une équation intégrale à limites variables et à noyau singulier. Plus
tard, LIOUVILLE et autres géomètres y ont rattaché une théorie des
dérivées d’ordre fractionnaire que nous allons utiliser.

Considérons l’opération fonctionnelle

(14) Ff(x)=I 03C0 d dx x0f(s)-f(o) x-s ds.

Nous voulons montrer que, par itération, on obtient la dérivée

(15) - df .

(i) Pour la théorie des systèmes généraux de Dirac du type elliptique, voir Gr. C. Moisil (7)
(I I) ; pour l’emploi des nombres hyper-complexes, voir Gr. C. Moisil (9) (10).

(2) Pour le théorème de Morera généralisé, voir N. Théodoresco (18).
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En effet, en intégrant par parties 
’

Ff(x)=d dx|- 2 03C0x-s[f(s)-f(o)]|x0 +2 03C0d dx x0x-sf’(s)ds,

la partie intégrée est nulle, donc 
. 

’

,

, 

2014 ~

et ’

~~~r~f~- ,
Du, en changeant l’ordre des intégrations

FFf(x)= I 03C0d dx x0f’(t)dt xtxt ds (x-s)(s-t);

la seconde intégrale est une intégrale eulérienne ayant pour valeur 7:
et la formule (15) est démontrée.

5. - Appelons Fç l’opération précédente F ou x a été remplacé par
la variable C. On voit que l’opération

. 03A6 = F03BEF03B3

est telle que 
’ ’ 

.

~ - ~. : .

~03BE~~

Or, par le changement de variables

~ -~- ~ == 2~ 
’

~ 2014 ~ F ~~

on a 
..

~ __~2014 62
~x2-~y2= ~03BE~~.

Si nous posons

~ = 

nous concluons que
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de sorte que 03A6xy peut être considéré comme ~2- ~2." " 
.

Considérons alors le laplacien hyperbolique à trois variables ,

_a= _a2 a2 , 

’

~x2 ~y2-~z2
° 

,

Il est égal à

03A62xy-2 ~z2,
et peut être décomposé en deux facteurs

(03A6xy- ~ ~z)( 03A6xy +~ ~z).
De même, dans le cas de quatre variables, 

’

__ _a2 __ 
~y2- ~z2+ ~u2,

est

(03A6xy-03A6zu)(03A6xy + 03A6zu).

Les opérations intégro-différentielles de ce type sont très semblables
aux opérations employées par M. E. SCHRÖDINGER dans sa modification
de la théorie de M. DIRAC.

CHAPITRE II

LES FONCTIONS CONJUGUÉES DANS L’ESPACE (1) "

SECTION. I ,

Les fonctions de lignes fermées.

1. - Envisageons l’ensemble des lignes L de l’espace, fermées,
rectifiables, intérieures à une certaine région R, n’ayant ni noeuds ni
points singuliers. Fixons sur chacune de ces lignes un sens de parcours.

(i) Pour ce chapitre, voir V. Volterra (A). 
-
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Faisons correspondre à chacune d’elles une quantité F. Nous dirons
que F est une fonction de ligne, ~ [ [L] ( {1) .

Cette idée est familière aux physiciens. Considérons un champ ma-
gnétique et supposons que la courbe L soit parcourue par un courant
électrique d’intensité 1. 1,’énergie potentielle W du courant a une

valeur qui dépend de la forme et de la position du circuit ainsi que du
sens dans lequel il est parcouru. A chaque courbe I/ parcourue dans
un certain sens correspond une valeur de l’énergie potentielle ~~.
L’énergie potentielle est donc une fonction des lignes L i nous écri-
vons

[ 
,

2. - La notion de fonction de ligne n’est qu’un cas particulier de
la notion de f onctionnelle. Si on exprime les trois coordonnées x, y, z
des points de la courbe L en fonction d’un paramètre t

x = x(# .

y = y(t) atb
z == z(t)

la fonction de ligne F.I [L] peut être envisagée comme une expression
qui dépend de toutes les valeurs des fonctions x(t), y(t), z(t) (2) et l’on

peut écrire
FI [L] l = 03A6 J y(t) , z(t)l |,

mais ce n’est pas la fonctionnelle la plus générale dépendant de trois
fonctions d’une variable, ce que nous montrerons plus tard ( § 5) .

3. - Nous définirons la continuité des fonctions de lignes de la
manière suivante : entourons la courbe L d’un tube T qui a un dia-
mètre o. Considérons les lignes L’ intérieures au tube T et qui par
déformation continue, sans sortir de T, peuvent être réduites à I~.

L’ensemble de toutes les courbes I,’ constitue le voisina ge de la courbe L.

(i) Voir V. Volterra (19), (29) et M. Fréchet, (3).
(2) Voir pour la théorie des fonctionnelles V. VOLTERRA (C), (D), ainsi que V. VOLTERRA :

Leçons sur les fonctions de lignes (Paris, Gauthier-Villars I9I3, et V. VOLTERRA : Leçons sur les

équations intégrales et intégro-différentielles (Paris, Gauthier-Villars). 
J’avais donné d’abord aux fonctionnelles le nom de f onctions qui dépendent de toutes les valeurs

d’une f onction et, après, je leur avais donné le nom de f onctions de lignes. La dénomination de fonc-
tionnelle a été introduite plus tard par M. HADAMARD et maintenant elle est généralement adoptée.
J’ai réservé le nom de f onctions de lignes aux fonctionnelles particulières, considérées ci-dessus.
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Nous dirons que F I [L] ( est continue, si, pour chaque E donné. on
peut trouver un voisinage T de I, tel que pour toute courbe L’ de T
on ait

(1 ) 

En dehors de la continuité, nous supposerons que F I [I,] I jouisse
d’une propriété analogue à la condition de LIPSCHITz. Soit MM’ une
déformation de L qui déplace chaque point M de L en un point M’
de L’. Appelons 03C3 l’aire de la surface engendrée par les segments MM’.
Nous supposerons que si a  03C30, il existe un nombre m tel que

(2) 
|F|[L’]|-F|[L]|| 03C3m.

Nous considérons en dehors des fonctions de lignes des fonctions de
lignes et de points. I,a définition de la continuité de ces fonctions dé-
coule de la définition ci-dessus. Soit une fonction F 1 [L, m]| de la ligne
L et du point m. Nous l’appelons continue si, pour chaque ligne I/
du tube T et pour chaque point m’ d’une sphère s ayant pour centre
ni et le rayon p, on a

I~1L~’~ ~’JI - ~IL~~ ~J1I E
dès que 03B403B40 et 03C103C10.

4. - Considérons sur la ligne L un petit arc a b de longueur l.
Déplaçons tous les points 1n de l en m’ d’une quantité dx, parallèle-
ment à Ox ; a sera déplacé en a’, b en b’. Soit L’ la ligne formée par
L - l, aa’, l’, b’ b (1) .

Si le rapport
)

a une limite pour l = o, dx = o, indépendante de la manière dont
l, ax tendent vers o, nous appellerons cette limite

(3) F’x|[L,m|= lim F|[L’|-F|[L]| l.0394x
l=o
0394x=o

la dérivée de F [L]| suivant Ox, en m. De là même manière on définit
F’y [~~ m~ I et ~’z I [L, mJ I .

(1) L - l étant la ligne L à laquelle on a retranché l’arc 1.
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Nous admettrons que le rapport (3) tende uniformément vers sa
limite, tant par rapport aux lignes que par rapport aux points, et
que les dérivées fonctionnelles F’x, F’y, F’z sont continues. 

’

Soit alors L’ u.ne ligne voisine de L et soient ox(s), oz(s) les

composantes du déplacement mm’, du point m d’abcisse curviligne s,
suivant Ox, Oy, Oz. F ) [L]| [ varie d’une quantité F | [I,’] |-F|[L] j,
qui, aux infiniments petits du second ordre près, est

(4) 03B4F|[L]| = + F’y03B4y + F’z03B4z]ds.

I,’expression ci-dessus est la différentielle ou la variation de F ( [I,] j. On
peut montrer facilement que si on pose 

. 8x(s) = ~03BE(s) 8y(s) = ~~(s) 03B4z(s) = ~03B6(s)
on a 

’ 

’

lim - oF|[L’] -F [L]| ~ =L03BE(s)F’x I [L,s] I + [

+ ~(s)~’~ I L~~sJ ~ ;ds. 
’

On peut encore dire que 
’

est un infiniment petit d’ordre supérieur à e.

5. - Supposons que la déformation de la courbe L soit un . glisse-
ment de 1-1 sur elle-même. Dans ce cas

== aK(s) ôy(s) = ~K(s) 8z(s) = yK(s)

(x, ~3, y) étant les cosinus directeurs de la tangente à I,, K(s) une f onc-
tion arbitraire. F [I,] ~ ne changera pas de valeur ; donc 

’

LK(s)[03B1F’x + + 03B3F’z]ds = o 
.

quelle que soit la fonction K (s) . On conclut que

(5) 03B1F’x + + yF’z = o. 

Les dérivées f onctionnelles d’une fonction de lignes satisfont à ca rela-
tion (5). (Comparer avec le § 2~. > ....
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6. - Il est utile de connaître la manière dont se comportent les
dérivées de F | [L]| ( pour un changement d’axes. Si on change (x, y, z)
en (~, y, ~) on voit que ; . 

’

F’x| [I., m]| = F’x cos(x, x) + Fy cos(x, y) + F’. cos(x, z)
[I., = F’x cos(y, x) -}- F’y cos(y, y) + F’z cos(y, z)
|[L,m]| == x) + F’y cos(z, y) + F’z cos(z, z)

En particulier, si on prend pour axes la tangente, la normale et la
binormale à L en m, en vertu de (5) on a

1~=0 
...

= + -t- 03B3’F’z
~ 

= + + :;

où (~ ~’, ~’) et (~", ~~ ~"), sont les cosinus directeurs de la normale
principale n et de la binormale b.
La formule (4) peut alors être écrite sous la forme intrinsèque

ôF |[L]|=L[F’n03B4n + F’b03B4b]ds.

7. - La relation (5) devant être satisfaite, on peut prendre (1)

Les quantités A, B, C ne sont pas complètement déterminées, car
on peut les remplacer par

A* = A 

B* = B + B3
C* = C 

03BB étant une fonction arbitraire de s. A, B, C comme F’x, F’y, F’z
sont des fonctions de la ligne L et du point ~z.
Avec ces fonctions l’expression (4) devient

oF |[L] = L[(B03B3-C03B2)03B4x -+- (C03B1-A03B3)03B4y + (A3 2014 B03B1)03B4z]ds

(3) Voir V- VOLTERRA, (20) et (29).
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ou encore

03B4F |[I,] j = LA(dy03B4z - dz03B4y) + B(dzôx - dx03B4z) + C(dx03B4y -- dy03B4x)].
Considérons la surface S engendrée par le segment m m’. Soient n

la normale à S, d~ l’élément d’aire de S ; on a.

(7) 03B4F |[L]| _ S (A cos nx + B cosny + C cos nz)d03C3.

Supposons ,qu’on considère deux lignes Lo et L~. Déformons Lo par
continuité jusqu’à ce qu’elle devienne L1. Dans cette déformation,
elle engendre une surface S. ayant pour bords Lo et Nous dirons

que nous avons mené une surface S pw Le et Li . La formule (7) donne

(8) = F -f- (A cos nx + B cos ny + C cos nz)d03C3.
En particulier si Lo se réduit à un point et si l’on admet que pour

une ligne réduite à un point la fonctionnelle soit nulle,

(8’) F| [L] [ = 03A3 (A cos nx + B cos ny + C cos nz)d03C3

1 ayant un seul bord I,.

SECTION II

Les fonctions du premier degré

8. - Les fonctions A, B, C des formules (6) dépendent de la ligne
L et du point m. Un cas particulièrement important est celui des fonc-
tions de lignes telles que A, B, C soient indépendantes de la ligne Iv, et
se réduisent donc à des fonctions de points 1).

Soient Li, L2 deux lignes qui ont une partie commune L et les par-
ties différentes L’, L". Choisissons un sens sur Li et sur L2 tel que L
considérée comme partie de I,1 et de I,2 soit parcourue en deux sens

(1) Voir V. VOLTERRA (20), (29).
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différents, Soient en fin ai, 0’2 deux surfaces ayant pour contour L1 et L2.
D’après la formule précédente

F j == 03C31 (A cos nx + B cos ny + C cos nz)d03C3

F|[L2]| == 03C32 (A cos nx + B cos ny " + C cos nz)d03C3.

Nous appelons la ligne L’" r formée par la réunion de L’ et L" la
somme de L1 et L2

L" = 1.1 + L2.

On conclut que si A, B, C sont des fonctions de point

F| [L1 + L2]| = 03C31+03C32
+ 

(A cos nx + B cos ny + C cos nz)d03C3

ou

(9) + 1~] i = P ) [!~] ) 1 i

Si (A B C) sont des f onctions de ~oint, F [I,] ~ est une fonction additive.

9. - Montrons que réciproquement: si F |[L]| ] satisfait à (9), c’est-
à-dire est une fonction additive, on peut choisir A, B, C indépendants de L,
et par suite uniquement fonctions de point.
Nous employons un tétraèdre infinitésimal de CAUCHY dont trois

faces sont parallèles aux plans coordonnés, la quatrième face a bc ~

ayant une orientation quelconque. Soient ma, mb, mc les arêtes res-
pectivement parallèles à Ox, Oy, Oz, n la normale au plan (a bc), Qx, ~~, ~z,
~ les aires des triangles (mbc), mca), (mab), (abc). Soient Ax, Ay, Az
les quantités (A, B, C) pour la ligne (mbc)

F |[mbc] ! = Ax03C3x
de même soient (Bx, By, Bz), (Cx Cy Cz) les mêmes quantités pour les
lignes (mca), (mbc)

F | [mca] | = By03C3y
F | [mab] I = Cz03C3z,

où il est clair que Ax, By, Cz ne dépendent que du point m.
Pour la ligne (a bc) on a

(A cos nx -I- B cos ny + C cos nz)03C3 = Ax03C3x + By03C3y + Cz03C3z.
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Or 03C3x = ce cos nx, (Iy = (7 cos ny, 7% = o- cos nz, donc pour la ligne (abc)
qui est un triangle infiniment petit, on peut prendre pour A, B, C les
fonctions de point Ax, By, Cz. On voit que cette affirmation est vraie
pour toute ligne L, en menant par L une surface S et en divisant S en
triangles infiniment petits.

10. - Nous allons donner une autre démonstration de cette propo-
sition. Soient Li et L2 deux lignes dont les éléments d’arc ds1, ds2 ont
un point commun m. Donnons aux points de dsl des déplacements
parallèles et égaux à varie de 03B41F. Déplaçons ds2 par une
translation égale et parallèle à dsi, F [I,] ( varie de 03B42 F et on a, à cause
de l’additivité .

03B42F = 03B41F,

Soient ci, 03B21, Il ; 03B12, 03B22, ‘j2 respectivement les cosinus directeurs de

dsi et ds2 ; ; on aura 
.

(I0) F’x |[L2| 03B11 + l 31 + [L2]|03B31
- |03B12 + F’y|[L1]|03B22 + F’z| [L1]| 03B32,

d’où, les indices de A, B, C étant ceux des lignes auxquelles elles

correspondent,
(Ai -A2)(03B2103B32- 03B2203B31) + (B + (CI -’ -’ 03B1203B21) == 0,

ou encore, si on appelle n la normale aux deux éléments dsi ds2

(Ai - A~) cos nx + (B, - B2) cos ny + (Ci - C~) cos nz = o.

Si nous prenons trois lignes L1, L2, L3 ayant au point m les tangentes
parallèles à Ox, Oy, Oz, il vient trois relations déduites de la relation
ci-dessus et qui entrainent

A.~ = A:~ .

B3 = Bi

C1 = C2

Désignons ces valeurs par A, B, C et soit Lo une ligne quelconque
passant par le point m et les cosinus directeurs de sa tangente.
On aura . 

’

A - Ao _ 
Pô 

" 

Yo
d’où l’on conclut
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). étant quelconque et, en particulier, en prenant ), = o,

. Ao=A, Bo=B, Co-C.

1l. - Nous appelons les fonctions qui jouissent de la propriété (9)
des fonctions du premier degré (1). Suivant (8’) elles sont de la forme

(II) F ! [L]| == 03A3 (A cos nx + B cosny + C cos nz)d03C3

A, B, C étant des fonctions de points. Nous supposerons qu’elles ont
des dérivées partielles du premier ordre continues. Puisque l’inté-
grale (I I) ne dépend que de la frontière L de la surface ~, et si nous

supposons F [I,] ] nulle lorsque L se réduit à un point, l’intégrale
est nulle si £ est une surface fermée, donc il faut que

(I2) 
~A ~x + ~B ~y + ~C ~z = o.

Si cette condition est satisfaite la formule (II) définit une fonction
de ligne du Ier degré.
Nous dirons que (12) est la condition d’intégrabilité.
Prenons une fonction de ligne du premier degré, définie par la

formule (I I) . Déformons suivant 1’ un arc l de la ligne 1~ et cher-
chons la variation correspondante de la fonction. A cause des pro-
priétés précédentes, cette variation sera la valeur de la fonction

correspondant à la ligne formée par les arcs l’ et l en changeant le
sens du parcours de l ; ; elle s’exprimera donc par l’intégrale

W -== ~ (A cos nx + B cos ny -~- C cosnz),
(7 étant une surface limitée par l et l’, n sa normale prise dans le
sens déjà dit.
Supposons maintenant que 03A3, en décroissant indéfiniment de

façon régulière, tende vers le point M ; on aura

lim - = A cos ~ -~- B cos ~y + C cos ~
où A, B, C sont calculés au point M.

(i) ou encore simples (20) ou régulières (B).
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La limite en question peut être appelée dérivée de la fonction de ligne

F par rapport à c- et on peut la représenter par dF d03C3.
Prenons la dérivée de F par rapport à une surface cl normale à

l’axe x en M ; nous aurons

dF = A
d61

et, de même si c2 et Va sont des surf aces respectivement normales,
aux axes y et z, on aura

_dP _d~ r..

d03C32 
== B, d53 = C;

on pourra désigner A, B, C par les symboles
dP dP d_~

d(yz) d(zx) 
~

On en conclut que

dF d03C3 = dF d(yz) cos nx + dF d(zx) cos ny + dF d(xy) cos nz

ou encore

(I3) dF = 
dF d(yz) 

dydz + 
dF d(zx)

dzdx + 
dF d(xy)

dxdy.

La formule (8) devient

tandis que la condition d’intégrabilité (12) est

~~~ ax d(yz) ay d(xy) 
" o.

12. - Les formules ci-dessus montrent une profonde analogie entre
les fonctions de lignes et les fonctions de points. En effet y, z)~
est une fonction de points, on a

(I3’) d03C6 = ~03C6 ~x dx +~03C6 ~y dy +~03C6 ~z dz

analogue à puis


