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Les transformations de jauge
en Electrodynamique

par

P. A. M. DIRAC.

1. Les transformations de jauge pour un champ électromagnétique
donné. — Considérons P'espace a quatre dimensions de la théorie de
la relativité restreinte. Soient 2, (= o, 1, 2, 3) les quatre coordonnées
et g% la méirique donnée par

g0 =1, g=pg2=g8=—1, ghV=0 pour v,

Le champ électromagnétique est décrit par un tenseur antisymétrique

du deuxiéme rang, ¥F,,——F,, (u,v=o0, 1, 2, 3). Ce tenseur satisfait

aux équations de Maxwell,

IFy,  IFy,  dFg

W gz,  dry o, O
IF .

. o .

(l) d.Z\, - ];J-y

ou j, est le vecteur-densité de charge électrique et de courant. En diffé-
rentiant (2) par 1‘app01‘t a x,, nous trouvons

(3) _— =0,

équation qui exprime la conservation de Pélectricité. La conservalion
de Ta charge électrique est donce une conséquence des équations - de
champ de Maxwell. .
Pour un champ électromaguétique donné Fy,, Péquation (1) montre

que nous pouvons introduire des potentiels A, tels que

(/l> Fp,,:—-— ———__:‘_.

INSTITCT HENRI POINCARE, — Xur, 1. 1
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L’équation (2) devient

A 02 A
(5) g -

DTy 0z dmydab IV
Les potentiels A, ne sont pas bien déterminés par le champ F,. Nous
S .o . )
pouvons remplacer A, par A, + o ot 5 est une fonction quelconque
des quatre x,, sans changer F,,. La transformation

Js
6 Ay—>Ay+ —
(6) w7 Ay, P
~appelle une transformation de jauge, d'apres une hypothese que
Weyl a proposée pour donner une signification géométrique a ces
transformations dans la théorie de la Relativité générale.
Nous pouvons imposer aux potentiels A, la condition relativiste

dA,
—_— = 0.
oz,

\
-
L7)

L’équation (5) prend alors la forme plus simple
(%) ] OAu=Jy

Une transformation de jauge (6) qui-conserve 'équation (5) doit
satisfaive & '

(9) Os=o.

Ainsi, si nous tmposons la condition (7), la variété des transformations
de jauge est beaucoup plus restreinte.

Pour obtenir une description des phénomeénes physiques, il fau
établir un systtme d’équations dynamiques dans lequel les valeurs des
composantes du champ' en divers poihts apparaissent comme des
variables dynamiques en interaction les unes avec les autres et avec les
variables des particules. 11 faut ensuite donner a ces équations la forme
hamiltonienne et les quantifier pour obtenir une théorie de I'Electro-
dynamique quantique.

la théorie ordinaire d’Electrudynamique quantique, développée par
Fermi (1) est basée sur les équations (4), (7) et (8) et contient seule-
ment les transformations de jauge restreintes ‘qui satisfont a (g9). La

(') Feruy, Rev. Mod. Phys., vol. i, 1y32, p. 87.
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théorie que jai discutée dans mes conférences de 1939 a PInstitut
Henri Poincaré est du méme type (2). Je voudrais cette fois-ci montrer
comment on peut ¢tabliv une théorie de I’Elcctrodylmmique quantique
basée sur les ¢quations (2) et (4) sans la condition (7),;0.[ contenant
ainsi les transformations de jauge générales avee une fonction S quel-
conque. Nous obtiendrons ainsi une théorvie qui est mathématiquement
plus puissante el qui nous permettra d’écrive les équations sous des

formes trés différentes.

2. La fonction d’action. — La méthode la plus simple pour établir
une théorie dynamique relativiste sous forme hamiltonienne est de
prendre aw début une fonction d’action invariante par rapporl aux [rans-
formations de Loventz. On peut prendre la dérivée de l'actiou par
rapport au temps comme fonction de Lagrange el passer a la fonction
d'Hamilton par des regles bien connues.

La fonction d'action esl une intégrale sur toul Pespace a quatre

dimensions

| :] L v, ou  dvx = dwydry du, du,.

La densité d'action £ est une fonction des variables du champ V et de
e aV L. i . 7AY

leurs premieres dérivées — - Nous éerirons Vo au licu de — pour
oz, t}.z‘p‘

abréger la notation. et généralement nous ajouterons un indice supé-

rieur poa une quantité localisée quelconque pour indigquer sa dérivée

par rapport a .. Nous aurons ainsi

£ = £2(V, V).

On obtient les équations du champ en posant 6l = o pour une varia-
tion quelconque des variables de champ V. Nous avons

s (VI I
ol__/ }Wo\’—)—wo\s(/"x_n.

. )

qui donne

| IL N Iy
lea(m)—o—;\-‘,\,&\dﬁxﬂo.

(%) Ann. Inst. Henr:c Poincaré, vol. 9, 1939, p. 13.
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Ainsi les équations du champ sont

o IL N\ _ oL
o) (W? =N

Pour le champ électromagnétique seul, nous pouvons prendre
simplement

(11) £ = —}FWFW: (A — Ayy) Aw,

Quand il y a de la matiere en interaction avec le champ électromagné-
tique, il faut ajouter un terme a la densité d’action,

° 1 Tu
(12) £L=— ZFWI‘W-o— I,

ot M est une fonction des variables qui décrivent la matiere et aussi
des potentiels A, et qui ne contient pas en général les dérivées A,” des
potentiels. )
Avec la densité d’action (12), les équations du champ (10) donnent,
pour V= A:“L7
AN

(13) ' Fw,"= m-

Cetle équation est en accord avec I'équation de Maxwell (2), si on
prend

‘ M
(14) Ju=— JAR”

I2équation (7) n’est pas nécessaire dans cette théorie.
Dans Délectrodynamique de Fermi il y a un terme additionnel
1 - . . N

— 5 (Ay*)* dans Pexpression (11) de I'action du champ éleciromagné-

tique tout seul. Ainsi, au lieu de'(11) nous avons
NP | o1 1 oI o
(15) S = 5 (AV{.L—— A:J,,)Ap"*—- -2 (Ap"."‘)z—’: — z Ay.‘l AP 4 ; (Ax,p‘Ap,)'—— 2—(A.,"Ap,)!l.

On peut omettre ici les deux derniers termes, puisqu’ils ne contribuent
pas a I'intégrale I. Pour I'interaction du chamyp électromagnétique avec

la matiére nous aurons maintlenant
1
(16) = LA AR+ 01

au lieu de (12).
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Avec cetle densité d’action, les équations du champ (10) donnent,
pour V=—=A,, '
[l

(17) Ap=—3

en accord avee (8) si nous prenons toujours (14). L'équation (7) est
nécessaire pour obtenir les équations de Maxwell (2). Cette équa-
tion (7) n’est pas une conséquence du principe d’action 3l =o. Il faut
I'introduire dans la théorie comme une condition supplémentaire.

Pour que cette condition supplémentaire soit en accord avec les
équations du champ, il faut que la fonction I ait une forme permettant
des transformations de jauge. On peut satisfaire a cetie condition en
supposant qu’il existe une variable de champ 0 qui n’entre pas directe-
ment dans I, mais seulement par ses dérivées 0% et que 6% et A appa-
raissent dans JIU sculement dans la combinaison A+ 0%, de sorte que
I reste invariant par rapport a la transformation (6) avec

(18) 0->0—S,
Nous avons alors .

19) dIMN _ INT
(9 oA T

Iéquation du champ (10) donne maintenant, pour V =10,

IO\ b
gAe) T°

A T'aide de (17) nous obtenons

O Ayt = o,

résultat qui montre que si P'équation (7) est initialement satisfaite ainsi
que sa dérivée par rapport au lemps, elle restera toujours valable.

Nous arrivons aux conclusions suivantes :

1° Si la fonction I a une forme qui permet des transformations de
jauge, nous pouvons établir une électrodynamique a transformations de
jauge générales, en utilisant la densité d’action (12).

2° Si la fonction I a une forme qui permét des transformations de
jauge, nous pouvons, en employant la densité d’action (16) et en intro-
duisant la condition supplémentaire (7), établir une électrodynamique
a transformations de jauge restreintes,
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3¢ Si la fonction M n'a pas une forme qui permet des transformations
de jauge. nous pouvons loujours établir une électrodynamique, en
accord avec les équations de Maxwell mais sans transformations de
jauge, en utilisant la densité d’action (12).

4° Si la fonction I n’a pas une forme qui permet des transforma-
tions de jauge, nous ne pouvons plus établir une électrodynamique en
employant la densit¢ d’action (16). parce que méme la conservation
d*électrieite fera défaut.

3. Le passage i la forme hamiltonienne. Difficultés. Soit la fone-
tion de Lagrange

(20) l. = [,1:’ 3, avec ix = dr, dxs ..

La fonction de Lagrange est une fonction des coordonnées dynamiques ¢
et des vitesses ¢ a un instant donné. Dans notre théorie actuelle, les ¢
sont les potentiels A, (), 2y, 23) a un instant donné et les variables
dynamiques nécessaires a la description de la matiere. Les dérivées
A (24, 2y, x,) des polentiels par rapport au tlemps sont des vitesses ¢.
Les autres dérivées Ay (2, 7, xy) des A, avee =1, 2, 3, sont nalu-
rellement fonctions des ¢.

Pour définir les moments conjugués p, il faut effectuer une varia-

tion 4¢ des vitesses dans L et poser
(21) ol. = X paq,
la somme étant remplacée par une intégrale si nécessaire. “Appelons

By (21, 22, 2;)le moment conjugué de Ab(z, r,.x,). Nous avons.alors,

en emplovant la densité d’action (12),

(22) . . Bg = Fy,o.
Done
(23) no = 0.

Dans la méthode ordinaire qui permet de passer de la fonction de
Lagrange a la fonction d’Hamilton, tous les moments doivent étre des
fonctions indépendantes des vitesses, pour qu’on puisse exprimer
celles-ci en fonction des moments et des coordonnées dynamiques. Cette
condition n’est pas satisfaite dans notre théorie actuelle, 4 cause de
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Péquation (23); on en déduit qu’on ne peut pas y introduire 'hamil-
tonien par la méthode ordinaire.

C’est en raison de cette difficulté que Fermi a employé la densité
d’action (16), pour laquelle nous avons

(:)‘/4)‘ Bp.="‘A;LO

au lieu de (22). ce qui permet d’introduive ’hamiltonien par la méthode
ordinaire.

Pour établir une électrodynamique basée sur la densité d’action (12),
il faut d’abord développer une méthode pour passer de la fonction de
Lagrange a la fonction d’Hamilton sans qu'une équation comme (23)
constitue un obstacle. Il est préférable d’ailleurs d’étudier ce développe-
ment en premicr lieu pour la Mécanique générale. et ensuite en faire

Papplication a I'Electrodvynamique.

4. Bquations fortes et équations faibles. — Considérons un systéme
dynamique & N degrés de liberté décrit par les coordonnées généralisées

dgn
dt

existe un lagrangien, lequel pour I'instant peut étre une fonction quel-

gn(n=1.2, ..., N) et les vitesses ou ¢,. Nous supposons qu'il

conque des coordonnées et des vitesses
(25) L=L(q, §).
Nous définissons les moments au moyen de

. JL
(26) Pn= i

Introduisons un processus de variation qui consiste a varier indépen-
damment chacun des nombres ¢,, ¢n, p. d’'une petite quantité dgn, 9gn,
opa de Vordre de ¢ et limitons nos approximations au premier ordre
en e. Par suite de cette variation, I’égalité (26) ne sera plus valable
puisque son premicr membre sera, aprés variation, différent du second
d’une quantité de Pordre de ¢. Nous aurons dorénavant a distinguer
entre deuy sortes d’égalités @ des égalités du type (26) dontla différence
entre les deux membres est de U'ordre de ¢ lorsqu’on applique la varia-
tion en négligeant les puissances égales ou supérieures a €2, et des
égalités qui restent valables dans les mémes conditions.

L’équation (25) est de ce dernier type, puisque par définition la
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variation de L sera égale a la variation de L(g. ¢). Nous appellerons
les équations du premier type des équations faibles, pour lesquelles
nous utiliserons le signe ~ et celles du dernier type des équations
Jortes, pour lesquelles nous conserverons le signe habituel = I'équa-
tion (26) devient

JL

(27) = Ga

Les regles de I'algebre des équations fortes et faibles sont les suivantes :

SiA=o0,0na

St X axo0,0na
38X # 0 en général.

De I'équation faible X ~ o on peut déduire

X2 2X8X x o

ce qui permet d’en déduire I'équation forte
X2=o.

De méme, des deux équations faibles X;~ 0 et Xy~ 0 on peut

déduire I'équation forte
X; Xg = 0.

JL
Cela étant, il peut se faire que les N quantités i qui conslituent les

seconds membres de (27) soient loutes des fonctions indépendantes des
N vitesses ¢,. Dans ce cas, les équations (27) permelttent de déterminer
chaque ¢, en fonction des p et des ¢. Ce cas sera appelé le cas usuel;
c’est le seul qu'on considére d’habitude en dynamique analytique.

JL . . .
Lorsque les g e sont pas des fonclions indépendantes des vitesses,

nous pouvons éliminer les ¢ des équations (27) et nous obtenons ainsi
une ou plusieurs égalités

(28) Glg, p)mo

qui ne contiennent plus que les p et les ¢. On peul admetive que la
forme de I'équation (28) est telle que sa variation soit de I'ordre de ¢;

en effet, si cette variation était de 'ordre de ¢/, il suffirait de remplacer
1 . R
© par @* dans (28) pour que la condition mentionnée soit satisfaite.
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Lorsqu’on applique la variation, les deux nouveaux membres de I'équa-
tion (28) different par une quantit¢ de l'ordre de ¢; en conséquence
c’est une équation faible et nous I'avons écrite correctement en employant
le signe ~.

‘Nous aurons besoin d’utiliser un systéme complet d’équations ind¢-
pendantes du type (28) :
(29) Dn(p, g)r o0 (m=1,2,..., M)

Dire que les équations sont indépendantes signifie qu’aucun des G,
ne peut étre exprimé linéairement en fonction des autres, les coefficients
étant des fonctions des p et des ¢.

Dire que le systeme est complet signific que toute fonction des p et
des ¢ qui s’annule en vertu de (28) et dont la variation est de 'ordre
de ¢ peut étre exprimée en fonction linéaire des @, les cocfficients
étant des fonctions des p el des g.

Nous pouvons donner une image de la relation entre équations fortes
et équations faibles de la manigre suivante. Soit un espace & 3 N dimen-
sions dans lequel les coordonnées d'un point soient les ¢, ¢ et les p.
Il existe dans cet espace une région a 2N dimensions dans laquelle les
équations (26) sont satisfaites; appelons-la R. Les équations (29)
seront également satisfaites dans cette région puisqu’elles sont la consé-
(lllellce de (26). Considérons maintenant tous les points de notre
cspace 2 3N dimensions situés a une distance de R de Pordre de ¢. Ces
points formeront une région a 3N dimensions, une sorte de carapace
d’épaisseur ¢ que nous appellerons R,.

Toute équation faible est vraie dans la région R; toute équation
Jorte est valable dans la région Re.

5. Passage a la forme hamiltonienne. Méthode générale. — I’hamil-
tonien H est défini par
(30) : H=puja—L;

formule dans laquelle on sommera sur toutes les valeurs des indices
répétés. Nous aurons
g 8HR~:3([),,_([”——L)
' Il
(31) Nqnop,,——;)?loq,,.

, . JL JL
R Pn 8l/”+ qn 3[71:-";;—11‘ ogn — m 8¢,
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0H ne dépend pas des d¢, et ce résultat important est vrai dans tous les
cas et non seulement dans le cas usuel.

Léquation (30) fournit une définition de H comiue tonction des q q
et des po valable dans tout Pespace a 3N dimensions des ¢, ¢ et des p. -
“Nous n’utiliserons cette détinition que dans la région R et dans ceute
région la relation (31) est valable au premier ordrve. Cela signifie que
si Pon garde les p el les ¢ conslants el qu’on varie les ¢ au premier
ordre, la variation de H sera du second ordre. En conséquence, si I'on
maintient p el ¢ constants et si nous varions les ¢ d'une quantité finie.
mais restant tout le temps dans la région R, (ce qui est possible lorsque
nous ne sommes pas dans-le cas usuel), la variaton de H sera du
premier ordre. Si nous restons dans la région R, la variation de H sera
nulle. Tl s’en suit que dans R, H est une fonction des p et des g sen-
lement.

Si Pon désigne cette fonction par 3(g, p), on aura U'équation faible
(32) H~B(g: p)

valable dans la région R. Dans le cas usuel, 3 est 'hamiltonien ordinaire.
Prenant un point quelconque dans R comme point de départ et appli-
quant une variation générale, on déduit de (31) :

JL ap )
_— — ) 8q,.
( + ’)Qn 7

o . 0

T Opa
3(H—3) ne dépend done que des dg el dp. Si la variation est telle
que Pon ne quitte pas la région R, on aura naturellement 3(H—f8)=o.
Donc 6(H --3) s’annule pour toute variation des p et des g; on
peut donc choisir les 3G de maniere que les équations (27) soient
satisfaites. La seule restriction que cela impose aux d¢ et dp est la néces-
sité que (29) soit conservée, c’est-a-dire que les dg et dp conduisent a
3@,, = o pour tous les m. Donc 5(H—8) est nul pour toutes valeurs
de dg et 9p qui entrainent 5@, = o el par conséquent, on aura, pour
des valeurs arbitraires de dq, dp :
(33) 3(H —53) % om 5B m,

avec des coefficients convenables ¢,,. Ces coefficients seront des fone-
tions des ¢, ¢ et p et pourront étre exprimés au moyen de (27) en
fonction des seuls ¢ et ¢. De (33) et (29) on déduit

S(H—8—0,0,)x8(H—=0)—9¢,80,— @, 80 o0,
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d’ou

(34) “=“3+Vm,®m~

Nous avons la une équation forte qui est valable au premicr ovdre
dans la région R, pav opposition a Péquation faible (32), laquelle n’est
satisfaite que dans R.

[équation (33) donne

~ a7 ~py d:j -~ ‘).3 dgm - 6@/11 -
ol ~ 03+ 'y 0,()”1_*\ d[_)“‘(‘])n"’ ’—IZ 561/: -+ P <dp” Opy —+ dq” dq~> .
Par compzu'éison avec (31) on obuent
. . U uom
(-‘5) ‘[n:a;y;"""mﬁ’
L a3 J
(36) AT D

= e o, —
oqn  ag, "™ Iq,

Les équations (35) donneant les ¢ en fonction des ¢, des p et des ¢.
Elles montrent que les 2N varviables ¢,. ¢, peuvenl étre exprimées au
moyen des 2N -+ M variables ¢,, p,. ¢, entre lesquelles il existe
M relations (29). [l ne pent y avoir d’antves relations entre ces variables,
car autrenent les 2N grandeurs ¢,. ¢, ne seraient pas mdépendantes.
Chaque ¢ doit done étre indépendant des autres ainsi que des ¢ et
des /;; Ces ¢ peuvent étre considérées comme des sortes de vitesses
servant & fixer les ¢ qui ne peuvent étre exprimés en fonction des p
et des ¢. ‘

Lorsquion utilise la Dynamique sous sa forme hamiltonienne, on
emploie comme variables de base les ¢, les p et les ¢, entre lesquelles il
existe par hypothese les relations (29) mais qui en dehors de cela
sont indépendantes. Nous appellerons ces variables les rariables
hamiltoniennes.

\dmettons que les équations habituelles du mouvement de Lagrange

JL
3 Dy X —
( 7) Pn dqn
soient des équations faibles. En rémplagant dans (37) les p par lears
valeurs données par (27) on obtient des équalions qui contiennent les
accélérations Gn. Dans le cas usuel ces équations permettent de calculer
tous les Gn en fonction des ¢ et des ¢. Dans le cas ot 'on a M équa-
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tions (29). les équations du mouvemenl ne nous fourniront que
N —M relations pour déterminer les §. Le veste des M équations de
mouvement nous indiqueront la loi des variations des @, avec le
temps. Pour la cohérence de la théorie, les 0,, doivent rester nuls; ces
conditions seront examinées plus loin.

En vertu de (36), les équations du mouvement (37) deviennent
(38> pllm_ = — V=

'(38) et (33) constituent les équations hamiltoniennes du mouvement.
Elles sont déterminées par la fonction 8 et par les relations @,, = o et
permettent de calculer ¢ ct g en fonction des variables hamiltoniennes
¢, p; ¢- Elles ne nous fournissent pas de renseignements directs sur
les ¢, mais nous donnerons certaines informations indirecles lorsque
nous examinerons les conditions de cohérence.

La notation qui emploie les crochets de Poisson permet d’exprimer
plus commodément les équations du mouvement hamiltoniennes.

P

Deux fonctions quelconques £ et v des ¢ et p ont un crochet de

-

Poisson, [z, 7] défini par

(39) (£, 0] =2 20 % On

On vérifie aisément Uinvaviance des crochets de Poisson par rapport
aux transformations des ¢ et p dans lesquelles les nouveaux ¢ sont des
fonctions indépendantes quelconques des anciens ¢ et les nouveaux p
sont définis par des équations (27) ot L est exprimé en fonction des
nouveaux ¢ et de leurs dérivées. Clest celte propriéié d’invariance qul
confere leur importance aux crochets de Poisson.

Les crochets de Poisson obéissent aux lois suivantes, qu'on vérifie

aisément en partant de la définition ci-dessus
. [E: 71] = '_[Tla 5]7
(40 (8, SO ey 1= L (8 n o L g m]
[27 [Th C]] -+ ["1) [Ca E]] -+ [t.v (&, "A]] =0,

S dans la seconde relation ci-dessus est une fonction quelconque des
grandeurs 7y, 7., ..., lesquelles sont des fonctions des ¢ et de p. La
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troisieme loi, connue sous l¢’ nom d’identité de Poisson, s’applique
a trois fonctions &, 0, { quelconques des g et p.

D’une équation forte A = o on déduit les équations faibles

A ~o JA
Jdqn ~ Opn

R 0;

d’ot, en appliquant la seconde des lois (4o) :
[5 Al~o,

quel que soit . Nous pouvons avoir [&, Al =o (par exemple lorsque
A =o par définition), mais il n’en est pas loujours nécessairement
ainsi. A partir d'une équation faible X ~ o nous ne pouvons déduire en
général [Z, X] ~ o.

De (35) et (38) on déduit pour une fonction g quelconque des ¢ et

des p :
(i 2 (e o) F(H 1 2
1 SR = ==+ — — 4 ¢
(41) 5 2 n (dpn m 9pn opn \9gn m on )
~[g Bl+vnls Onl
6. Les vitesses homogénes. — La théoric prend une forme particu-

" licrement simple lorsque le lagrangien est une fonction homogene et du
premier degré des vitesses. Dans ce cas, les moments définis par (27)
sont homogenes et du degré zéro par rapport aux ¢ et ne dépendent, par
conséquent, que des rapports entre ces derniers. Comme il y a un
nombre N de p et sculement N—1 rapports indépendants, les p ne
peuvent étre tous des fonctions indépendantes des ¢ et il doit exister au
moins une relation (29) entre les ¢ et les p. Le cas « usuel » est main-
tenant celui ot il n’y a qu’une seule relation de cc type.
Nous avons, d’apres le théoréeme d’Euler :

dL

(4~) L =g, ()71;7 d’ou L& jpa,
donce
(43) H=zxo.

Cette équation faible valable dans la région R nous permet de prendre
3 =o, et (34) devient
(44)~ H= Ym Qm-
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L’équation du mouvement générale (41) est maintenant
(43) g'mv,,,[g,ﬂm]-

Les équations hamiltoniennes du mouvement sont entierement fixées
par les équations 0, = o. '

Le¢ second membre de Péquation (45) est homogeéne en op,. Fiani
donné une solution quelconque des équations du mouvement, on peul
en déduire une autre en multipliant tous les ¢ par un facteur y, qui
peul varier arbitrairement avec le temps. Le taux de variation avec le
temps de la nouvelle solution sera celui de toutes les variables dyna-
miques multipli¢ par le facteur y. Cette nouvelle solution pourrait étre
déduite de la premiere en v remplacant le temps ¢ par une nouvelle

. L di , ,
variable indépendante = telle que = =1 La nouvelle variable 7 est

complétement arbitraive @ elle peut étre une fonction quelconque de ¢ et
des ¢ et ¢. Donc, étant donné une solution des équations du mouyement.
on peul en déduire une autre en remplagant ¢ par un « arbitraire; les
équations du mouvemnent ne nous Journissent donc aucune informa-
tion sur la variable indépendante. Ce trait de la dynamique a vitesses
homogenes est trés important et la rend particulitrement apte & la mise
sous forme relativiste.

On peut satisfaire a la condition des vitesses homogenes dans le cas
du lagrangien d’un systeme dynamique quelconque en considérant le
temps ¢ comme une coordonnée supplémentaire go et en utilisant I'équa-
tion ¢y=1 pour rendre ce 'lagrangieu homogene et du premier degré
par rapporl a toutes les vitesses, go incluse.

Comme nous l'avons déja montré (1), on peut alors déduire les
nouvelles ¢équations du mouvement de Lagrange pour tous les ¢ et
obtenir ainsi une nouvelle maniere de formuler les lois d'un systeme
dynamique genéral en fonction des vitesses homogenes. Cette nouvelle
forme fournit toutes les ¢équations anciennes a Pexception de go=1. Si
nous voulons I'y inclure, nous pourrons envisager comme une condi-
tion supplémentaire. qu'on ne peul pas déduire des équations du mou-
vement, mais ui n'esl pas en contradiction avec elles. Nous pouvons
cependant trés bien la laisser de coté, son seul role étant de fixer la

(') P. A. M. Dirac, Proc. Camb. Phil. Sor., vol. 29, 1933, p. 38y.
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variable indépendante, laquelle resterait autrement parfaitement arbi-
traire.

En conséquence, nous pourons nous borner i la théorie aux vilesses
homogenes sans perdre en généralité. Nous suivrons dorénavant cetie
voie parce qu'elle conduil a des équations plus simples el emploierons
le point poilr mdiquer la dérivation par rapport & une variable indépen-

dante arbitraire <.

7. Les conditions de cohérence. — Pour qu'il y ail cohérence, il faul
que chaque @y, soit et reste nul en vertu des équations du mouvement.
En remplacant g par @, dans (45) on obtient

(46) V Vm[ﬂmr Oru’] 0.

Supposons quon simplifie au maximum ces équations (46) a Faide
de (29). Gette simplification peut éventuellement comprendre la sup-
pression de certains facteurs, lorsquon est en mesure d’admettre qu’ils
ne s’annulent pas. Les équations résultantes seront chacune 'un de ces
quatre Lypes sunvants :

Typen® | — L'équation comprend un certain nombre des variables ¢,

Type n® 2. — Léquation ne renferme aucun ¢, mais comprend un

certain nombre de p et de ¢. Elle est de la forme
(47) 1(q. pyxo

el est indépendante des équations (29).

Thvpen® 3. — Liéquation se réduit & o — o.

“Les équations du type 2 conduisent a une condition de cohérence
supplémentaire, puisque y doit vester nulle. En remplacant g par »
dans (45), on a

(18) Col Ome 71X 0.

Cette équation, simplifiée autant que possible au moven de (29) et des
relations (47) déja connues, sera encore de l'un des quatre types
indiqués. Si elle est du type 2. elle conduira a une nouvelle condition de
cohérence; nous continuerons le méme processus jusqu’a ce que loutes
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les équations du type 2 nous auront conduit a des ¢quations d’un autre
type.

Si I'une quelconque des équations obtenues de cette fagon est du
type 4, nous devrons conclure que le syst¢me des équations du mouve-
ment n’est pas cohérent. Ce cas ne présente pas d'intérét et nous le
laisserons de coté dans ce qui suit. Les équations du type 3 sont satis-
faites autmnatiqhement. Il ne nous reste que le type | ainsi que le type 2
A encadrer dans la théorie.

Ecrivons le systeme complet d’équations du type 2 sous la forme
(49) - - okl p)xo (k=1,2, .., K).

Nous pouvons admetire que les 7 ont ¢16 choisies de fagon que leurs
variations soient de Pordre &, tout comme les 3, dans (29); dans ce
cas, elles sont écrites correctement avec le signe ~ comme des équations
faibles. Ces équalions réduiront davantage la région R dans

q , 8 8
laquelle les équations faibles sont valables et qui n’aura plus maintenant
q 1
que 2N —K dimensions. La région R. sera également réduite, puis-
qu’clle comprendra tous les points situés a une distance de I'ordre de ¢
de la nouvelle région R.

Pour l'étude des équations du type 1, il est commode d'introduire
quelques notions nouvelles. Parmi les &,,, définissons les @ de premiére
classe, ceux dont les crochets de Poisson avec chacun des @ et des ¥
s'annulent. @, sera de premiere classe, par exemple, si

| [Fmn Onlro m=1,2, ..., M),
(50) i[ ] ( )

[Qm', 7&] O (k =1,2, ..., K)

Il suffit que ces relations ne soient vraies qu'au sens faible, ce qui
signifie qu’il suffit qu’elles soient valables sculement comme cons¢-
quences des équations Dm~ o, yr~ o. Les premiers membres de (50)
devront donc étre égaux, au sens fort a une cerlaine fonction linéaire
des @,, ety Tout U qui ne satisfait a toutes ces conditions sera appelé
un O de seconde classe.

Nous pouvons appliquer aux @ unc transformation linéaire de la
forme

(51) Q;,N'{mm'gm%

ot les v sont des fonctions quelconques des g et des p, telles que leur
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déterminant ne soit pas nul, au sens faible. Les @}, seront dans ce cas
équivalents aux (J pour tous les besoins de la théorie.

Effectuons une transformation de ce genre de facon a transformer
autant de @ que possible en @ de premiere classe. Appelons-les @, et
appelons g le reste des @, de seconde classe, S=1,2, ..., B et
o=B+1,B+42, ..., M. .

L’6équation (46) est automatiquement satisfaite si J, est de premiére
classe. De plus, nous pouvons considérer que @, dans (46) et (48)
sont de deuxiéme classe, puisque s’ils étaient de premiére classe ils
donneraient automatiquement zéro. Le reste des équations (46) et (48)

s’écriront donc

{ v3[9g, I ]~ 0 B, F=1,02,...,B),

(52) [ vg[Dg, yi] ~o (k=1,2, ..., K).

Toutes ces équations sont du type 1. Elles montrent que ou bien tous
les ¢3 s’annulent ou que la matrice

o [0, 0:] [D1, 93] ... [O1, D8] (D, 7] - [91, 74]
* (53) [9., 9.] o [D2 D] ... [D2 D8] [Doya]l .- [Do x5l
[Dy, 91] [Op, D] [Ds, D3] ... o [98,0a] -+ [95, 14]

a un rang inférieur a B, au sens faible.

Nous allons démontrer que c’est la premiére hypotheése qui est réalisée.
En effet, supposons que le rang de la matrice (53) soit U<<B et
formons le déterminant

9, o (91, Ds]  [D1, D3] ... [D4, Ou]
(54) D (52 [027 Ql] o [02, Qs] [Q2, QU]
QU—H [Q)U—Hy Q)I] [QU—H; Q‘&] [QU+1, ﬂ‘;] [ﬂU—;—l, QUJ I

D est une fonction linéaire des @p et, par conséquent, s’annule au sens
faible. Les crochets de Poisson de toute fonction f avec D est égal a la
somme des déterminants formés en prenant les crochets de Poisson de
chaque colonne de (54) avec f. A I'exception de celui formé avec la
premiere colonne, tous ces déterminants s’annuleront au sens faible,
puisque tous les ¢léments de leurs premieres colonnes s’annulent au
sens faible.

INSTITUT HENRI POINCARE, — Xiti, 1. 2
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On aura
[D1, f] o [D4, 2] [, O3] ... |9, Ou]
55) D, fla| [P /1 192 01] 0 (D2 Ga] ... [P, Ou]
[QU—H;]J [@U—H;Qd [QU-H,Qz] [QU+1>5’2’3] [QU+\7Q’U]

Si nous remplacons f par un U, la premicre colonne de (55) s’annule
et Pon a donc [D, ¥J,] ~ o. En la remplacant par un @g ou un y, le
" déterminant ou bien a deux colonnes identiques et par conséquent
s'annule, ou bien il est identique a un mineur de la matrice (53) &
U + 1 lignes et U + 1 colonnes et s’annule parce que nous avons sup-
posé que cette matrice est de rang U. II s'en suit que le crochet de
Poisson de D avec tout @ et tout y s’annule.

I1 est possible que D s’annule au sens fort a causc du fail que tous les
mincurs des éléments de sa premiere colonne s’annulent au sens faible.
Dans ce cas, nous prendrons un déterminant différent, dont les
U colonnes qui suivent la premiére correspondent chacune a I'nne
quelconque des colonnes de (53) et dont les U +-1 lignes correspondent
chacune a l'une quelconque des lignes de (53). Nous pouvons
toujours choisir un tel déterminant D de facon que les mineurs
correspondant aux éléments de sa premitre colonne ne soient pas tous
nuls, car nous avons supposé que (53) est de rang U. Nous obtenons
ainsi un D qui est un nouveau @ de premiére classc et en méme temps
une fonction linéaire des Jg. Ce résultat contredit notre hypothese
d’aprés laquelle nous avons groupé le nombre mazimum de @ dans la
premiére classe.

Nous en concluons que s¢ nous avons groupé dans la premiére
classe le nombre maximum de @, tous les v associés aux O de seconde
classe seront nuls.

L’hamiltonien (44) se réduit alors a

(56) - H=v¢,0,
et Péquation générale du mouvement (43) devient
(57) § ~ valg: Gl

Toutes les conditions de cohérence sont satisfaites en vertu du fait
que les vg s’annulent et des équations (49). Les o, restent complétement
arbitraires. Chacun d’eux correspond a un degré de liberté du mouve-
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ment, & unc fonction arbitraire dans la solution générale des équations
du mouvement. Dans le cas usuel, il n’y a qu’un seul & nécessairement
de premiere classe et, par conséquent, une seule fonction arbitraire
dans la solution générale des équations du mouvement. Elle est reliée
au caractere arbitraire de la variable indépendante 7.

8. L’intégrabilité du mouvement dans l’espace des phases. — Une
fonction quelconque des ¢ et des p qui est faiblement nulle, soit & cause
des équations du mouvement, soit a cause des conditions supplémen-
taires qu’on peut ajouter a la théorie, est traitée comme un . Un §J est
un y spécial, qui est faiblement zéro a cause des équations (27).

Nous dirons qu’un 7 est de premitre classe si son crochet de Poisson
avec lous les @ et tous les y est nul; en cas contraire, il sera de deuxie¢me
classe. Nous pouvons effectuer une transformation des yy

(H8) 5= Yhk Lk Yimy Dms

oi les v et les v sont des fonctions quelconques des ¢ et des p telles que
le déterminant des ¥ ne soit pas nul, ou méme faiblement zéro; les
nouveaux y seront alors équivalents aux y initiaux. Effectuons une
transformation de ce type telle que I'on ait le maximum possible des
nouveaux y; de la premiere classe; nous appellerons ces nouveaux y,
de premiere classe, les y, et les autres les yg.

Un O quelconque de premiére classe est une fonction linéaire des J,
et un y quelconque de premidre classe est une fonction linéaire des 9,
et des y,.

Nous allons démontrer le théoréme suivant : le crochet de Poisson de
deuz y de premiére classe est un y de premiére classe. Prenons les
deux y, 7o el o Leur crochet de Poisson [y, yor] est faiblement zéro :
¢’est donc un 7. Siy, est un y quelconque, nous avons d’apres I'identité
de Poisson

(59) | 70 Lo 201] = [[005 %) 7] — [[a2s 207> %ot |-

Puisquc vo st de premiére classe, [y1. xo| est faiblement zéro; c’est
donc un y et son crochet de Poisson avec y, est faiblement nul. Ainsi
le premier terme du second membre dans (59) est faiblement zéro. De
la. méme maniere, le deuxiéme lerme est aussi nul. Donc le crochet de

v
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Poisson de [ya, xw].avec un y quelconque est faiblement nul, ce qui
montre que [y, xa | est de premiére classe.

Si les deux y de premiére classe sont des (J, il n’est pas ndcessaire
que leur crochet de Poisson soit aussi un ) de premiere classe; nous
savons seulement qu’il doit étre un y de premiére classe.

Dans Pespace des phases, c’est-a-dire dans 'espace a 2N dimensions
des ¢, et p,, il existe un espace & 2N—M —K dimensions dans
lequel toutes les équations jy sont satisfaites; appelons-le l'espace
aN—M —K. LI’état du systeme dynamique pour une valeur particu-
liere de 7 est fixé en donnant a p et ¢ des valeurs qui satisfont toutes
les équations y et est représenté, par conséquent, par un point dans
I'espace 2N—M — K. Le mouvement du systéme a partir de cet état
est représenté dans cet espace par une courbe partant de P. Soit A e
nombre des J,. Les A variables ¢, étant arbitraires, cette courbe peut
partir dans une direction quelconque dans un petit volume a A dimen-
sions entourant P. Chaque point de espace 2N —M —K est entouré
d’un de ces petits volumes & A dimensions. Examinons si ces petits

volumes sont intégrables ou non.

Admettons que pour un intervalle oz = ¢; de 7 tous les ¢ s'annulent a
I'exception de ¢, qui est égal a Punité et admettons que pour I'intervalle
suivant, 0t = ¢,, tous les ¢ s’annulent a I'exception de ¢gr qui est égal
a P'unité. Dans ces conditions, a la fin du premier intervalle, une fonc-

tion quelconque g des ¢ et des p deviendra
g +alig, Oal;
a la fin du second intervalle elle sera
(60) g+alg Dal+als+als, Oul, Do |
~ ! . e . 2 92
A e1€4 prés, mais en négligeant ¢} et ¢;.
SiTon intervertit 'ordre des deux mouvements, ¢ devient

(61) g +elg, Qarr]+a.[g+€-z[g1ﬂw], Qﬁar].

En tenant compte de I'identité de Poisson, la différence entre (60)
et (61) s’écrit
(62) € 82[5’; [D a, Q’a”

Pour que les volumes infinitésimaux soient intégrables, il faut que (62)
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représente une variation permise par les é¢quations du mouvement, les ¢
étant convenablement choisis. Pour cela, il faut que [@a., Gor] soit
un @ de premiere classe. D’aprés le théoréme que nous venons de
démontrer, nous savons que [, Dyr] est un y de premiére classe,
mais il n’est pas nécessairement un J. Donc la condition d’intégrabilité
n’est pas valable en général.

Nous pouvons cependant conclure que pour tout systeme dynamigue
qui n’a pas de y,, c’est-a-dire pour tout systéeme pour lequel tous
les y qui ne sont pas des @ sont de la deuxiéme classe, la condition
d’intégrabilité dans l'espace des phases est satisfaite. _

Du point de vue physique, il est désirable que la condition d’intégra-
bilité soit satisfaite, parce qu'il serait étonnant qu'un changement des
variables dynamiques tel (62) ne put pas avoir lieu directement, quand
il peut bien étre le résultat d’'un mouvement autour d’un circuit. Nous
pouvons toujours rendre cette condition valable par un léger chan-
gement dans les équations.

En effet, traitons tous les y de premiere classe comme des @ de
premicre classe. Les y, deviennent des @, additionnels, ct doivent
apparaitre dans I’hamiltonien (56) avec des nouveaux coefficients ¢
arbitraires. Ainsi la liberté du mouvement est augmentée. Il ne reste
plus de y de premiére classe qui ne soient pas des (J, et la condition
d’intégrabilité est satisfaite.

La modification des équations que nous avons accomplie est telle que
chaque solution des équations du mouvement initiales est aussi une
solution des nouvelles équations du mouvement. Nous avons augmenté
seulement le nombre des solutions, sans modifier celles qui existaient
déja. Le nouvel hamiltonien est tout a fait satisfaisant, puisqu’il fournit
des ¢quations du mouvement compatibles, quoique la fonction de
Lagrange avec laquelle nous avons commencé ne soit plus en mesure
de nous fournir toutes les solutions des équations du mouvement.

9. Des transformations des crochets de Poisson. — Prenons un
systtme de fonctions Os(s =1, 2. .... S) des g et des p telles que le
déterminant :

o [0, 0] [0, 05] ... [0, 6]
(63) A= [02? 01] o [02’ 63] [6'27 05]

[6s, 6,7 [0s, 05] [ﬂs,. 0,1 ... o
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ne s’annule pas, au sens faible, ce qui implique que S doit étre pair.
Désignons par ¢,y le mineur de [0, 0y] divisé par A, de sorte que

Cys' = — Cy's
et
(64) Csst[Bsy B50] = By,

Avec ces notations, nous pouvons définir un nouveau type de crochel
de Poisson [£, n]" de deux quantités £ et 1 par la formule

(65) [E: "]]*= [Ey TI] +[E; ﬂs]css'[e&': TA]‘

On voit aisément que ces nouveaux crochets de Poisson obéissent
aux deux premitres lois (40) et, aprés quelques calculs, on Ppeut
constater également qu’ils satisfont a la troisieme, c’est-a-dive a
I'identité de Poisson. Pour tout £ 'on a

(66) [57 65]*= [E’ 0_‘.] -+ [E7 9,\-']0515::[0x-r,,0s] = [’57 0‘\.] - [E: 0-\"] By = 0.

Pour comprendre la signification de ces nouveaux crochets de
. . S - , .
Poisson, prenons le cas ou les 0 sont 5 coordonnées ¢ et leurs conju-

gués p. On voit que les nouveaux crochets s’obtiennent a partir de la
définition (39) en omettant, dans la somme sur n, les termes qui
contiennent des dérivations par rapport a ces ¢ et p. En conséquence,

- S .
les nouveaux crochets concernent un systtme & N—= degrés de

liberté. On obtient les mémes crochets si, au lieu de considérer les 0
comme certains ¢ et p, on les regarde comme n’importe quelles fonctions
indépendantes de ces mémes ¢ et p. Dans le cas général, les nouveaux

. . N ey NS
crochets de Poisson se rapporteront également a un systéme a N — 5

degrés de libert¢, mais la réduction du nombre des degrés de liberté
s'effectue d’une maniére plus compliquée que la simple omission de
certains ¢ et p. ,

Supposons maintenant que les 6 soient tous des @ ou des y. (Tous
doivent appartenir & la seconde classe sans quoi A~xzo). Nous aurons
[8s, Da]~ 0 pour tous les s et Oy, d’ott

(67) val &, Bal" X val g, Oal ~ &

pour toute fonction g des g et des p. On peut employer les nouveaux



LES TRANSFORMATIONS DE JAUGE EN ELECTRODYNAMIQUE. 23

crochets de Poisson pour exprimer les équations hamiltoniennes du
mouvement. On obtient de cetic manieére une nouvelle forme des
équations du mouvement, qui est plus simple puisque le nombre des
degrés de liberté est réduit.

Tous les 0 sont maintenant nuls, au sens faible. Si nous n’utilisons
que les nouveaux crochets, nous pourrons supposer que chaque 0 est
nul méme au sens fort sans introduire de contradiction, puisque
d’apreés (66) les nouveaux crochets de 6 avec n’importe quelle autre
quantités sont nuls. Nous pouvons dans ce cas employer I'expression
forte 0,= o pour simplifier I'hamiltonien.

Nous pouvons prendre pour 0 Pensemble des Jg et des g Dans ce
cas, le déterminant A est différent de zéro. La démonstration de ce
théoréme est analogue a celle qui permet d’affirmer que la matrice (53)
est de rang B et consiste 4 admettre que le rang de A est T <~ Seta

former le déterminant

0, o [65, 827 ... [0, 0r]
[} 2. 2, U1

(68) ha [0— 0!] o [6~7 el‘] N
0'1‘+1 [61‘+17 91] [OT-H, 02] e [6T+1, ﬂT] )

On voit que ce délerminant est un 9 ou un y de premilre classe et
une fonction lindaire des @g et Agr C€ qui est en conlradiction avec
{

I'hypothese d’apres laquelle on a inclus dans la premiere classe le
nombre maximum possible de @ et de y. '

Ce choix des 0 permet la plus grande simplification des ¢quations
du mouvement qu’on puisse obtenir par cette méthode. On obtient
ainsi une théorie dans laquelle toutes les équations Qg et o sont des
équations fortes. L’emploi de ces équations peut éventuellement
permettre d’éhiminer (~0n1pléﬁomént certains ¢ et .

10. Quantification. — Pour quantifier un systéme dynamique qu’on
a étudié en Mécanique classique, il faut établir un systéme d’opérateurs
linéaires correspondant aux variables dynamiques classiques ¢ et p et
aux fonctions de celles-ci. [l n’existe pas d’opérateurs correspondant
aux variables classiques ¢ ou aux vitesses en général ou a n’importe
quelle expression qui contient 7. Les opérateurs agissent tous sur les
vecteurs W d’un espace de Hilbert, dont les éléments représentatifs dans
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une représentation sont les fonctions d’onde qui définissent les états
en théorie quantique. A des variables classiques réelles correspondent
des opérateurs selfadjoints.

L’analogie entre opérateurs linéaires et les variables classiques
correspondantes doit étre établie en accord avec deux principes
généraux. Utilisant la méme lettre pour désigner deux grandeurs
correspondantes, ces principes peuvent s’énoncer comme suil :

1. A des crochets de Poisson entre variables classiques correspondent
des relations de commutation entre opérateurs suivant les formules

[&, 1] correspond & 2= _ETI%ZGE’
2. A des équations faibles entre variables classiques correspondent
des conditions linéaires auxquelles sont soumis les vecteurs 1, suivant
la formule : '
X(¢,p)~o correspond 3 Xd¢ =o.

Le processus de passage de la théorie classique a la théorie quantique
n’est pas bien défini mathématiquement, parce que chaque fois qu'une
expression  classique contient le produit de deux facteurs dont le
crochet de Poisson n’est pas nul, l'ordre dans lequel ces facteurs
doivent apparaitre dans I'expression quantique correspondante n’est pas
défini. En pratique, sur des exemples simples il n’y a aucune difficulté
a fixer cet ordre. Dans des exemples plus compliqués cependant, il peut
se faire qu'il soit impossible de choisir cet ordre de telle maniére que
toutes les équations quantiques forment un ensemble cohérent, et dans
ce cas on ne pourra pas quantifier la théorie. Les méthodes actuelles de
quantification sont toutes du type des régles pratiques dont l’apphcatlon
a chaque cas dépend de criteres de simplicité.

Pour ne pas aliérer grossiérement la cohérence des équations
quantiques, on doit toutefois tenir’compte de certains traits caractéris-
tiques généraux du passage entre la théorie classique et la théorie des
(uanta.

Il existe en théorie classique un certain nombre d’équations U
(comptant les 'équations % ¢galement comme des équations @) qui
doivent étre transposées cn théorie quantique suivant le principe: 2.
Nous pouvons transformer linéairement les @ classiques au moyen de
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< la transformation (51) et les nouveaux @ peuvent étre utilisés tout aussi
bien que les anciens. Cependant, en effectuant la méme transformation
en théorie des quanta, nous devons prendre garde a placer tous les
coefficients y a la gauche des ¥. En théorie quantique, un @ général
est une fonction linéaire des ) donnés avec les coefficients placés a
gauche.
Des deux équations quantiques obtenues a I'aide du principe 2 :

on peut déduire
QQﬂal!J:O, QMQ?(«!J:O

et donc, d’apres le principe 1 :
[0, B2]¢ =c.

Cette relation correspond a l’équz_ltion faible classique

[, D]~ 0.

Nous pouvons en déduire que, pour que le passage i la Mécanique
quantique soit possible, tous les O doivent appartenir & la premicre
classe.

Etant donné une théorie classique a @ et  appartenant a la seconde
classe, on peut en déduire une théorie quantique en appliquant tout
d’abord une transformation du type de celle décrite au paragraphe 9,
qui transforme toutes les équations @g et yg en équations fortes. Ces
derniéres correspondent en théorie quantique a des relations entre
opérateurs, servant a définir certains d’entre eux en fonction des
autres. '

Les équations quantiques 4 = o ct y¥ = o obtenues en appliquant
le principe 2 a des @ et y de la premiére classe sont les équations
d’ondes de Schrodinger. La Dynamique classique ordinaire, a un seul @
de la premitre classe conduit a une seule équation de Schrodinger.
Dans la théorie générale, il y a une équation de Schrodinger pour tout
degré de liberté classique du mouvement. Dans ces équations, les
opérateurs correspondent tous aux variables dynamiques classiques
prises pour une méme valeur de . Les opérateurs qui se rapportent a
des valeurs différentes de = n’appartiennent pas au méme systéme
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algébrique et il semble qu'il n’y ait rien en Mécanique quantique qui
soit analogue a la dépendance de = des variables classiques.

On constate que la quantiﬁcatibh traite de la méme fagon les équa-
tions @ et les équations y de la premiere classe. La théoric quantique
ne peut pas distinguer entre les @ et les y, ce qui montre qu’elle
correspond a la théorie classique modifiée par le changement que nous
avons fait au paragraphe 8 pour rendre valable la condition d’intégra-
bilit¢ dans 'espace des phases. Une théorie classique pour laquelle
cette condition n’est pas remplie n’a pas d’analogue en théorie

quantique.

11. Application a la Mécanique relativiste. — La Dynamique habi-
tuelle, non relativiste, consideérc l'état d’un systéme a un instant
déterming, cet état étant défini par la donnée des valeurs des ¢ et des p.
Elle fournit des. équations du mouvement qui permettent de calculer
I'état d’'un systéme a tout instant a partir de P'état donné a I'instant
initial. Ces équations du mouvement, écrites au moyen des vitesses
homogeénes et sous forme hamiltonienne n’exige qu’un seul @ de la
premieére classe.

Pour obtenir une Dynamique qui satisfasse aux exigences de la-
relativité restreinte, nous devons établir un ensemble d’équations
également applicables a tous les observateurs ayant toutes les vitesses.
Si Pon travaille avec des instants, il faut considérer aussi des instants se-
rapportant a tous les observateurs. Un instant, dans ce cas, sera une
surface plane a trois dimensions dans espace-temps dont la normale se
trouve dans le cone-de lumiere. Un tel instant est décrit par quatre
paramatres, lrois pour fixer la direction de la normale ou la vitesse de
'observateur et le quatrieme permettant de discriminer les différents
instants d’'un méme observateur. ,

Une Dynamique relativiste qui considere de tels instants doit
permettre de calculer 'état du systéme en un de ces instants lorsqu’on
connait I'état a un autre. Elle doit fournir des équations indiquant
comment varient les variables dynamiques lorsque I'instant change.
Les équations du mouvement doivent encore étre applicables si nous
déplacons arbitrairement I'instant, en lui donnant une translation dans
lespace-temps ou en faisant varier la direction de la normale. En
conséquence, nous aurons besoin de quatre O de la premiére classe
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pour fournir les quatre degrés de liberté de variation de Uinstant

Les quatre parametres qui décrivent l'instant doivent étre traités
comme des ¢, soumis aux lois du mouvement (41) ou (57) comme les
autres ¢ et p. lls se distinguent des autres p et ¢ en ce sens qu'elles
conviennent mieux que les autres pour jouer le role de ¢ dans les
¢quations du mouvement, lesquelles donnent alors directement la -
variation des ¢ et des p lorsque Pinstant varie.

Il y a d’autres formes de dynamiques relativistes qui ne font pas
appel a la notion d’instant; elles ont été discutées par auteur dans les
Reviews of Modern Physics (vol. 21, 1949, p- 392). Il y a par exemple
la Dynamique ponctuelle, dans laquelle un ¢tat est défini par rapport a
un point de Pespace-temps. Cette forme exige également quatre @ de
premiére classe, correspondant aux quatre degrés de liberté de ce
point. Il y a la forme qu’on peut appeler frontale, qui exige trois @ de
premieére classe correspondant aux trois degrés de liberté d’un front
‘d’onde. Enfin, nous pouvons définir un état sur une surface générale
a trois dimensions du genre espace dans Uespace-temps. Cette définition
exige une infinité de © de premiére classe, correspondant a toutes les
déformations que peut subir une telle surface.

Dans toutes ces formes de dynamique, les variables qui décrivent le
point, le front d’onde ou la surface du genre espace, doivent étre
considérées comme des ¢, obéir aux Jois du mouvement (41) ou (57) et
conviennent tout particulitrement pour jouer le réle de ¢ dans les
¢équations du mouvement.

Les nombres de @ de premiere classe indiqués plus haut représentent
les nombres minima nécessaires pour construire une dynamique
relativiste du type respectif; il peut cependant y avoir d’autres @ addi-
tionnels. Par exemple, toute électrodynamique qui admet la possibilité
de transformations de jauge applicables aprés que les valeurs initiales
des g et des p ont été fixées, doit nécessairement avoir d’autres degrés
de liberté supplémentaires qui nécessiteront de nouveaux ) de premiere
classe.

Appliquons cette théorie générale a I'étude des transformations de
jauge en Electrodynamique. Pour simplifier autant que possible la
discussion, je considéreral uniquement les états définis sur des surfaces
planes, c’est-a-dire sur des instants, pour un observateur donné. Il est
assez facile de généraliser la théorie pour y inclure les surfaces courbes;
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les équations sont cependant plus compliquées et moins commodes pour
I'étude des effets qui nous intéressent.

Puisque nous avons pris maintenant une variable de temps ¢ bien
définie, il convient d’employer la forme de la théorie sans vitesses
homogénes. L’hamiltonien aura alors la forme (34). Un @ ou y de la
- premiére classe doit satisfaire a la condition que son crochet de Poisson
avec n'importe quel ¢ ou y et aussi avec f soit nul.

Pour la cohérence des équations du mouvement, il faut aussi que § et
les @ dans (34) appartiennent également a la premiére classe.

L’équation de mouvement pour une variable dynamique g quelconque
est, d’apres (41).

dg =g, Bldt +[g, Om]om dt,

On peut choisir les ¢ infiniment grands tels que ¢, dt = dyv,, ne soit
pas nul quand d¢ = o. Nous constatons ainsi la possibilité d’existence
d’une variation des variables dynamiques, suivant la loi

, ynamiques,

(69) dg: [ga Qm]dvmy

avec dy,, arbitraire, non accompagnée d’une variation correspondante
de ¢. Nos idées habituelles sur la Mécanique, selon lesquelles une
coordonnée dynamique ou une vitesse a toujours une valeur bien
définie a un instant donné, doivent donc étre modifiées. Ces grandeurs
sont indéterminées, aux effets des transformations (69) pres.

12. Le champ électromagnétique dans le vide. — Appliquons la
théorie générale précédente a I'Electrodynamique. Considérons d’abord
le champ électromagnétique seul dans le vide, avec une fonction de
Lagrange

L=— %fFEWFP-Vdm.

Les moments B, conjugués aux coordonnées dynamiques A sont
(70) , By & Fyo.
Les crochets de Poisson fondamentaux sont

[Ap, Al] =0,  [By, Byl =o,

(71) [Ay, Byl = guv ds(z — '),
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avec la notation
Ap.:: A}L(xls Lo, vx3>7 A:"‘—‘ Av(xlu x"l) w':i):
3w — ') = 8(z,— ) 8(x2— x%) 8 (@3 — ).

D’apres (70), nous avons
I 70)1

(72) Bo® o.

Cetlte équaiion ne contient pas les vitesses A,°; elle est donc une équa-
tion @.

Les équations du champ, qu’il faut maintenant écrire comme des
équations faibles, sont

(73) Fuy’ & o.
EI] posant ‘YJ. - 0, nous trouvons

Forxo (r=1,2,3)
el, par conséquent,
(74) B, "~ o.
Cette équation ne contient également pas de vitesses; elle est donc une
équation y. Il est facile de voir que les équations (72) et (74) sont les
scules équations O et y que comporte la théorie.
La fonction d’Hamilton est ‘

(75) H =f(BpA&*°+;—2-FWFHV>d3x.

Si nous éliminons les vitesses de cette expression a Paide des équa-
tions (70), c’est-a-dire en posant By o et A, x Ay, — B,, nous obtien-
drons la fonction 5 qui est faiblement ¢gale @ H. On a donc

(76) @=f(§ FroFre— LB, BA)dw

En utilisant (71), nous trouvons que

(77) { [Boy Byl=0, [B, Byl=o0, [B,, (Be)]=o,
77 ) [Bo, 8] =B, ~0, [B., B] =o.

. B, By et B,” appartiennent donc a la premiere classe.
D’apres la théorie générale, nous savons que H doit étre de la forme

(78) H=ﬁ+vaod:;x,
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ot ¢ est une fonction des parametres zy, &y, £;. 1l est intéressant de
vérifier qu’on peut déduire (78) directement de la définition (75) de H.
Puisque (78) est une équation forte, il faudra employer toujours des
équations fortes dans cette déduction. L’équation faible (70) nous donne
I'é¢quation forte
(Bp—Frp)(Br—Frm) =o.
Ainsi
I, 1 - .
(79) H :f{ By A0+ 2 Fy Fir— 2 (B,— Fro) (B — F) E &
=f B, Aw o L, Fro— LB Bt B, 7o Lt
Lt 6" > ’
- p+fBvoo e,

avec 3 défini par (76). Nous avons ici le résultat voulu (78), avec ¢ = A0,
Les équations du mouvement ne déterminent pas la valeur de ¢ ou A°°.
Nous voyons, d’aprés (71), que I'équation hamiltonienne du mouvement

A«):[Ao, 8] +f[A0’ By (Aooy ds g’

est satisfaite identiquement pour tout A°. Ainsi, quand toutes les
conditions initiales sont données, les valeurs initiales de A°(zy, 2., x;)
comprises, la variation de A° est arbitraire.

Nous pouvons méme considérer que A° peul varier sans variation
concomitante du temps. En appliquant I'équation (69) de la théorie
générale, nous obtenons le changement des variables dynamiques

(80) dg = [ olg, Baldw

qui peut exister sans changement du temps dans la solution générale
des ¢quations du mouvement. Ce changement donne une variation
indéterminée de A°, avec aucune variation des autres variables dyna-
miques. Ainsi les conditions initiales qui sont nécessaires pour déter-
miner une solution des é¢quations du mouvement ne devraient pas com-
prendre les valeurs initiales de A°.

La variation indéterminée de A° existe & cause des transformations
de jauge. Une transformation de jauge qui ne change pas les conditions
initiales est de la forme (6) avee S initialement nul. Elle ne change pas
les valeurs initiales des A", mais elle change les valeurs initiales de A° et
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les valeurs des A¥ a d’autres instants. Ainsi elle donne précisément la
méme liberté que celle qui découle de ’hamiltonien (78).

Les équations du mouvement qui se déduisent de la fonction
d’Hamilton (79) ne satisfont pas a la condition d’intégrabilité dans
Pespace des phases parce que, comme nous pouvens le voir au moyen
des équations (77), les By et 8 satisfont a la condition d’étre de la pre-
miére classe, seulement si l'on a les équations y (74). Pour rendre
valable cette condition d’intégrabilité (ce qui est nécessaire pour que la
quantification soit possible), on doit traiter les y, qui sont de premiére
classe, comme des ¢ additionnels de premiére classe et les ajouter a
Phamiltonien, avec des coefficients indéterminés ¢+ (21, s, ;). Nous
obtenons ainsi, au lieu de (78), hamiltonien

(81) H=p+va.,dsx +fv+Br"d”-3x.

L’eflet de ce terme additionnel de H sur les équations du mouvement
est augmentation de la variation (80) que les variables dynamiques
peuvent subir sans qu’il y ait changement du temps dans la solution
générale .
dg ::fq[g, Bo]d3x+[v+[g, B, db .
Ainsi ‘

dAs =fv+’[A-*‘, (ByrY | e = — s,

Un tel changement de A® conduit 4 un changement indéterminé de A,
sans changer Frs— As— A7,

Nous avons maintenant un changement des A qui correspond & une
transformation de jauge générale. Nous pouvons nous rendre compte
maintenant pourquoi I’hamiltonien (78) n’était pas satisfaisant au point
de vue physique. La raison se trouve dans le fait qu’il donnait lieu a des
équations de mouvement permettant seulement les transformations de
jauge pour lesquelles S est nul a linstant initial. Nous nous débar-
rassons de cette restriction sur S en généralisant 'hamiltonien sous sa
nouvelle forme (81). Nous pouvons simplifier ’hamiltonien (81). En
effet, nous pouvonsl’écrire

(82) H =f§%FrsF"*"-—;BrB"——Br’A‘);di*x—:« o B, d=‘w-~+—fv+B,~"d3x

:/_%%FT'SI‘"“\.’—“ ;BrB"}d:‘x +fVBod3x+‘/ ;Br"amw’
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avec un nouveau coefficient indéterminé ¢. Les coordonnées dyna-
miques A n’apparaissaient plus du tout dans (82) et ses conjuguées B,

s’y trouvent seulement dans le terme f ¢vBo d*z, dont Veffet consiste a

donner des variations indéterminées aux A® ¢t aucune variation aux
autres variables dynamiques. Ainsi nous pouvons négliger entidrement
les variables dynamiques A° et By, et écrire ’hamiltonien

(83) H:f{%F”Fw— %B,B"&cﬁx +f;B,rdsm

sans modifier les équations du mouvement. Les variables A® et By n’ont

plus de signification physique.

13. Le champ électromagnétique en interaction avec le champ de
Pauli-Weisskopf. — Le champ de Pauli-Weisskopf nous’donne, aprés
quantification, des particules chargées sans spin qui satisfont a la statis-
tique de Bose. Il est possible que de telles particules se trouvent dans
la nature comme des sortes de mésons. Ces particules sont les par-
ticules chargées les plus simples, et c’est pour cette raison que nous
commencerons avec elles 'étude de V'interaction des particules avec le
champ électromagnétique.

Le champ de Pauli-Weisskopf est décrit par une variable de champ ¢
qui est scalaire et complexe. Appelons U le conjugué complexe de .
La densité d’action pour ce champ en interaction avec le champ électro-
magnétique est ) ‘

(84) 2= (Tp—ie Ay D) (Yt ic Avd) —m2dd — % FuoFyo,

olt ¢ et m sont des parametres qui deviennent la charge et la masse des
particules apreés quantification.

En variant les vitesses 40, 49, A»® dans la fonction de Lagrangc nous
trouvons
(85) oL = f{ (To— ieAgD) BY0+ (Yo+ ie Ao) 80+ Fpug A | .

Les quantités de mouvement y, 4, B, conjuguées aux coordonnées
dynamiques ¥, ¥, A sont faiblement égales aux coefficients de d¢°
obo, dABe '
(86) LR bo—ichy, 7RG+ ieAoy, By Fuo

Nous avons toujours l'équation @, By~ o.
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Les équations du champ (10) nous donnent, en posant V = A :
Fuyrde{ (by— ie Ay )& — P(Yy+ ie Apd) |-
En prenant g = o, nous trouvons
(87) Byt de (74 —4y) ~o.

Cette équation ne contient pas de vitesses, elle est donc une équation y
ct représente la généralisation de .I'équation (74). Nous vérifions facile-
ment que les @ et les 7 sont toujours de premicre classe.
I’hamiltonien est
H=1,+H,

ot Hy est Phamiltonien du champ électromagnétique dans le vide,

donné par (73) ou bien (78) et (76), ct
(88) H._,=f{ Ao+ 7 00— (Pp— ie Ay Q) (Yo ie AbY) + m2 QY | .

Nous pouvons mettre Phamiltonien sous la forme (78), avec une nou-
velle fonction 3 qui ne contient pas de vitesses, de la maniere suivante.
Nous devons employer uniquement des équations fortes. D’apres (86),

nous avons

(Boie Ao — ) (b ioAvk 5 7) = o
En ajoutant cette quantité a I'expression (88) de H., nous trouvons

(39) = [ = (B ie A B) (s e A7)
+mrld e Ao (Ty — yb) | b -

Cetle expression de Hy est de la forme voulue, puisqu’elle ne contient
pas de vitesses. Hy est toujours égal a (79). Ainsi H est de la forme (58),
avec B augmenté par I'expression (8¢9) de H,.

Pour que les équations du mouvement satisfassent a la condition
d’intégrabilité dans I'espace des phases, il faut traiter toujours les ¥
comme des @ de premicre classe et les ajouter a H avec des coefticients
_indéterminés. Ainsi, il faut ajouter a H le terme

(90) [ ie (13 —37) | e

INSTITUT HENRI POINCARE. — XUI, 1, 3
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Nous obtenons de cette fagon un hamiltonien qui donne des équations
du mouvement permetlant des transformations de jauge générales.

Les termes de H qui contiennent A, sonl

[ tienaEr— ) oA i = [N e (B = 70) — b | b

Ces termes peavent ¢ire compris dans Pexpression (o). avee un nou-
veau coefficient ¢. Ainsi les variables A, disparaissent de H, et les
variables By restent sculement dans le terme [VBO * x qui produit des

variations indéterminées dans A,. Nous pouvons encore une fois négliger

les variables Ay et By, et travailler avee Phamilionien

(9 H= /)%[’mF'W——%BrB"—f—y_i

— (Lp—ie A, Y) (U ie A7Y) + m2 T : dix

L

-;—f; CB e (g —Ty) ) dia.

Il y a toujours unce indétermination dans le mouvement a cause du
coefficient arbitraive ¢ dans H. Nous pouvons ¢liminer cette indétermi-
nation en introduisant des conditions supplémentaires dans la théorie.
Ces conditions supplémentaires seront des équations faibles qu'on peul
traiter comme des équations O additionnelles, et elles doivent éire telles
que les équations (87) deviennent Loutes de deuxieme classe, tandis que
Pexpression (g1) de H reste de premiere classe quand les ¢ sont bien
choisis. 1l y a nawrellement beaucoup de manicres différentes de
choisir ces conditions supplémentaires. Nous considérerons deux exem-
ples mtéressants : }

Nous pouvons prendre en premier licu les conditions supplémentaires
suivantes .

(92) ‘ Ao

Si nous développons les potentiels A, en série de Fourier, nous pouvons
décomposer A, en une partie longitudinale et une partie transver-
sale. L'¢équation (g2) exprime que la partic longitudinale de A, est |
nulle. A Taide des équations (92) et (87) nous pouvobns ¢liminer les

coordonnées dynamiques qui se rapportent a la partic longitudinale
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de A, et leurs quantités de mouvement conjuguées. Nous obtenons ainsi
I'élimination des ondes longitudinales du champ électrodynamique,
comme Fermi I'a fait dans son élecirodynamique quantique.

Nous pouvons élablir une théorie équivalente a cette élimination des
ondes longitudinales a I'aide de nos méthodes générales, sans employer
une résolution de Fourier du chamyp électromagnétique. Effectuons une
transformation des crochets de Poisson par la méthode du paragraphe 9,
en prenant pour les 0 les premiers niembres de (87) et (92). Nous avons

ainsi deux O pour chaque valeur de . 2y, 2.
(93) 0= B de (70 — 3y ), = A,

Les coefficients ¢ du paragraphe 9 se rapportent chacun a deux 0, et
il faut les écrire
e (zz'), cra(az’), co(zx'), Cos(zX"),
ou z signific xy, 2y, x4y oL 2 signitie 2.2, &, Ges coelficients doivent

/

satisfaire aux conditions (64) du paragraphe 9, qui sont

f ven(@x’) [0, U]+ ear(wa’) [ Do, 01| § P = 83(a"— 2”),

S tenta ) [0, 0]+ can(a) [0, 01]; o =0,
(94) _
f{Cn(Jm”)[Ou 03]+ car(aa) [0, 03] L =0,

>

f{m(m')[u,, 00] + coa(wa’ ) [0, 03] | dar'=

s(2'— ")

Nous avons

[0y, 05] = o, [ 02, 05] =0,
(95) (04, 03] =—[0s, 07 ] =B, (A ) ’
g s
dx, dxy

=-—&rs a:: «L'—'-’L',)‘:;——Vza:;(-t—.’lll).

En substituant ces valeurs dans (74), nous trouvons

cn(ex’) = caa(xd’) = o,

L —a |,

(1‘12(1'.17’) = — C‘gi(x‘x) = =1
A7

ot |z — /[ signific la distance entre les deux pointsay, 2, 2, e\, 2, .
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Les nouveaux crochets de Poisson sont

(96) [& n]* =[5, fx]+ ﬂ{lc, 4] [0, a] —[5, 'Jz][O ylfle—a [Tt die Ba

Ainsi
N 5 92 1
[A7, B " = g7 §(w — o’ )_de,'dzw P— )
e le 0 1 A
(97) [z, B = RN ET
R

Tz, (& —a |

Les crochets de Poisson fondamentaux qui sont indépendants de ceus-ci
ne sont pas changés par la transformation.

Avec les nouveaux crochets de Poisson nous pouvons changer les
¢quations (87) et (92) en équations fortes. Ainsi le deuxieme terme
dans Pexpression (1) de H disparait. Nous obtenons une forme de Ia
théorie ot Ueffet du champ de Coulomb apparait dans les équations
comme un changement des crochets de Poisson.

Au lieu des conditions supplémentaires (92 ), nous pouvons prendre
‘les conditions

(98) 4 b—dro

de fagon que ¢ soit réel. Nous pouvons faire encore une fois une trans-
formation des crochets de Poisson, en prenant pour les 0 les premiers
membres de (87) et (98). Cependant, il est plus simple de passer
d’abord des variables dynamiques ¢ et  aux variables.réelles R et ~,
définies par
(99) b= Rev.
Les quantités de mouvement P et p conjuguées a R et y satislont a -
PdR +ody =y dy +ydy
' = g (dR — Ridy)e—t7+ 4 (dR + Ri dy)elY,
done
(P =y e—iY+ yeit
(100) ) =g g, P
¢ =—iRye Y+ iRyeit=— i(xy — 1Y)

Les équations (87) et (98) deviennent, avec les nouvelles variables,
(101) . B,r—eg
(102) ) it
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Nous pouvons employer ces équations pour ¢éliminer enlicrement les
variables dynamiques conjugudes y et p de la théorie. I’hamiltonien (g1)
devient, a 'aide de (g9) et (100),

(1 I A S N
(103) H = f-;ZF,-A-F"*——EB,'B'—-fZ(P-—i—.c-R, )

—[Rp+ iR(vp— eA )] [Rr— iR(y7— e A7)] + m2R2 ; B

+f;(B,-"——e;)z/“;1)
f J el = LB Pt e (B
4 ‘4

— Ry RA— e2R2A, A7+ m2R? 2 D

+j 1y (13.)1“+f()~2(B,~"——6.5)(13‘%,

avee certains coefficients ¢ ot ¢y, Nous devons choisir ¢ tel que (102)
reste toujours valable. Il en résulie ¢y~ o0, et ainsi le dernier terme
de (103) est fortement égal a zéro. L'avant-dernier terme de (103) a le
seul effet sur les équations du mouvement de faire varier g de la bonne
facon, pour que (1o1) reste toujours valable: nous pouvons négliger ce
terme quand nous abandonnons les variables + et o de la théorie. Nous

avons done finalement pour Fhamiltonien

(10 I __fgi s /\*‘P Broe - P)
1) 1% 7

I ) \
-, e R2( B, 22— R, Rr— e2R2A A7+ m2R2 ) B,
4

Nous avons obtenu ainsi une nouvelle forme de la théorie de
I'interaction du champ de Pauli-Weisskopt et du champ électromagné-
tique, ot le champ de Paunli-Weisskopf est déerit par une fonction
réelle R. Gette nouvelle forme est vemarquable paree que Uhamiltonien
contient un terme en e~2 qui ne diminue pas quand la”charge dlec-
(rique ¢ déeroit. Ainsi la théorie des perturbations ordinairves qui
emploie des développements en série de puissances positives de ¢ n'est
plus valable.

La nouvelle forme de la théorie est certainement équivalente a la
forme ordinaire en Mécanique classique, parce qu'elle conduit aux
mémes équations du mouvement. Aprés quantification. il n’est plus

certain que les deux formes soient tout a fail équivalentes. parce que
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Pordre des facteurs dans H devient important et pourrait perturber la
transformation d'une forme a Lautre. :

I4. Le champ électromagnétique en interaction avec des électrons
a spin. — Considérons un champ déerit par une fonction 4 a quatre

composantes complexes, el prenons pour la densité d’action

-~ T . e . —_ . 1 .
(10h) £ =R { V(W +eAW) + Lo, ({4 e Ard) + mba, b — y Fy oy,
{

ott R signific « partie réelle dé », et les 2 sont les matrices 4 < 4 qui
décrivent le spin d’un ¢lectron. Ces a sont multipliés avee & a gauche

el avec ¢ a droite selon la loi de muluplication des matrices; ovdre

des facteurs ]J o et bodans (105) est done important. Formons Phamil-
tonien de cette densité daction. La quantification de cet hamilionien
avee des relations d'anticommutation a la place des relations de com-
mutation pour les variables ¢ et leurs conjuguées nous donnera la
théorie du champ électromagnétique en imteraction avee des éleetrons
{Uspin. v

En variant les vitesses 40, Lp", Av dans la fonetion de Lagrange, nous

lrouyons

(106) L= f g RiT 340 Fryy om0 Lo

=j' %i (T30 U 30) 4 Fug A0 ; d*x.

Les quantités de mouvement y, 7, By conjuguées anx coordonnées

dynamiques 4, Lo A% sont faiblement égales aux coefficients de dd°,

7

a0, gAY done .
.- - 1,

(107) - . VAR ;l"g, x%——;l'!g,

(108) By A Fuo,

v a naturellement quatre composantes, qui correspondent aux qualre
composantes de . Les ¢quations (107) ne conticnnent pas de vitesses et
sonl ainsi des équations .

Dapres (108) nous voyons que nous avons toujours P'équation €)

(109) : : By~ o.
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Les équations (109) ne contiennent pas de vitesses el sont ainsi des
équations 0. '
Les équations du champ (10) nous donnent, en posant V=AY :

Foy s e L.

Done

(110) - B+ edb o

Cette ("<|ua|linn ne contient pis de vitesses: elle est done une (*(lunli(m /.

Nous voyons facilement que (109) et (r10) sont de premidre classe. Les

¢quations (107), par contre, sont de deuxieme classe, puisque le erochel
. . 1

de Poisson d'une composante de 7 — ilL}J avee la composante corres-

e
pondante de 5! ¢ n'est pas nul.

L'hamilionien est H=H,; -+ H,, ot H; est I'hamiltonien pour le

champ électronagndtique seul. donné par (=8) et (=6), el
kel I N/ /

o/

(rir) = / Lyb ey 0 RY[IV - e AV 2, (Y 4 e A7)+ my U] | dr.

I faut éliminer les vitesses de cette expression, en employant seulement
des équations fortes.

Nous obtenons des équations du champ (ro). en posant V égal a une

des composantes de b, équation faible

T, T 1. I
- Ly N ap bRy 5 (W04 e AV 4 T o b+ e 0, AT 4 moay, b,
) 2 ' ot P ’

qui se réduil &

(112) 40+ e A0 — o, (i7" + e ArL) + ma, b R 0.

Ainsi, a I'aide de la premiere des équations faibles (107), nous obtenons
Iéquation forte

(113) (20 +0) {10+ e AV — 2, (i e APY) + may Y | = o.

En ajoutant la partie réelle du premier membre de (113) a I'expres-

sion (111) de Hy, nous trouvons

(114) ]{2=j Raiy {én\w +;z,-(i'.[;"+ ATV + may, bl die. .

Les vitesses ont disparu de cetie expression.
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Avant quon puisse quantifier cette théorie, il faut éliminer les @ de
deuxiéme classc. Pour cela, effectuons une transformation des crochels
de Poisson, comme celle du paragraphe 9, avec les 0 suivants :

- I .- .
(115) ﬂm=*/_a——;z%%o, V20 =70+ > ibar o,

ot I'indice @ se rapporte aux quatre composantes de ¢ ou de . Ces 0
ont les erochets de Poisson

(116) [lsq, 075 ]= o, [0a2q, 05, ] = o, [O1a, Vo] =— 1 8ap 83(x — 2').
Les coefficients ¢ se rapportent chacun a deux 0, et il faut les éerive
Clanp(22'),  cran(2x'),  c2ap(22'),  cran(zx).

s satisfont aux équations (94) avec les indices a, b, ... insérés Ia ou
c’est nécessaire. Nous trouvons facilement que

craip(2x’) = o, C‘:a‘:b(ﬁ?'):(},

Craop (22") = — copra(22') =1 843 83(x — &').

Les nouveaux erochets de Poisson sont done

[5 n] =[5 'ﬂ]+iz"f{[5> O1a][02ay 0] —[% D20 ] [01as 0]} 2.

Done

[ T¥o =0,  [do, 43]"=0

(117) T
( ['\!’u; dfrb]* =—13,, 63(1‘—— .Z").

Quand nous travaillons avee les nouveaux crochets de Poisson, nous
pouvons considérer les équations (107) comme des équations fortes.
Nous pouvons employer ces ¢quations fortes pour faire disparaitre les

variables y et y de la théorie, ce qui fait que (114) devient
(118) H, =f— RY{e A + 2, (i 4+ e A7) + may, Y| dP .

Les crochets de Poisson (117) et ceux des variables du champ électro-
magnétique sont maintenant les seuls crochets de Poisson fondamentaux
qui soient nécessaires. ’

Pour que les équations du mouvenment satisfassent a la condition
d’intégrabilité dans 'espace des phases, et pour qu’elles permettent des

transformations de jange générales, il fant traiter 'équation (110) comme
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une équation’ O de premicre classe ; il faut done ajouter & Phamiltonien

le terme

(119) . S B eby) @i, -

avec un coefficient ¢+ indéterminé. Les termes de H qui conticnnent A°

sonl

~

j {_@erqJ_,_|3,4Ao;»}d:sx=_on(e@'.‘p_,_B,,r) dix.

Ces termes peuvent étre compris dans Pexpression (119) avec un non-

veau coefficient ¢. Ainsi les variables A disparaissent de H, et les
variables B, restent seculement dans le terme | 0B, d3 2 qui produit des

variations indéterminées dans A°. Nous pouvons encore une fois
négliger les variables A° et By, et 'hamiltonien devient

(120) H= (L g, Frs— LB B RT[ap(idr 4 e A7 +man]
| J Z e ‘ 7

+j S(Br— ey dia.

Comme dans le cas du champ de Pauli-Weisskopf, il v a toujours
1 pt, 1l y ]

une indétermination dans le mouvement a cause du coefficient arbi-

traive ¢ dans H, et nous pouvons tonjours ¢liminer cetie indétermi-
nation en introduisant des éguations supplémentaires. Nous pourrions
prendre encore une fois les conditions supplémentaires (g2) et les
utiliser pour éliminer les ondes longitudinales du champ dlectro-
magnétique. ‘
Y a-t-il d’autres conditions supplémentaires qui correspondent aux
conditions (98) ou (102) du cas de Pauli-Weisskopf? Naturellement, il
n’est pas indiqué de détruirve la syméirie entre les quatre composanles
de ¢, et cela fait qu’il n'est pas facile de trouver une fonction complexe
qui puisse prendre la place de la scule fonction ¢ dans (98). 1l n’est
pas possible de construire avee les quatre 4 une fonction complexe qui
soit invariante par rapport aux transformations de Lorentz; on peut
cependant construire une fonction qui soit la composante zéro d’un
veeteur dans espace a quatre dimensions. Nous pouvons uliliser cette

fonction dans notre théorie sans contredire la relativite. parce que
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Taxe 2y est déterminé par les surfaces a trois dimensions sur lesquelles
nos élals sont donnés.

I est commode pour ce point d’employer la notation des spincurs.
Les quatre composantes de & sonl (Eqﬁi\'alonls a deux spincars, 'un

ayant les composantes 4y, by, Pautre les composantes L; s La fonetion

(121) s=U b+ by

est Ta fonction voulue, -composante zévo dun veeteur. Nous pounvons

done prendre la condition
(122) Z—3R0

pour remplacer la”condition (98) et nous trouverons une nomelle forme
pour Phamiltonien qui donne I'interaction du champ électromagnétique
avec les ¢lectrons. '

I faut étudier toutes les formes diflérentes de la théorie pour voir
s'iby ena qui soient avantageuses pour la discussion du probleme des
mfinis. Ges formes sont toutes équivalentes dans la théorie classique,
mais apres quantification il n’est plus certain qu'elles le soient, parce

que des différences contenant le facteur /o peuvent appavaitree.




