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Le principe du bilan détaillé

par

W. HEITLER.

1 . Introduction. - Le principe du bilan détaillé est souvent employé
pour démontrer la deuxième loi de la Thermodynamique. Il est aussi très
utile dans la physique des particules élémentaires. Il s’agit de comparer
les probabilités de deux processus inverses A-B et B-A, ou A caractérise
complètement un état quantique à deux particules (particules élémentaires
ou molécules); par exemple A décrit la quantité de mouvement des deux

particules .Pi et P2’ les directions des spins et des moments cinétiques
de chaque particule, etc. B est un autre état caractérisé de la même

manière. Le principe du bilan détaillé est valable si les probabilités pour
les transitions A -~ B et B « A sont égales :

(l) wBA = WAB.

En Mécanique quantique, ce principe est valable s’il est fait usage de ce
qu’on appelle l’approximation de Born. Cette approximation est très
bonne dans beaucoup de cas et c’est la raison pour laquelle on emploie
si largement notre principe en Thermodynamique.
Hamilton et Peng [1] ont été les premiers à montrer que le principe

du bilan détaillé n’est pas toujours valable en Mécanique quantique ( s ~.
Dans un travail ardu concernant le processus mésique hv -~- P - N + ~+,
ils ont montré que le principe est violé à cause des effets de freinage.
Cette violation ne concerne que le spin du nucléon, mais non les quan-
tités de mouvement des particules. Cependant, si l’on prend la moyenne

(’ ) Boltzmaou avait déjà montre que ce principe n’était pas valable en Mécanique
classique dans le cas d’une collision de deux molécules dissymétriques.
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sur les différentes directions du spin, un certain bilan, qui n’est plus
entièrement détaillé, est rétabli. Le fait que le principe du bilan détaillé
n’est pas toujours exactement valable, nous oblige à reconsidérer le

problème de l’équilibre statique. Il importe de savoir dans quel cas il est

possible de déduire la probabilité d’un processus B -~ A, si la probabi-
lité WBA du processus inverse A -~ B est connue.

Envisageons tout d’abord un modèle très élémentaire, à partir duquel
on puisse entrevoir tous les théorèmes que nous démontrerons par la
suite. (Je crois qu’un exemple semblable a été déjà considéré par

Ehrenfest.) Il s’agit d’un modèle à deux dimensions. Nous supposons
que des particules, qui ne peuvent se déplacer que dans un plan, ne

possèdent que quatre directions différentes de quantités de mouvement,
à savoir les directions + x, - x, + y, - y. Toutes les quantités de
mouvement sont supposées de même grandeur. En outre, nous suppo-
sons qu’un certain nombre d’obstacles fixes, parfaitement élastiques,
ayant tous la forme d’un triangle rectangle isoscèle, sont répartis dans
le plan en conservant tous une même orientation :

Ftg.A.

Les collisions élastiques produisent les transitions suivantes,

Fig. B.

~ 

Les probabilités de ces transitions sont proportionnelles aux sections
efficaces correspondantes de l’obstacle, qui sont ici toutes égales.
Aucune autre transition n’est possible, leur probabilité est donc zéro.
Nous pouvons immédiatement, constater que le principe du bilan détaillé
n’est pas satisfait. Par exemple, la probabilité (1:)-.1::.1: est une grandeur
finie (égale à une constante a), mais = o :
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Néanmoins, il est facile de voir qu’un équilibre statistique est réali-
sable. Supposons que nous n’ayons tout d’abord que des particules -1- x~
Par suite des collisions, nous aurons, au cours du temps, des parti-
cules - x, puis des particules + y, et enfin - y. Si les nombres de

particules de chaque impulsion sont à un instant donné égaux (équilibre
statistique), l’équilibre sera maintenu, parce que, par exemple dans le cas
des particules -f- x, une diminution du nombre de ces particules, qui
correspond aux collisions x ~ 2014 x, est exactement compensée par l’aug-
mentation du nombre des particules effectuant les collisions-y--~-~-x~
Plus généralement, si l’on a un équilibre où les nombres des particules
dans chaque état A, B, sont égaux, il est évident qu’il suffit, pour main-
tenir cet équilibre, que la somme des probabilités des transitions d’un
état déterminé A à tous les autres états B, soit égale à la somme des

probabilités des transitions de tous les états B à l’état A :

(3) 03A3wBA = 03A3wAB ( pour ch aque A ).
B B

Dans notre exemple ci-dessus, un seul terme de chaque somme est
différent de zéro (~~_,~~,~- c~y~_.~.). Nous verrons par la suite, que les
conditions (3), qui sont beaucoup moins restrictives que le bilan

détaillé ( 1 ), sont généralement une condition suffisante pour l’augmen-
tation de l’entropie et la permanence de l’équilibre statistique. Puis
nous démontrerons que les conditions (3) sont toujours exactement
satisfaites en Mécanique quantique et dans la théorie des champs quan-
tifiés. Les conditions ( 3 ) ont tout d’abord été établies par Stückelberg [2].

Il est évident que dans notre exemple, la non-validité du bilan détaillé
résulte de la dissymétrie des obstacles. Pour un obstacle symétrique,
par exemple, de forme carrée D, le bilan détaillé est valable. Mais nous
pouvons déduire encore un autre théorème, valable aussi généralement,
si nous considérons des obstacles dissymétriques orientés de différentes
façons :

Fig. C.

Pour une certaine orientation déterminée, la condition du bilan

détaillé n’est pas satisfaite. Considérons alors la moyenne sur les quatre
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types d’obstacles des probabilités de passage entre deux états bien

définis des particules, par exemple

w-x|x = I 4(w1-x|x+w2-x|x+w3-x|x+w4-x|x ),

où l’indice k = I, 2, ... , 4 désigne les différents obstacles. On a

w-x|x= I 4(w1-x|x + w2-x|x) = I 2 a.

Pour le processus inverse :

wx|-x=I 4 03A3wkx1-x= I 4(w3x|-x + w4x|-x) = I 2 a,

k 
’

nous avons donc ici

(4) 

C’est un bilan semi-détaillé. Si l’on prend certaines moyennes sur les
directions des quantités non symétriques, on peut donc rétablir un
certain bilan.

Dans leur travail, Hamilton et Peng ont démontré que le bilan

détaillé - il s’agit en réalité d’un bilan semi-détaillé - est rétabli si

l’on prend la moyenne des diiérentes directions du spin du nucléon.
Nous verrons ci-dessous que ce bilan semi-détaillé correspond à un
théorème très général. 

,

2. Démonstration des conditions de Stückelberg en Mécanique quan-

tique. - Nous allons démontrer maintenant que les conditions de

Stuckelberg sont toujours valables dans le cas de collisions entre deux

particules libres. La probabilité des transitions tend ici vers zéro, si le
volume dans lequel les particules sont renfermées tend vers l’infini. Le
cas des transitions entre niveaux d’atome, où les raies ont une largeur
finie, est beaucoup plus compliqué et le problème de la deuxième loi de
la thermodynamique n’a pas encore reçu une solution définitive. La
démonstration des conditions de Stückelberg découle directement de la
théorie exacte des collisions. Considérons l’équation d’onde

(H0 + H’)03C8,

où Ho est l’énergie des particules libres, H’ leur interaction produisant



7I

les collisions. Il n’y a collision, entre des particules libres, que si les

énergies des pa.rticules avant et après le choc sont les mêmes. On peut
alors transformer l’hamiltonien de telle sorte que le nouvel hamiltonien

ne possède plus que des éléments de matrice sur la couche d’énergie :

/~ ~ 
/ T-1 ( Ho + H’) T = H’o + K,

(5) ( 03C8’ = T-103C8, i03C8’ = (H’0 + K)03C8’,

H’0 diffère de Ho par l’énergie propre de chaque particule. K est donné
d’habitude par une série de matrices composées, développée selon la

constante de couplage. K a des éléments de transitions KAV sur la couche
d’énergie, où A, B, sont des états propres de Hô, et de même énergie H~. .
K est une matrice hermitienne, T une transformation unitaire. Il s’agit
de trouver une solution de (5) telle, que le système des deux particules
soit dans un état initial 0 si c~’(-~-oo ) est alors la matrice
unitaire S. Les carrés des éléments de S donnent la probabilité des
transitions. On peut expliciter S en fonction de K de la manière sui-
vante. Il est bien connu que la partie non diagonale de S, c’est-à-dire
l’amplitude de la probabilité, découle de l’équation intégrale

U = K- izi K p U

ou, comme équation de matrice :

UAO=KAO- i03C003A3 KAB03C1B UBO,
n

où p est la densité des états d’énergie, c’est-à-dire que pdE est le

nornbre des états quantiques dans l’intervalle d’énergie dE. (p est une
quantité différentielle et contient, par exemple, l’élément d’angle
solide dQ dans la direction de la quantité de mouvement. ) Avec la
définition

nous obtenons °

(6) 

S est définie par 
-

(7) 

et à partir de ( 6 ) nous obtenons 
’
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et 
_

(9) 
I + i03C0 K

La probabilité pour la transition 0 2014~ A est donnée par

03C1AwAO = 203C0 03C1A| UA0 |2.

(Jci 03C1AwAO est la probabilité de transition d’un seul état 0 dans tous les
états A contenus dans l’élément différentiel wAO est la moyenne des

probabilités dans un seul de ces états A). Si l’on peut négliger le terme
/7rK au dénominateur de (9 ) (ce terme décrit souvent les B effets de

freinage), nous avons U == K, et puisque R et K sont hermitiens, nous
obtenons

(10) > {|UAO |2 = |KAO|2 = |KOA|2 = |UOA |2,
wA0 = wOA.

Le bilan détaillé est donc valable ici. C’est toujours le cas à l’approxi-
mation de Born (2). Mais ceci n’est pas vrai en général. Montrons
maintenant que les conditions moins restrictives de Stûckelberg sont

généralement valables.
S est une matrice unitaire, d’où

SS+= S+ S =1,

c’est-à-dire

03A3SOA S+AO =
A A

ou

(ri) 
A A

Si nous faisons usage de (7), ( i) devient

| U0A|2 = |UAO h
d’où

|UOA|203C1A = 03C1A|UAO|2

( 2 ) A »approximation de Born on ne considère que le premier ordre dans le dévelop-
pement de K et les effets de freinage sont toujours négligés.
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(po est un facteur commun ), nous obtenons donc

(1-2) 
A A

car le terme woo est le môme à droite et à gauche.
L’équation (12) exprime les conditions de Stückelberg.

Il. La deuxième loi de la thermodynamique. -- Nous avons déjà vu
dans un cas très spécial, que les conditions de Stückelberg sont suffi-
santes pour qu’un équilibre statistique puisse s’établir. Démontrons

, 

maintenant qu’elles sont aussi suffisantes pour une augmentation de

l’entropie dans le cas le plus général. Stückelberg [3], dans sa démons-
tration, utilise un cycle fermé de processus 0 -~ A -~ B -~ ... --~ 0

(retournant à l’état initial) et démontre que l’entropie augmente t.oujours
si les conditions (12) sont satisfaites. Il s’agit d’une généralisation des
considérations bien connues dans le cas du bilan détaillé, où l’on ne

considère que le cycle fermé 0 -~ A ~ 0. Pauli a donné une seconde
démonstration qui a l’avantage d’être plus directe et plus simple, et

c’est ce chemin que nous allons suivre.

Considérons un gaz de particules libres enfermées dans un volume V.

A.ppelons n, m, ... les états quantiques possibles d’une de ces parti-
cules, n, m, ... décrivant complètement les différents états, et soit

encore Nn le nombre des particules dans l’état n. Supposons qu’il y ait
des collisions entre les particules et appelons wn’m’|nm la probabilité
pour la transition n, m - n’, m’. La variation du nombre des particules
N,, est alors donnée par

(13) dl .

mn’m’ mn’m’

Le premier terme du membre de droite correspond à la diminution de
Nn par les collisions des particules dans l’état n, avec toutes les autres
particules dans m, le deuxième terme exprime l’augmentation de N,i
due aux collisions des particules dans les états n’, m’ quand l’une des
particules, après le choc, se trouve dans l’état n. Naturellement
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L’entropie est donnée par
(I4) S # - k03A3Nn log Nn

n .

et sa dérivée

( I5 ) dS dt = - k dNn dt log Nn - k dNn dt.

(Le deuxième terme de droite est zéro.)
Si nous substituons ( 1 3 ) dans (1 5 ) nous obtenons

dS dt = k (wn’m’|nmNnNm logNn 2014 wnm|n’m’Nn’Nm’ log Nn),

ce qu’on peut écrire

dS dt = k 03A3 (wn’m’|nmNnNm log Nm-wnm|n’m’Nn’Nm’ log Nm)
nJn n’ m’

puisqu’on somme sur tous les n et m et que wn’m’|nm ne dépend pas de
l’ordre des indices n, m : :

wn’m’ |n m = wn’m’|m n.

Ajoutons ces deux équations

dS dt = I 2k 03A3 (wn’m’|nmNnNm log NnNm - wnm|n’m’Nn’Nm’ log NnNm).
. 

nm n, ,n,

Nous voyons qu’il intervient toujours des produits NnNm.
Désignons par A les différentes paires d’états 11, m. NnNm ~ NA,

(I6) dS dt = I 2k 03A3(wB|A NA log NA - wA|BNB log NA).
A, n

On peut permuter les indices du second terme de droite A --£ B (on
somme sur tous les A et B )

(I7) dS dt = I 2 k 03A3wB|A(NA log NA - NA log NB).
À,B

Supposons maintenant valables les conditions de Stückelberg :
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Il s’ensuit que _

03A3wB|A NA,
A, B À A, B

ainsi 
’

(19) 
’

A,n

Retranchons cette équation de ‘ls (17). La dérivée de l’entropie s’écrit
alors 

’

(20) dS dt = I 2 k wB|A(NA log NA - NA log NB - NA + NB),

wB| A est toujours positif, et il est facile de voir que
( 21) NA log NA - NA log NB - NA + NB~o.

En effet, cette expression est de la forme

C3 qui peut s’exprimer à l’aide de l’intégrale .

L(x, y) = xyd03BE(log03BE - logy).
Si x > y, 03BE est toujours > y et l’intégrale est positi;e. Si xà y,

log03BE - logy  o, mais l’intégrale est aussi positive, puisque la limite
supérieure d’intégration est plus petite que la limite inférieure. Ainsi la
fonction L(x, y) est toujours positive. Le membre de droite de

l’équation (20) est donc toujours positif (ou zéro), d’où

(22) dS dt 
~ o.

Les conditions de Stückelberg sont donc suffisantes pour assurer la
validité de la deuxième loi de thermodynamique. La preuve est un peu
plus compliquée que dans le cas habituel, où le principe du bilan
détaillé est admis.

4. Théorèmes du bilan semi-détaillé. - Dans notre exemple (§ 1),
nous avons vu qu’un bilan « semi-détaillé )) peut être rétabli si l’on

considère la moyenne sur toutes les orientations des obstacles non
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symétriques, bien qu’un bilan détaillé ne soit pas valable. En général,
un bilan détaillé ne sera pas valable si les particules considérées ne sont
pas symétriques. En Mécanique quantique, cette dissymétrie correspond
au moment cinétique propre ou spin des particules. Dans leur investi-
gation, Hamilton et Peng ont montré que les probabilités des deux

processus inverses ne sont pas égales mais diffèrent
par un terme qui dépend du spin du nucléon. Cependant, si l’on prend
les moyennes sur le spin avant et après la collision, on trouve que les
probabilités w sont égales

lcv .

On peut s’attendre à ce que cette propriété soit générale. Nous voulons
démontrer qu’un tel bilan semi-détaillé est toujours valable si l’on prend
la moyenne des différentes directions du moment cinétique des parti-
cules. En outre, nous déduirons une nouvelle relation entre un processus
et son inverse [éq. (39)]. Dans ce but, nous utiliserons, suivant

Coester [3], l’invariance des lois de la Mécanique quantique par rapport
aux inversions simultanées du temps t-+-t et des coordonnées

spatiales, x--x, etc. Le cas simple non relativiste est tout à fait

suffisant pour démontrer les propriétés d’invariance. Considérons le cas
de plusieurs particules, et l’hamiltonien correspondant, sous la forme la

plus générale :

(23) H = {I mi(pi - eA(ri))2 + ei 03A6(ri)} + V(| ri - rk |)

ainsi que l’équation d’onde

(24) ih~03C8 ~t = H03C8.

(nous envisagerons ensuite le cas des particules avec spin). Lors de la
transformation

(z5) t~= _ t~ x,=_ x~ ,Y~= _~~,~ Z’ = - Z,

px=- i ~ ~x change de signe, A’x= Ax ne se renverse pas (Ax change
de signe lors de l’inversion du temps, parce que A est produit par le
courant, et change de nouveau de signe lors de l’inversion des coor-
données spatiales). 03A6’ = 03A6 et V’ = V (V ne dépend que du carré des
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distances des particules). d‘~ _ °~; change de signe. Pour rétablir la
forme (24) de l’équation d’onde, il nous faut considérer l’équation
complexe conjuguée. px change alors de nouveau de signe. Nous
obtenons une équation d’onde de la forme (24) si nous posons

OÙ

H’ est la même fonction de x’, p),, que H de x, p. Les solutions de cette
nouvelle équation d’onde dans le système des coordonnées t’, x’ sont
identiques aux solutions de l’équation originale dans le système t, x....
Considérons alors une solution correspondant à une impulsion totalep’,
et à un moment cinétique orbital, dont la projectiori dans la direction
de l’axe z’ soit ni’,

où

Si nous remplaçons p’opx = - popx et M’op = + Mop, 03C8’ = 03C8*, les équa-
tions (27) sont les complexes conjuguées de

Mopz 03C8 = - m’03C8 = m 03C8
= + j~.r~ = + 

ce qui veut dire que les solutions 03C8’ ( 27 ) sont liées aux solutions 03C8 par
la relation

(29) -m 
= 

+m .

L’impulsion totale est la même, mais le moment cinétique orbital a
changé de signe.
Une légère généralisation de cette relation est nécessaire si la particule

possède un spin t. Il suffit de considérer le cas simple non relativiste
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d’une seule particule. Il intervient alors un hamiltonien additionnel

(3o) H1 = -eh 2mc(03C3.H),

où H est le champ magnétique. H = rotA, il s’ensuit que H change de

signe lors de l’inversion des coordonnées (H~==2014H). ~ a des éléments
réels et complexes. En formant l’expression complexe conjuguée, il faut

remplacer 03C3 par 03C3*. On rétablit Inéquation d’ônde et l’hamiltonien Hi si
l’on pose

(3l) ~(~~)==T~(~~),

où T est l’opérateur déterminé par

(32) ~T=-T~.

On obtient alors de nouveau Inéquation

ih~03A8’ ~t’ = (H’ + H’1)03C8’,
où

H~--~(~.H’).
2mc

S’il est fait usage de la représentation habituelle .

03C3x = ( ) , 03C3y = ( ) , 03C3z = ( ),

on trouve 
.

2014(’ .

Ceci veut dire, pour les solutions où 03C3z = + I, - I,

(33) {03C8’+1 = 03C403C8*+1 = + 03C8*-1,
03C8’-1 = 03C403C8*-1 = -03C8*+1.

On voit donc que ~ est de nouveau lié à (comme dans le cas du
moment cinétique orbital) mais le signe de § peut être changé. Ce
dualisme n’influence en rien ce qui suit. En général nous pouvons poser

(~) ~,-~==s~6~~, > .

on
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Une relation de la forme ( 34 ) est valable pour tout système composé
de plusieurs particules (molécules) ou pour un ensemble de tels

systèmes. Considérons maintenant une collision de deux particules
possédant respectivement les quantités de mouvement ~1, /?2, et les

moments cinétiques mi, m2. Nous écrirons simplement p pour pi, ~2,
et m pour mi, Soit wp,m|p0,m0~ |U |2 la probabilité pour le pro-
cessus pa, m. Par la transformation envisagée ci-dessus, le

processus po, m sera lié au processus « inverse », mais où les
moments cinétiques seront inversés. Considérons d’abord la collision
dans le système des coordonnées primées. U’ est déterminé par

l’équation
(35) 

~ 

[la fonction p est déjà inclue dans la définition de K’ et U’, voir (6).
Nous omettons le signe 1’-1 sur K, U.] K’ a les mêmes propriétés de
transformation qu’un élément de matrice de la forme

( 36 ) K’p,m|p0, m0 ~ 03C8’*pm H’ 03C8’p0m0.

En réalité K’ est donné par une série de matrices composées, de diffé-
rents ordres, et qui ont toutes les mêmes propriétés de transformation.
Cet élément de matrice est identique à un élément de matrice K dans le
système non primé. A partir de H’ = H et = nous trouvons

(37) K’p,m|p0,m0 = ~m ~m0 Kp0,-m0|p,-m.

Définissons une amplitude U par une relation similaire

(37’) U’p,m|p0,m0 = ~m ~m0 Up0,-m0| p,-m.

Nous obtenons alors à partir de (35), après division par ~m0~m,

pnmi
ou sous la forme de matrices : 

’

(38) 

Bien que l’ordre du deuxième membre semble inversé, (38) est identique
à l’équation ordinaire pour U, car U est une fonction de K seul et peut
être commuté avec K. La solution de (38) est donc U = K I + i03C0K

, de
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même forme que la solution de (35~. Il s’ensuit que U est l’amplitude
de la probabilité d’une collision dans le système des coordonnées non
primées. Puis, à partir de (37’), nous voyons que les probabilités des
deux processus sont égales (puisque s;n - r ~ : , 

..

( 39 ) = ~ Ir~ -ru 

(39) est une nouvelle relation importante. Mais cette équation ne
correspond pas au bilan détaillé, parce que les signes des moments
cinétiques sont inversés dans le processus « inverse ». Le bilan détaillé
ne sera valable exactement que dans le cas oic la probabilité ne

dépend pas du inoneent cinétique. En outre, si nous formons la

moyenne sur les différentes valeurs de m,

G~’/, I I~o = ~ «I~~rn ~ pn.m~,
. 

rn, nzo

nous voyons que ce que nous avons appclé le bilan semi-détaillé est
valable

wp | p0 = wp0 | p.

C’est le théorème que nous avons cité plus haut par anticipation.
En résumé) nous voyons sur l’équation (39), que l’égalité des proba-

bilités relatives à un processus et au processus inverse, où les moments

cinétiques sont renversés, est satisfaite exactement. Cette loi est très

utile en physique des particules élémentaires, où elle est souvent

appliquée. Mais ceci ne correspond pas au bilan détaillé qui n’est

valable que si les probabilités des processus ne dépendent pas du spin,
ou si l’on ne considère que les moyennes sur les différentes directions

du spin.
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