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Les fonctions caractéristiques analytiques

par

Eugene LUKACS (%).

1. Introduction. — Cet article traite d’une classe de fonctions
caracléristiques qui contient beaucoup de fonclions caractéristiques
importantes dans la théorie des probabilités et dans la slatistique mathé-
matique. Nous donnerons un exposé de cette théorie et nous parlerons
aussi de quelques problémes spéciaux qui y sont liés. La plus grande
partie des résultats fut obtenue au cours des 20 derniéres années ct
ces résultats sont dispersés dans différentes publications et souvent
méme dans des journaux qu’on ne peut obtenir aisément. C’est pourquoi
nous espérons qu’une exposition systématique sera peut-étre utile.

Soit F(2) une fonction de répartition, c’est-a-dire une fonction non-
décroissante, continue de gauche et telle que F(—o) =0, tandis
que F(+ o) =1. La transformée de Fourier de F(z), ou bien

7= [ et ar (o)

s'appelle la fonction caractéristique de la répartition F(z) et cette
fonction est définie pour tout ¢ réel. On sait que la fonction f(¢) est
continue et bornée et que f(0) =1. Alors ¢(¢) =1log f(¢) est définie
au moins dans un intervalle contenant l'origine. La fonction ¢(¢)
s'appelle la seconde caractéristique de la répartition F(z).

Nous dirons qu’une fonction caractéristique est une fonction carac-
téristique analytique si elle coincide avec une fonction qui est holo-
morphe dans le voisinage de l'origine du plan complexe. Plus préci-

(1) Recherches subventionnées par I'Office of Naval Research et par la National
Science Foundation (NSF, G 2781).
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sément : soit f(¢) une fonction caractéristique de la variable réelle ¢
et soit A(z) une fonction holomorphe dans le cercle |z|<<p telle
que A(t) = f(t) pour ¢ réel tel que |¢| << A; dans ces conditions, nous
dirons que f(¢) est une fonction caractéristique analytique.

L’existence des moments d’une fonction de répartition F(z) est lie
inimement a la différentiabilité de sa fonction caractéristique f(¢).
Désignons par

ack=f 2zt dF(z)

le moment (algébrique) d’ordre k de F(z) et par
{$k=fw|w|/\‘dF(.r)

son moment absolu d’ordre A. Nous aurons besoin des résultats suivants.

Lemme 1.1. — Faisons Uhypothése que la fonction caractéris-
tique f(t) de la répartition I'(x) ait une dérivée d’ordre k au
point t =o; alors tous les moments de ¥ (x) d’ordre inférieur ou
égal a k existent si k est un nombre pair, mats seulement des ordres
inférieurs ou égaux a (k—1) si k est un entier impair.

La premiére démonstration de ce lemme fut donnée par R. Fortet[7];
un résultat plus général fut obtenu d’une mani¢re simple par O. Szasz
et par Pauteur [21].

Lenue 1.2. — Supposons que le moment d’ordrer, a, de la fonction
de répartition ¥ (x) existe. Alors on peut différentier sa fonction
caractéristique f(t) r fois et U'on obtient

(1) ()= t"‘fwx" eitr dF ().

I1 s’ensuit que

S = e etque |00 2 [ flrdF (o) = b

Si r est un nombre pair, r = 2.k, et il devient :

|feR() | < | f25(0) | = aak

2. La bande de régularité et la représentation par une intégrale. —
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Dans ce qui suit nous considérerons des fonctions caractéristiques
analytiques. Soit f(¢) une telle fonction. On déduit alors du lemme 1.1
que tous les moments de sa fonction de répartition existent, donc on
peut développer f(¢) en série de Mc Laurin

A
Z T " gk pour |z|<pg (z complexe),

k=0

(2.1 f(z)=

ou p > o est le rayon de convergence de cette série.
Nous désignons la partie paire de f(z) par

fol3) = Z1f(3) + /(= 3)]
et la partie impaire par

Si03) =21/ () — /(= 3)
Alors les deux séries “

=X e o

@ 'A
UL =

N =2 Gr=n:°

k=1

z24h—1

convergent aussi dans des cercles autour de l'origine.
Nous désignons par po et p; les rayons de convergence des séries

pour fo(z) et fi(z).
On déduit de I'inégalité

|‘L.-2/.»II = ;(lec_,_ xzk—?)

qllG

o

A fem1 P

1 %2 f—2
<zk—r)'=(zx—1>'é‘[< b5 —-z)!]'

£

Il s’ensuil que p;> po== p et aussi que la sériez

k=0

Py

(2.3)

;ﬁg /(' COIIVGI g€ pourvu

que |z | < po.

Soit £ un nombre réel quelconque et désignons par po(%) [respecti-
vement par p;(%)] le rayon de convergence de la série de Taylor
pour f,(z) [respectivement pour f;(z)] autour du point z =¢£. On voit,
a l'aide du lemme 1.2, que

|fCR(E) | Zase  etque [ fCA1(E)| £ fars,
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alors
po(E)>po(0)=poxp et pi(E)pi(0)=pi>p.

Les séries de Taylor des fonctions fo(s) et fi(z) ayant pour centre
convergent alors dans Dintérieur des cercles dont les rayons sont au
moins égaux A p. Par conséquent, ceci est également vrai pour f(z)
et f(z) est holomorphe au moins dans la bande [Im(z)|<<p. Le fait
qu'une fonclion caractéristique analytique est holomorphe dans une
bande horizontale fut démontr¢ indépendamment par plusicurs auteurs,
par exemple par R. P. Boas [1] et par D. A. Raikov [27].

-
.. . L. —~ [y |8
Nous avons déja mentionné que la série Zw converge

=0

pour |y | < p. Alors

o LB N iyl"f” el (2 _f“ el dF
}_‘ -, ;z = _—AMI dF(a)= [ el dF (z)

v=0 v=0

our A > o, B > o quelconque. On voit que I'intégrale ”e‘ I dF(x
P q q q g

existe pourvu que < o et que l'intégrale " eist dF (z) converge
3 que [y|<<p el q g g

si|eisr| Zel*!, ot 5=t +iy. Cela veut dire que l’intégralef ei=*dF (x)

est convergente pour ¢ quelconque et |y | <Cp. Cette intégrale est une
fonction holomorphe dans la bande |y[<Cp et coincide avec f(z)
pour s réel; il faut alors que f(z) soit égale a cette intégrale pour des
valeurs complexes 5 = ¢ + ¢y pourvu que |y | <p-

L’intégrale

j'(z):fweim‘dF(x), ol z=t-+iy,

converge dans une bande
-—a<_y=Imz<B, ou aXp, Bxp

et elle est holomorphe dans cette bande. Ecrivons
» 0
= izx F -+ isx JF (z) = Ly (3) + La(2).
f(Z)foe (@) [ et dl (@) = La(2) + La(2)

Les fonctions L;(z) et Ly(z) sont des intégrales qui convergent
respectivement dans les demi-plans y >—a ety < B. Posons z =iw,



LES FONCTIONS CARACTﬁRISTlQUES ANALYTIQUES. 221

alors

W=—iz=—1it+y et Ly (iw) =fie—“'-’de(x)=<I)(w)
0

converge pour Rew = y > —a.
On sait que la transformée de Laplace

£(s) :f”e—”dG(t)

d’une fonction monotone G(¢) a une singularité au point d’intersection
de son axe de convergence avec P'axe réel. Pour une démonstration,
nous renvoyons le lecteur a ([30], p. 58, th. 55). Comme F(z) est
non-décroissante, on peut appliquer ce résultat a ®(w) et I'on voit
que — 2 est une singularit¢ de ®(w). Alors — /o doit étre une singu-
larité de f(z). On démontre de méme que + ¢ est aussi une singularité
de f(z). D’ou le théoréme :

Tueorime 2.1. — Une fonction caractéristique qui est holomorphe
dans un voisinage de U'origine est toujours holomorphe dans une
bande horizontale. A Uintérieur de cette bande on peut repre-
senter f(z) par une intégrale de Fourier. La bande peut. étre le
plan entier; sinon elle a une fronticre composée d'une ou de deuz
droites. Les points purement imaginaires de la frontiére sont des
singularités de f(z).

Une indication de ce théoréme se trouve dans une note d’un article
de P. Lévy [15]; a peu prés a la méme époque, D. A. Raikov [21]a
démontré indépendamment qu’une fonction caractéristique analytique
est holomorphe dans une bande horizontale et quelle est représentéc
par une intégrale de Fourier a 'intérieur de cette bande.

On peut déduire du théoréme 2.1 quelques conséquences utiles.

CorovLLaire vu rnkoriMe 2.1. — Une condition nécessaire pour
qu'une fonction holomorphe dans un voisinage de 1 ‘origine soit une
Jonction caractéristique est que dans chaque demi-plan la singularité
la plus proche de Uaxe réel soit située sur I’aze imaginaire.

A Taide de ce corollaire on peut reconnaitre si une fonction
holomorphe donnée peut étre une fonction caractéristique.
Soit f(z) une fonction caractéristique analytique avec une bande
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de régularité — o << Im z << 3, alors

f@)= [ et ap (2);
on a

(i (7 :
Ju(z)= (—;:_.7f(z) = [ zrei=r dF (x).

—

Ferivons 5 = ¢ -+ iy, avec t et ) réels et — a <y <3, alors

S+ in) | 2 [ el ey dF (2),
Sir=2k(k=o,1,2,...), cela entraine 'inégalité

(i) = [ athemrdE (2) = | £20(00) |

et, par conséquent,

M ) (2k)(¢ 1 ~ (28 (¢ .
U Max SRR i) [ < 1SRRG |

Ainsi on obtient le théoréme suivant :

Tutorise 2.2. — Le module maximum d’une fonction caracté-
ristique analytique ainsi que celui de ses dérivées d’ordre pair, le
long d’une ligne horizontale située & Uintérieur de sa bande de
régularité est atteint sur U'azxe imaginaire.

Ce résultat fut trouvé par D. Dugué [6].

Cororraire pu rukoriMe 2.2. — Une fonction caractéristique
analytique n'a pas de zéro sur le segment de l'axe imaginaire qui
est situé a Uintérieur de sa bande de régularité. Les zéros et les
singularités d’une fonction caractéristique analytique sont situés
symétriquement par rapport a l'axe imaginaire.

La premiére partie du corollaire est une conséquence immédiate du
théoréme 2.2. On déduit I'énoncé sur les zéros ct sur les singularités de
la relation fonctionnelle

(2.4) S(z)=[f(—7%)

qui est valide non seulement dans la bande de régularité, mais dans
tout le domaine d’analyticité de f(z).
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Une fonction caractéristique analytique, dont la bande est le plan
entier, est une fonction entiere. M. P. Lévy [15] a obtenu un théoréme
sur Pordre des fonctions caractéristiques entiéres que nous reproduirons
maintenant.

Soit f(z) une fonction caractéristique entiere. Désignons par

M(r; f)= gllglf@)l

le module maximum de f(z) dans le cercle |z| = r. Ce maximum est
atteint sur la circonférence et nous voyons, en vertu du théoréme 2.2,

que

M(r; f) = Max(f(ir), f(—ir)).

Lexue 2.1. — Soct f(z) une fonction caractéristique entiere, on
a alors les inégalités
(fUir) + f(—ir) = M(r; [) = (f(ir) + f(—ir)).

Une fonction caractéristique enticre peut étre représentée par une
intégrale de Fourier dans tout le plan complexe, donc

(2.5) Flir) + f(—ir) = Qfxchr.vdF(m).
Il s’ensuit (compte tenu du lemme 2.1) que

M(r; f)> chrz dF (@) L (6374 e—r) dF (z)x 1 f dF (z) |esr,
2 [rine ol PTG

EINS
ol ¢ est un nombre positif quelconque. Nous écrirons

2= dF (z),

[

la condition nécessaire et suffisante pour que & =0 pour ¢ > o quel-
conque est que F(z) soit une fonction de répartition dégénérée. On
obtient de I'inégalité précédente la formule

(2.6) M(rs f)> Zeer.

L’ordre p d’une fonction entitre est définie par

(2.7) p = Lim sup w
> » 4087
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On déduit aisément de (2.6) que p>1 pourvu que x>%0 et I'on
obtient le théordme suivant :

Tuetorime 2.3. — L'ordre d’une fonction caractéristique enticre
qui n'est pas constante est au moins égal & 1.

Nous continuerons I'étude des fonctions caractéristiques entiéres dans
la section suivante et traitons maintenant des propriétés de convexité
des fonctions caractéristiques analytiques. Supposons que l'intégrale

(2.8) - M(y):fwe)‘ﬂ‘dF(x)

existe pour |y |<<R, ou R estune constante positive quelconque,
M(y) s’appelle alors la fonction génératrice de la répartition I (). Soit
/() une fonction caractéristique analytique. En posant R = Min (a, 3)
nous voyons que la fonction génératrice de la répartition de f(z) existe
et que M(y)=f(—iy). Comme M(y) est réelle et positive tandis
que M"(y)> o0, on voit que f(—1iy) est réelle et convexe pour tout y
tel que I'intégrale (2.8) existe. On peut méme dire que M(y) = f(—y)
est strictement convexe pourvu que f(5) 1.

Nous allons discuter des propriétés de convexité moins triviales des
fonctions caractéristiques analytiques et de leurs dérivées d’ordre pair.
Soit f(z) une fonction caractéristique analytique dont la bande de
régularité est —a <<Imz < et écrivons z=1¢ -+ ¢y. Il s’ensuit du
théoréme 2.2 que

(2.9) /@Rt +iy) | < | fENEy) | = TR (y).
Supposons maintenant qu’il existe un nombre y, tel que
_°‘<}’o<.3 et f(2k)(iy0)=0, A

Alors f2h(z)=o et f(z), ainsi que f(t) pour ¢ réel, est un polynome
d’ordre 2 k. C’est une conséquence immédiate de 'équation (2.9) et de
Ianalyticité de f(z). Mais f(¢) est bornée et ceci n’est possible que
si k=o et f(¢)=1. Ainsi les dérivées f(*/)(z) d’ordre pair d’une
fonction caractéristique analytique n’ont pas de zéros sur le segment
de l'axe imaginaire situé dans l'intérieur de sa bande de régularité.
Chaque point {y de ce segment a un voisinage dans lequel f(2/)(z) est
holomorphe et différente de zéro. Dans ce voisinage, on peut donc
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écrire
SR (3) = exp(84(2)),
ou g1(z) est holomorphe en tout point du segment — a << Im z < f3.
Soit Ax(¢, y) la partie réelle et B.(¢, y) la partie imaginaire de g/(z);
alors,
SER(z) = exp(Ax(t, y) +iBi(t, y)).
Ainsi
Ap(t, y)=Log{/h(z)| et Bi(, y)= ArgfH(z).
On peut transformer I'inégalité (2.9) et l'on obtient
A/i(t? .V) - A]_«(O, J/>7
donc la fonction A,(¢, y) a un maximum au point (=o pourvu
que y(—a <<y <) soit fixé. Cela veut dire que
IAj A

7(0, y)=o, ‘(”—2(07 y)<£Lo.

Comme g/ () est holomorphe au point 5 =), on peut appliquer les
équations de Cauchy-Riemann et de Laplace, et 'on a

JdBy . . J2A
Iy (o,¥)=0o, T))T(o,y)éo.

Nous avons ainsi établi le résultat suivant :

Tutorkne 2.4. — Soit f(z) une fonction caractéristique analytique
dont la bande de régularité est la bande — a < Imz =y<f et
sott k un entier non négatif. Alors Argf(*")(iz) est indépendante
de y et Log|f®*(iy)| est une fonction convexe de y pourvu
que —a <y <B. La fonction f(—1iy) est une fonction réelle, non
négative et conveze et elle est méme strictement convexe si f(z) Z1.

3. Les fonctions caractéristiques analytiques et leurs fonctions de
répartition. — Nous examinerons dans cette partie la relation qui existe
entre une fonction caractéristique analytique et sa fonction de répar-
tition. Nous commencons par donner une condition nécessaire et
suffisante qui doit étre satisfaite par la fonction de répartition pour que
sa fonction caractéristique soit une fonction caractéristique analytique.

Nous avons déja vu que la fonction génératrice (2.8) existe pour
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chaque fonction de répartition F(2) qui a une fonction caractéristique
analytique. La réciproque est aussi vraie, ¢’est une conséquence du
raisonnement utilisé dans le théoréme 2.1. Ainsi les fonctions de
répartition ayant une fonction caractéristique analytique sont identiques
aux fonctions de répartition possédant une fonction génératrice (2.8).
Le critere suivant est donc immédiat. Pour que la fonction de répar-
tition F(z) ait une fonction caractéristique analytique, il faut et il suffit
que :
1° F(z) ait des moments a, de tous ordres £;
1

2° Lim su [li]‘——lJ: I <o
hk>=» p k! e

Alors la sérieZ:—‘; (¢z)" converge dans le cercle | z| <Cp et coincide
=0
avec la fonction caractéristique de F(z) pour des valeurs réelles de .
Le résultat suivant est plus utile et il peut étre appliqué immédia-
tement.

Tutorime 3.1. — Pour que la fonction de répartition ¥ (x) ait une
Jfonction caractéristique analytique il faut et il suffit que

3.1) 1—F(z)+F(—2x)=o0(e ") quand x>
pour tous les r tels que r < R. Ici R est une constante positive quel-

conque et la bande de régularité de la fonction caractéristique de
F () contient la bande | Imz | < R.

Remarque : — R peut étre infini, alors (3. 1) est satisfait pour toutr
réel et la fonction caractéristique f(z) de F(z) estune fonction entiére.
La relation (3.1) est évidemment équivalente aux deux relations

simultanées :
(i) 1— F(z)=o0(e ") (x—>x),
(ii) F(—z)=o(e"™) (2 ),

Nous commencerons par démontrer que ces conditions sont suffi-
santes. Soit y un nombre réel tel que |y | <<R et choisissons r > o tel

que |[y|<<r<<R. Soit k un entier positif, on voit immédiatement que

k

f elV1*dF (z) ek (1—F(k—1)).
k—1
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Il s’ensuit de la relation (i) qu’il existe un nombre C, tel que
P'inégalité
1—F(k—1)=ZCerk
soit satisfaite pour £ suffisamment grand, soit pour A > K,. Alors
k
[ eI dF (2) = € e—tr—11)  pour kK.
< k—1
Nous choisissons un entier K > K, et deux nombres réels a et b tels
que a> K, b > o- Alors

a+b hid k - ’
. & @, e— =17 K
yla —hr—y =1 -
f ey dF (z) = 2 f eld L{lF(Jt)éQ\ e ) —e—=1rD)
a k=K k—1 k=K

Le membre de droite de cette inégalité devient aussi petit qu’on

veut pourvu que K soit suffisamment grand. Mais cela veut dire que
a-+b

I'intégrale : f eV dF (x) devient aussi petite que 'on veut, quelle

a

que soit la valeur de &, si I'on choisit @ assez grand. Alors I'intégrale
f elyl= dF (z) =f eyl dF ()
0. 0

De la méme facon, nous avons I'inégalité

existe et est finie.

— k=1

f eyl dF () £ el VIF (— k +1)
A' .~

et la relation (ii) entraine qu’il existe une constante C| telle que
F(—k +1) < C| e"% pour tout k suffisamment grand, soit pour A > K/,.
Nous choisissons un nombre entier K'>> K/ et deux nombres réels
c¢>K' et d > o et nous démontrons aisément que

—

f el dF (z) = €,

—c—d

e— U=y K/
I—e—r—1yh :

A Taide d’'un raisonnement semblable au précédent, on voit que

0
Pintégrale f e’ dF (z) existe et est finie. Mais alors il est immddiat

—%

— —

que l'intégrale f eI dE (2) et donc aussi l'intégrale f errdF (z) -

existent et sont finies pourvu que |y |<<R. Soient z= ¢+ ¢y, alors
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Pintégrale
S@) = [ et db ()

est convergente pour ¢ quelconque et |y | << R et f(z) est une fonction
holomorphe. Ainsi nous avons démontré que notre condition est
suffisante.

Pour établir la nécessité de la condition (3.1), nous posons 'hypo-
thése que la fonction caractéristique

f(z):f”eis.rdF(x)

est une fonction caractéristique analytique dont la bande de régularité
est la bande — o <<lmz =y <<f. Soit R=Min(e, ) et soit z un
nombre positif; alors les intégrales

et dF(u) et ”e."“ dF(u)
)

x ez

exislent et sont finies pour tout y satisfaisant I'inégalité
p Y g

¥ | <<R. Nous
choisissons un nombre 7 << R ainsi qu’un nombre ry tel que r < ry < R.

Alors il existe un nombre réel et positif C tel que

e~ f Cenr dF (u) > er (1 — F ()

ou
oL (1— F(x')) el 2 @G e—(ry—rix,

Comme 7> r, le membre de droite tend vers zéro quand z tend
vers linfini et nous voyons que 1—F(z)=o0(e"*) quand z-—> .
De méme, on ¢tablit que la condition (ii) est satisfaite.

Nous disons qu'une fonction de répartition F(z) est bornée a gauche
et que a est son extrémité gauche — en formule ¢ = gext(F) — si
pour ¢ > o quelconque F(a—z¢) = o, tandis que F(a +-¢) > o. Nous
définissons de la méme facon des fonctions de répartitions qui sont
bornées a droite et leur extrémité droite, dext(F) (). Nous disons
qu’une fonction de répartition est unilatérale si elle est bornée ou
a gauche ou & droite, mais nous parlons d’une fonction de répartition
finie si clle est bornée en méme temps a gauche et a droite.

(?) Dans la littérature anglaise on a la notation lext(F) pour gext(F) et rext(F)
pour dext(F) (voir [26]).
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Soit F (z) une foncion de répartition finie, alors 1i—F (2) +F (—z)=o0
pour z suffisamment grand. Ainsi F(z) satisfait a la condition (3.1) et
l'on voit que la fonction caractéristique d’une répartition finie est
toujours une fonction entiere. Mais on peut donner des énoncés plus
précis qui sont liés aux propriétés des fonctions de répartitions uni-
latérales dont la fonction caractéristique est analytique. C'est cette
classe de fonctions de répartitions que nous allons étudier maintenant.

Tukorime 3.2. — Soit F(x) une fonction de répartition qui a une
Jonction caractéristique analytique. La condition nécessaire et suffi-
sante pour que I (x) soit bornée & gauche (a droite) est que f(z) soit
holomorphe dans le demi-plan supérieur (inférieur) et qu'il existe un
nombre positif c tel que | f(z) | < 13!, pourvu que Imz > o (Imz << o).

Supposons que I () soit bornée a gahche et que @ = gext(F'). Alors
Pintégrale fwe"~"’~"' dF(x), ot z=1t—+ iy, est une fonction holomorphe
de z pourvu que y =Imz > o. C’est presque immédiat quand a> o,
s1 @ << 0 nous écrivons

® 0 *
f emZdF(I):f eixzdF(x)+f eies dF (z).
a a 0

La premiere intégrale du coté droit est une foncuion entitre de z
tandis que la seconde intégrale est holomorphe pour y > o. Nous avons
posé I'’hypothése que f(z) est une fonction caractéristique analytique.
Donc f(z) est holomorphe dans une bande qui contient Iaxe réel
a l'intérieur et f(z) peut étre représentée par une intégrale de Fourier

(2) =f°°eixz dF ().

Comme f(2) est holomorphe dans le demi-plan supérieur, on voit que
le domaine de validité de cette représentation contient le demi-plan
Imz > o 4 Pintérieur. Ainsi, nous avons

() =] [ et ap (e

“a

= [x e dF ()

a

a condition que y = Imz > o et I'on voit aisément que

(3.2) | f(3)]| < e—2r < ealyl Zelallsl si y>o.
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Ainsi nous avons démontré que la condition est nécessaire. ‘
Supposons maintenant que f(z) soit une fonction caractéristique
analytique holomorphe pour y —Imz>oet qui satisfait dans ce demi-
plan a I'inégalité
[f(2) | <L ecl=l,
ou ¢ est un nombre positif. Posons z=/y(y >o0), on peut alors
démontrer que

h =— Lim sup 1 Log f(iy)
Yoy

est fini. Soit ¢ un nombre positif quelconque et soient 7, et x, deux
nombres réels tels que z; <<z, et i —xy=2e. Représentant f(z)
commec une intégrale de Fourier, nous voyons que

Jly)= [xe_”dF(I)é/hrge'u‘lvdF(x)_ée—ywz(F(x._.)—F(xl)),

Il résulte de la définition de 2 que — A +& > }%Lng( iy), ou
f(l,}) < e—)h—€) = e—1(ryte),

Par conséquent, e¢> F(zy) —F(z,)> o pour ¢ >0 quelconque
pourvu que y soit assez grand. Mais ceci n’est possible que si

F(x) —F(z)=o0 quand z, < x2=h — 2¢;

cela veut dire que F () est bornée a gauche et que gext(F) > /. Ainsi
le théoréme est établi pour des fonctions de répartition bornées a gauche.

Mais il s’ensuit encore de (3.2) que Logf(iy)<—ay, alors on
a nécessairement aussi 'inégalité & > a = gext(F), oit A =a et nous
obtenons la formule

(3.3) gext(F)=—Lim supl'Logf(i_y).
yy= Y
Nous pouvons maintenant énoncer le

Cororratre 1 pu Tueorine 3.2. — Soit F(x) une fonction de répar-
tition bornée & gauche (& droite) dont la fonction caractéristique
est une fonction caractéristique analytique. Alors

gext|F]=—lim sup L log f(iy),
(3.4) , ye= Y
1 ,
dext[F]= lim sup = log f(—¢ ]
[dextiFi= tim sup S log f— )
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Nous avons démontré le théoréeme 3.2 et son corollaire seulement
pour les fonctions de répartitions qui sont bornées a gauche. De la méme
fagon, on démontre le théoréme pour les répartitions bornées a droite.
Si la fonction de répartition est finie, on obtient un résultat plus fort.

TuroriMe 3.3. — Soit F(z) une fonction de répartition finie et
supposons qu’elle n'est pas dégénérée. Alors sa fonction caractéris-
tique est une fonction enticre d’ordre 1 et du type exponentiel qui a
une infinité de zéros. Réciproquement, une fonction caractéristique
enticre d’ordre 1 et du type exponentiel correspond toujours & une
Jonction de répartition finie. Les extrémités de F(x) sont donndes

par les formules (3.4).

Soient a = gext[F], b =dext[F'], ¢ =max(|a],|b]). Il résulte du
théoréme 3.2 que | f(x)| < e'*!, donc M(r, f) < 1. Utilisant le théo-
réme 2.3, nous voyons que f(z) est une fonction entiére d’ordre 1 et
du type exponentiel. En vertu du théoréme de Hadamard, on a
J(2)==G(z)e", ot G(z) est le produit canonique déterminé par les
zéros de f(z). Comme |f(¢)| <1 pour ¢ réel, G(z) ne peut pas étre un
polynome et doit ainsi avoir une infinité de zéros. Le second énoncé du
théoréme 3.3 et les formules pour les extrémités sont une conséquence
du théoréme 3.2.

La premiére partie du théoréme 3.3 fut démontré par P. Lévy [13],
la réciproque par G. Pélya [26]. Notre dérivation du théoréme 3.2 se
sert de la méthode de démonstration de Poélya. Ici il faut faire deux
remarques :

I. Une fonction de répartition unilatérale n’a pas nécessairement une
fonction caractéristique analytique. Comme exemples nous citons les
lois stables avec indices o <<a <C1 et f=1 1 spécifiquement nous
faisons mention d’une loi trouvée par N. V. Smirnov (voir Gnedenko-
Kolmogorov [9], p. 171) et par P. Lévy ([18], p. 181 et [19]). Cette
loi a la densité de probabilité

o pour z < o,

p(z)= —I—x—%exp [—L] pour x > o

27 22

et la fonction caractéristique

f(t):exp{|t|‘17<1+il_§_l>§.
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Il serait intéressant de trouver des conditions suffisantes pour qu’une
fonction de répartition unilatérale ait une fonction caractéristique ana-

lytique.

II. Il'y a des fonctions de répartition unilatérales qui ont des fonc-
tions caractéristiques entiéres d’ordre supérieur a 1. On obtient une telle
fonclion de répartition en tronquant la distribution de Laplace

x r

D(x)= /I_I e ®dt aupoint z=o.

V2md o

Il y a des fonctions caractéristiques entiéres d’ordre quelconque et
I'on peut dériver une condition suffisante pour qu’une fonction de répar-
tition ait une fonction caractéristique entiére d’ordre donné.

TuikoriME 3.%. — Soit a un nombre positif et ¥ (x) une fonction de
répartition. Supposons qu'il existe deux constantes réelles et posttives,
K >oetxi>o0, telles que
(i) [ —F(2)+ F(—z) 2 Kev'r,

(ii) 1—F(z)+F(—z)>o0

pour chaque x > x. L'ordre p de f(z) est alors p =1+ L.

o

Soit y 4 o et choisissons un nombre entier g >1 tel que

1
(3.5) z=(&|yD* > .
Soient B et ¢ deux nombres réels tels que B = ¢ = z, alors
(3.6a) y+Brxytorsy+ad=y+glyI>lyl

Calculons l'intégrale

B

f e—)"?dF(v)=—f“e*3"’d[1—-—F(v)].

Intégrant par parlies nous obtenons
B B
f e dF(v)=eY*[1— F(x)]— e B[1—F(B)] —'yf ey [1—F(v)]|do.
x x

Comme B> x > z,, il s’ensuit de (i) et de (3.6 a) que

eB[1—F(B)| L ke B ainsi  lim e?B[1— F(B)] =o.
B> »
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De la méme fagon, on déduit de (1) et (3.6 a) I'inégalité

L

Alors les intégrales

B B
K
e—w[1—F(v)]dv = K e—vI¥ldy £ ——e—xIyl,

[xe—J"’[I—F(v)Jdv et /‘ze—JVdF(o)

L “x

existent et sont finies el nous avons

» K
ey [1—F(v)|dv < e—xlyl
f [ F (o)) do = ,

[Cemwar (o) = e —F(a)) —y [we—;}’"[x —F (o)) do.

s

Donc on a

f e dF(v) 2 Ke—*lvl + lylf 'e‘J“'[I— F(o)]dv = 2K e—xlri
X x
et

“ 1 4
(3.7a) [ e—J"'dF(v)ézKexp[——g“ |y|1+°‘].

Soit maintenant A > z et soit ¢ tel que A [¢| X 2, 1l s’ensuit alors
de (3.5)
(3.68) A—yxlefr—yxar—y|yl
ct nous voyons a l'aide de (i) et de (3.6 6) que
eV F(—A) ZKeAlrl et lim AV F(— A)=o.

. A> =

De la méme fagon, on voit que
F(o) < Kexp[—|¢[t+%] quand ¢ < o.
En vertu de (3.6 b), nous obtenons
—_—x —_—x K
f e~ dF (v) = Kf e 17l do £ — g=zlyl,
—A —A [r]

En répélant le raisonnement qui nous donnait (3.7 @) nous établissons

x
que l’intégralef e~ dF (v) existe et est finie et que

—zx 1 L
(3.7b) / e~ dF (v) = 2K exp[—g“ |y|1+°‘].

—_—x

INSTITUT HBNRI POINCARE. — XV, IV, i6
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X
Enfin, nous considérons l’intégralef e dF (¢). Comme

=<yl el £yl e,
nous déduisons de (3.5) I'inégalité

X 1 —

1 1
3.7¢) f e—N‘dF(o)éexp[gilyl ’J

Additionnant les intégrales (3.7 @), (3.5b) et (3.7 ¢), on obtient

1

(3.8) f”e“f“ dF (o) = (K exv[— il GXP[gE F +ﬂ
Cette relation montre que 'intégrale
f(z) =fzei5“dF(v)
existe pour s complexe quelconque et que f(z) est une fonction entidre.
En accord avec le lemme 2.1, nous avons

J@y)+f(—iy)>M(y; f), ol y>o,

et, par conséquent, de (3.8),

1 17 ) 1 1
8Kexv[~ gy IH“J -+ 2 exp [g“ Lyl ”‘]é M(y; (/.
Nous en déduisons aisément que

(3.9) I+ é >op.

Pour établir I'inégalité inverse, nous utiliserons le lemme 2.1 et nous
e} ? .

remarquerons que

M) L)+ intst [T @vremai), o y>o.
Alors
M=) [ (evre

[o]l>w

dF () ée.”‘f dF (0),

1, .
> —(eyT A4 ey?)
2 [v]>w

lvisa

o z est déterminé par (3.5). Ecrivons

o= dF (¢)y=1—F(2)+ F(—x),

[vina
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en vertu de (ii) nous voyons que 1> o >> o et obtenons

) ~ L 1 i.
My f)sers= gexv[g“ FIRR!
Alors, on a aisément

(3-96) ; P14+ i—

L’assertion du théortme 3.% est une conséquence immédiate des
inégalités (3.9 a) et 3.90).

D. Dugué a donné un énoncé semblable dans unc Note [5]. Cette Note
ne contient pas la démonstration et les hypotheses faites sont un peu
plus restrictives que celles du théoréme 3.4.

Enfin nous remarquerons qu’il y a aussi des fonctions caractéristiques
entieres d’ordre infini. Soit f(¢) une fonction caractéristique quelconque,
on sait alors que la fonction exp| f(¢) —1] est aussi une fonction carac-
téristique. En répétant ce raisonnement, on voit que toutes les fonctions
de la suite définie par

S =J(t),  fim(t) = exp[fui(t) —1]

sont des fonctions caractéristiques. Commencant avec fi4)(¢) = et on
construit ainsi une suite de fonctions caractéristiques entieres d’ordre
infini et de croissance de plus en plus rapide.

%. La décomposition des fonctions caractéristiques analytiques. —

Soit f(¢) une fonction caractéristique arbitraire ui n'est pas néces-
sairement analytique. Il peut arriver qu’il soit possible de représenter
f(t) comme le produit de deux fonctions caractéristiques

(t.1a) S(8) = [1(2) fo(2).

Supposons, de plus, que les fonctions f;(¢) et f2(¢) correspondent a
des fonctions de répartition non dégénérées, on dit alors que f(¢) est
décomposable et qu’elle a les facteurs f,(¢) et fu(¢). Désignons par
F(z), Fi(x), F,(z) les fonctions de répartition qui correspondent aux
fonctions caractéristiques f(¢), fi(¢), f2(¢). Le théoréme de composi-
tion ([20], p. 193) fait que P'assertion (4.1 a) est équivalente &

(h.16) F(x)=wal(£_j)dF2(y)=ffF._,<x—y)dF1(y)’.
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Nous n’avons pas l'intention de discuter les problemes de décompo-
sition des fonctions caractéristiques. C’est un sujet trés intéressant, mais
nous n’examinerons ici qu’une question spéciale et nous nous occuperons
seulement dc la décomposition des fonctions caractéristiques analytiques.

Soit f(z) une fonction caractéristique analytique dont la bande de
régularité est la bande —a <<Imz <f3, o a>o, B > o. Faisons
'hypothese que f(z) est décomposable, alors (4.1a) est satisfaite pour ¢
réel quelconque. Soient A, B, £y, &, quatre nombres réels tels que A>o,
B> o, £y > £y, il s’ensuit alors de (4.1b) que

B
(4.2) F(&)— F(En)éf [Fi(&:—y) = Fi(8i— ) dFu(y).
—A

Fixons un nombre réel ¢ tel que — a <<v << 3; comme f(z) est une

fonction caractéristique analylique, on sait que I'intégrale f e > dF (z)

existe et est finie et que

fxe—"IdF(x)éfb e—x dF (x)

: b
pour a et b positifs quelconques. Afin d’¢crire I'intégrale f e~ dF (z)

—a
comme la limites des sommes de Riemann-Stieltjes nous construisons
une suite de subdivisions de I'intervalle [ ab] en introduisant

b—a, . (J=1, ..., (2"+1)
4.3 (1) = —
(4.3) Fp=at U= oy, g3, ...
(4.4) 2yl = a2 pour k=1,2, ..., (2"%+1).

Ainsi

(4.5) l

b - (n)
. —p
e~ dF (2) = lim ¥ ™7 [F (af7) = F(a)]
j=1

on

n)
=lim » & m[F (af),) — F(a{")].
ny o M \
]=

Désigr/xons par

e—i:x;,") [Fi(2', —y) —Fi(aP—y)] si v>o,
R (ys50)=

—pa™

e j+z[F1(x(;:)-1—y)_Fl(x(/”—y)] si p<o
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pour j =1, 2, ..., 2" et par

8n(y; V)=Zk‘,-"’(y; v).

j=1

Alors il s’ensuit de (4.2) et (4.5) que

b B E
(4.6) f e—edF ()= lim [ gu(y: ¢)dFs(y).
a np>zd__p

Evidemment

‘n+1) {(n+1) (n+1)
250 <@yt <@t

de cette inégalité et de (4.4) on conclut que

h(/f”(y; V)< YTy )+ Ry (ys e)
et 'on a ainsi
En(y; v) £ &n1(y;9)
Regardant les fonctions g,(y) comme des sommes de Riemann-
Stieltjes, on voit que

b—y
lim gu(y; ¢) =f evr+3 dF (3).
n> %o a—y

Appliquons le théoréme de convergence monotone a la formule (4.6),

alors
b

B
f e-"rdF(x)éf [lim gn(ys v)] dFs(y)
« AL

ou

bh—y

» b B R
oc>f ez F(x) ;f e—vx dF (x) ;f e"‘)‘[f e—: a’F,(z)] dF.(y).
— = a —A a—y

Remarquons que
b—y L—B
f =3 dF,(z) > e=v3 dF, (z),

a—y a-+A
ainsi
b—B

f:e—*'-’f(lF(x);[ffe—udeg(y)] [/,:H e—vzch.l(z)].

L’intégrale dans le membre de gauche de cette inégalité est finie et
est indépendante de a, b, A, B. Par conséquent, les intégrales

s f - e 3 dF,(3),

—

I fzeﬂ'f dF,(y)

(4.7)
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existent et sont finies et

(4.8) fwe—"xdF(x);fwe—"ydm(y)f”e—": dAFy(z),

ou ¢ est un nombre réel tel que — a << ¢ < 2. Mais alors les inlégrales
_ﬁ(z):fxeim‘le,(x) et ﬂ(z):fwez‘:xsz(x)

existent aussi pour z complexe, tel que — a << Imz <8 et I'on voit que

les fonctions f (s) et f2 (z) sont des fonctions caractéristiques analytiques

qui sont holomorphes au moins dans la bande de régularité de f(z).
Ainsi nous avons obtenu le

Tutorime 4.1. — Soit F(z) une fonction caractéristique analy-
tique dont la bande de régularité est la bande — a<Imz<B. Alors
chaque facteur de f(z) est aussi une fonction caractéristique analy-
tique et est holomorphe au moins dans la bande de f(z).

Revenons maintenant a 'inégalité (4.8). Il y a deux nombres réels a,
et a, tels que o < Fs(a,), tandis que 1> F2(qg). Alors

%

f'6_‘"1'(117‘3(1’);e‘”?"[I—Fg(ag)] quand ¢ <o,
f e dFy ()] T

- f”ie—"-‘v dFy(2)> e—w Fa(a,) quand ¢ > o.
Soit ,
C—t=min[Fy(a,), 1— Fy(as)]
et soit
a=max(|a,|, | a:),
alors ‘

f e%dm(x)éeenmf'e—vxdF(x).

—» —®»

On obtient aussi le corollaire suivant.

Cororraire 1 pu Tuiorime 4.1. — Soit f(z) une fonction caracté-
ristique analytique dont la bande de régularité est la bande
—a <Imz <<B et faisons Uhypothese que f(z) est décomposable et
que f1(z) est un facteur de f(z). Alors on peut déterminer des cons-
tantes positives C et a telles que

Filiv) Z €evl f(iv)
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pourvu que — a << ¢ < 3.

Pour obtenir un cas particulier nous supposons que f(z) est une
fonction caractéristique entiére.

Cororuare 2 au tukoriME 4.1. — Chaque facteur fi(z) d’une
JSonction caractéristique entiére est aussi une fonction caractéris-
tique enticre. En outre, M(r; fi) <M(r; f) et ainsi U'ordre d’une
Sfonction caractéristique enticre ne peut pas étre inférieur a Uordre
de ses facteurs.

La premiere partie de ce corollaire est une conséquence immédiate
du théoréme 4.1 tandis que la seconde partie s’ensuit du corollaire 1.

Le théoreme 4.1 fut démontré pour les fonctions caractéristiques
entieres par P. Lévy [15], [16]; D. A. Raikov [27] a obtenu indépen-
damment le théoréme général.

Certaines fonctions caractéristiques entiéres ont des propriétés de
décomposition bien intéressantes. ‘

Nous démontrons un théoréme qui fut d’abord conjecturé par
M. P. Lévy [11], [12] et dont la validité fut établi plus tard par
H. Cramér [3].

Tueoreme 4.2 (de Lévy-Cramér). — La fonction caractéristique
laplacienne,

f(t) =exp [i};t_ ?;t‘l]

a seulement des facteurs laplaciens. Ainsi
MOEFAONAO
S ou
62 7
Ji()= exv[iwt— 7’t2J (J=1,2)

et ou
My Ho=p et 6] + 63 =o2

La fonction f(z) est une fonction caractéristique entidre sans zéros,
ainsi (corollaire 1 du théoréme 4.1) ses facteurs ont la méme propriéteé.

En outre (corollaire 2 du théoréme 4.1), 'ordre de ces facteurs ne peut
pas surpasser 2. Alors f,(z) a la forme

Ji(s) = exi
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et nous déduisons du théoréme de factorisation de Hadamard que g4 (z)
est un polynome du degré inférieur ou égal a 2. Soit pour ¢ réel,

£1(t) = ag+ art + a2,
comme fi(0) =1, nous avons @, = o. L’équation
s1(—1)=&(1)

nous permet la conclusion que @; =ip, est un nombre imaginaire pur et
que a, esl réel.
La fonction f)(t) est bornée, par conséquent ay = o, écrivons

Ainsi on a démontré que
fit)y= exp[iplt— 0'_2; t{l

est une fonction caractéristique laplacienne. Le méme raisonnement
s'applique au facteur f,(¢) et les relations entre les parameétres des
facteurs sont obtenus d’une facon tout a fait élémentaire.

Récemment le mathématicien russe Yu. V. Linnik [19], [31] a géné-
ralisé le théoréme de Lévy-Cramér d’une fagon trés intéressante. Nous
présentons son résultat sans démonstration.

Turoriwe 4.3. — Soient fi(¢t), fo(), ..., fs(t) des fonctions
caractéristiques quelconques et soient oy, %s, ..., o; des nombres
positifs. Supposons qu’on ait dans un voisinage du point t =o la

II[f,'(l)]«i= exp[ipt — %212].
j=1

Alors toutes les fonctions f;(t) sont des fonctions caractéristiques

relation

laplaciennes.

En supposant que les ay, ..., a; sont des nombres entiers on obtient
le théoréme 4.2 comme cas particulier du théoréme 4.3.

D. A. Raikov [27] a dérivé un théoréme pour la fonction de réparti-
tion de Poisson qui est analogue au théoréme de Lévy-Cramér.

TueoreMe 4.4 (théoréme de Raikov). — La fonction caractéristique
f(©)=exp[r(et—1)] de la fonction de répartition de Poisson n’'a
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aucun facteur qui ne soit pas aussi une fonction caractéristique
correspondante & une loi de Poisson.

Supposons maintenant que la fonction caractéristique de la loi de
Poisson soit décomposable en deux facteurs non dégénérés de fagon que

J(t) = exp[i(e!! —1)] = f1(2) fo(t).

Comme la composition d’une fonction de répartition discréte avec
une fonction de répartition continue est toujours continue, on voit que
S1(t) est aussi fo(z) correspondent a des fonctions de répartitions
discrétes. Les entiers non négatifs sont les points de discontinuité de la
répartition poissonnienne, c’est pourquoi on peut faire hypothese que
les entiers non négatifs sont aussi les points de discontinuité de f; (¢) et

de f2(t). On a alors

®

Ji(?) =2av eity et f3(2) =2[)“ eitv,

=0 =0

0
> 0,‘ b, o, 2%:2 b,=1.

=9 =0

En développant la fonction f(¢), on obtient

Rl n
J() = e Y Zei,

¥=0

La fonction f(¢) est unc fonction enti¢re sans zéros, par conséquent
J1(2) et fs(¢) sont aussi de telles fonctions et les séries pour f(¢), /i (2),
J2(¢) convergent pour des valeurs complexes quelconques de Ia
variable. Introduisons la variable w = eit et transformons ainsi les
fonctions f(¢), fi(t), f2(¢); il enrésulte les fonctions génératrices g(0),
81(t), £2(t), ou

)
SN A
glw)=e" > —wr,

=0

&(w) =i¢v“’“; Sa(w) =2b.,w".

=0 =0

Comme g(w) = g1 (w)g:(w), il faut que les coefficients de ces séries
satisfassent a la relation

XY
@b+ a1 by ...+ a,_ by + a, by = e+ —
V.
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Tout les termes de gauche sont non négatifs et a,bo==e*3£ o,

I
4.9) ApL —e—h— -
( 9) - bo p!
La fonetion g(w) = e*(*—1) est une fonction entitre, il s’ensuit de (4.9)
que g1(w) est aussi entiere. En outre, on voit aisément que

M(7; &) 05" M(7; g1),

alors l'ordre de g((w) est inférieur ou égal a l'ordre de g(w). La
fonction g (w) est une fonction entiére sans zéros, utilisant le théoréme
de Hadamard on démontre que g4 (w) a Pordre 1. Comme g4 (1) =1, il
faut que gy (w) = eV, Ainsi la fonction

Si(t) =exp[r(eit—1)]

est la fonction caractéristique d’une répartition de Poisson. Le méme
raisonnement s’applique au facteur f5(¢) et les relations A, > 0, ha> 0,
A, - 2o =12 sont obtenus d’une facon élémentaire. ;

Le théoréme 4.3 fut étendu par Raikov [27] et aussi P. Lévy [11],
[13], [14] en examinant la structure multiplicative des compositions
finies des lois de Poisson. Récemment, D. Dugué [6a] a donné une
généralisation du théoréme de Raikov qui est analogue au théoreme de
Linnik. En effet, il a obtenu des résultats analytiques qui permettent de
déduire non seulement le théoréme 4.8, mais aussi le théoréme 4.3 de
Linnik.

TutorkMe 4.5 (Dugué). — Soient fi(t), f2(t), ..., fi(t) des fonc-

tions caractéristiques et soient ay, s, ..., &, des nombres positifs.

Supposons que

[ iom=expircett—n1 0o,

j=1
alors
fi(t) =exp[h;(elt—1)+iu;t], ot i o0, p;réel.

B. Les fonctions caractéristiques analytiques indéfiniment divi-
sibles. — On dit que la fonction caractéristique f(¢) est indéfiniment
divisible si elle est la n'*™° puissance d’une fonction caractéristique
pour n entier quelconque. Alors il existe pour chaque » une fonction
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caractéristique f,,(¢) tel que [fn(¢)]"=f(¢) et cette équation déter-
mine f,,(¢) d’une facon unique.

Tutorine 5.1. — Soit f(z) une fonction caractéristique analy-
tique qui est indéfiniment divisible. Alors f(z) n’a aucun zéro dans
Uintérieur de sa bande de régularité.

L’hypothése du théoréme affirme que [ /(£)]” est une fonction caracté-

ristique et en méme lemps un facteur de f(z). Il s’ensuit du théo-
1
réeme 4.1 que [ f(z)]" est une fonction caractéristique analytique qui est

holomorphe au moins dans la bande de régularité de f(z). Faisons

I'hypothése que /(z) ait un zéro au point z, intérieur a cette bande;
1
alors [ f(=)]" a une singularité au point =, pourvu que 7 soit suffisam-

ment grand. Cette contradiction démontre que z, ne peut pas étre un

zéro de f(z).

Corovrratre 1 av takoriME 5.1. — La fonction caractéristique d’une
Sfonction de répartition finie ne peut pas étre indéfiniment divisible.

Le corollaire est une conséquence immédiate des théorémes 5.1
et 3.3. _

L’énoncé du théoréme 5.1 est le plus fort qu’on peut obtenir et il est
possible de donner un exemple d’une fonction caractéristique analy-
tique qui est indéfiniment divisible et qui a des zéros sur la frontiere de
sa bande de régularité.

Soient @ ct b deux nombres positifs et désignons par w = @ + ¢b. On
démontre aisément que

est une fonction caractéristique analytique qui est holomorphe dans le
demi-plan Imz >—a et qui a les deux zéros — iw et — 7w a la fron-
ticre de ce domaine. En outre, cctte fonction a la représentation

itx

o~ f_,) dM(z),

7

log f(¢t) = mit —+—f (e“-l'— 1=

T m=n2 f e~ar(1—cosbr)(1+ x2)tde
Bal] N
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et
o pour z <o,

M(z) = — 2f e~at(1 — cosbt)t—1 dt pour z > o.
x

En vertu d’un théoréme de P. Lévy ([18], p. 160-161), la fonction f(¢)
est indéfiniment divisible.

CoroLLaRe 2 au THEorEME B.1. — Une fonction caractéristique
entiére qui est indéfiniment divisible n’a pas de zéros.

M. Paul Lévy [16] a posé la question de savoir si la réciproque de ce
corollaire est aussi vraie. Il a résolu ce probléme cn construisant [14]
une fonction caractéristique entidre sans zéros qui n’est pas indéfi-
niment divisible.

Les fonctions caractéristiques indéfiniment divisibles admettent des
représenlations canoniques. Nous avons besoin d’une représentation
donnée par A. N. Kolmogorov (voir [9], p. 85).

Le théoréme de Kolmogorov. — Pour que f(¢) soit une fonction
caractéristique indéfiniment divisible avec une variance finie, il faut et
il suffit que la seconde caractéristique ait la forme

dK (u)

u2

(5.1) (1) = log f (1) = ict +f ettt —1— itu) ,
ol ¢ est un nombre réel, tandis que K(u) est unc fonction bornée non
décroissante telle que
K(—»)=0 et f CdK (1) =K(+w) <o.
Le résullat principal concernant les fonctions caractéristiques analy-
tiques et indéfiniment divisibles est le théoréme suivant :

Turorkme 5.2. — Soit f(z) une fonction caractéristique analy-
tiqgue et faisons Uhypothése qu'elle est indéfiniment divisible.
Alors f(z) admet la représentation (5.1) dans tout Uintérieur de sa
bande de régularité.

Supposons maintenant que f(z) est une fonction caractéristique ana-
lytique et indéfiniment divisible dont la bande de régularité est la
bande — a <<Imz <. La variance de chaque fonction caractéris-
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tique analytique est finie donc f(¢) peut étre représentée pour ¢ réel
par la formule (5.1). Il s’ensuit du théoréme 5.1 que f(z) n'a pas
de zéros dans sa bande de régularité, ainsi logf(z) est définie dans
cette bande. Désignons par ¢(z) =logf(z) la branche de la fonc-
tion log f(z) qui est donnée par la formule (3.1) pour ¢ récl. La fonc-
tion ¢(z) est alors holomorphe dans la bande —a <<Imz<f.
Utilisant (5. 1) on a, pour ¢ réel,

o'(¢) = lim o(t+h) + <?(l.)——/z)—'up(t) = — lim f gitu l_wihudk(u),
h>o h? hyod_ k‘-’ﬁ:
)

alors

g0 =— [ eitn dk(u),

Cela veut dire que — ¢”(¢) est, a un facteur constant pres, une fonction
caractéristique. Comme ¢ (z) est holomorphe dans la bande de régularité
de f(z), on voit que —¢"(z) est, & un facteur constant prés, une
fonction caractéristique analytique qui est holomorphe dans la
bande — a <<Imz << 3. L’intégrale

(8.2) —qp”(z)=f”eiuzdl((u)

converge dans cette bande et est une fonction holomorphe. Soit ¢ un
nombre complexe tel que
—oa<Im{<f

et choisissons deux nombres positifs o' et §' tels que

—a<—a' ZIm{ = B'<B.

fwe—ﬁ'udK(u) et fwe“'”dK(u)

—n —_—

Les intégrales

existent et sont finies et l'on voit alors aisément qu’il est permis
‘d’intégrer (5.2) de o0 &  sous le signe d’intégration et 'on obtient ainsi

eilu

K
iu ().

(8.3) —yO+¥©=["

Nous démontrons d'une fagon semblable qu’on peut intégrer le
membre de droite de (5.3) sous le signe d’intégration de o & z pourvu
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que — a <Imz <. Ainsi on obtient

9(3)=1[2'(0)]z +ff(eiz"—1—izu)d—li—gi)

Comme ¢'(0) = ¢xy, ot 2, — la cumulante d’ordre 1 — est réel nous
voyons que f(z) admet la représentation canonique (5.1) dans toute sa
bande de régularité.

Ce résultat fut établi par D. A. Raikov [28], notre formulation et la
démonstration different un peu de celles de Raikov.

6. Critéres sur les fonctions caractéristiques analytiques. — Il est
souvent nécessaire de décider si une fonction f(¢) de la variable
réelle ¢ peut étre une fonction caractéristique. H. Cramér [4] a donné
une condition nécessaire et suffisante qui est une simplification d’un
résultat de Bochner ([2], chap. IV). Une autre condition, qui est aussi
nécessairg et suffisante, fut dérivée par Khintchin [10]. 11 n’est pas
facile d’appliquer ces théorémes généraux, c’est pourquoi il est dési-
rable d’obtenir des résultats plus spécialisés qu’on puisse appliquer
aisément. La plupart de ces résultats sont adaptés a des classes de fonc-
tions spéciales. Il serait désirable d’obtenir une caractérisation des
fonctions qui sont holomorphes dans un voisinage de l'origine et qui
sont des fonctions caractéristiques. Le probleme est certainement tres
difficile et il n’est pas prés d’étre résolu. Mais il y a néanmoins un
nombre de résultats intéressants qui donnent ou des conditions néces-
saires ou des conditions suffisantes pour qu'une fonction holomorphe
dans un voisinage du poinl 5 = o soit une fonction caractéristique. Dans
celte section nous présenterons — souvent sans démonstrations —
quelques criteres de cette sorte.

Remarquons d’abord qu’on -peut regarder quelques résultats que nous
avons déja dérivés, par exemple les énoncés des théoremes 2.1, 2.2,
2.4 ainsi que le corollaire du théoréme 2.2, comme des conditions
nécessaires qui doivent étre satisfaites pour qu’une fonction analy--
tique soit une fonction caracléristique. Dans ce qui suit nous présen-
tons des conditions suffisantes pour certaines fonctions entidres.

. . i\ —1 . .
Soit 0 un nombre réel, alors (14 & est toujours une fonction
b B J

caractéristique (c’est la fonction caractéristique d’une répartition expo-
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nentielle ou de la répartition conjuguée). Le produit de deux fonctions
caractéristiques et toujours une fonction caractéristique, ainsi l'inverse
d’un polynome a racines purement imaginaires est toujours une fonction
caractéristique.

On déduit du théoreme de continuité de P. Lévy que I'inverse d’une
fonction entiére de genres 1 ou 2 dont les zéros sont des nombres ima-
ginaires purs est toujours une fonction caractéristique. E. Lukacs et
O. Szisz [22] s’occupaient de certaines fonctions rationnelles.
K. Takano [29] étudiait les inverses des polynomes. Dans ces articles
on trouve des conditions nécessaires; de plus, [29] contient aussi une
condition nécessaire et suffisante pour que l'inverse d’un polynome du
troisidme degré soit une fonction caractéristique. Le résultatle plus impor-
tant est un théoréme du mathématicien polonais J. Marcinkiewicz [25 ]
qui a obtenu une condition nécessaire pour qu'une fonction soit une

fonction caractéristique.

TrroriME nE MarciNkIEWICZ. — [l Rexiste aucune fonction caracté-
ristique qui sott une fonction entiére d’ordre fini p > 2 et dont
Uexposant de convergence des zéros py soit inférieur a p.

CorovrLAIRE AU THEOREME DE MaRCINKIEWICZ. — Aucune fonction de la

Jforme
explay+ a3z +...+a,3"] (an#o; n>2)

ne peut étre une fonction caractéristique

Pour la démonstration de ces deux théorémes, nous renvoyons le
lecteur a I'article de D. Dugué [6].

Nous finissons cet article avec quelques remarques sur les fonctions
caractéristiques qui sont périodiques. Soit maintenant f(z) une fonction
caractéristique analytique qui est uniforme et périodique.

Nous commengons notre discussion avec le cas d’'une fonction qui a
une période purement imaginaire. Désignons celte période par
w = in(nréel), ce n’est pas une restriclion de supposer que n > o.
Pour éviter un cas trivial, nous faisons I'’hypothése que f(¢) ==1.
Soit —a <<Imz <(a>o0,3>0) la bande de régularité de f(z),
nous montrons d’abord que n > min(a, 3). La démonstration est indi-
recte. Supposons que »n << min(a, 3). Les points z,=1in et so=—1in
sont alors dans I'intérieur de la bande de régularité de f(z) et il s’ensuit
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du théoréme 2.4 que »

JSn) + f(—in)
(6.1) f(0) < ——rm—

D’autre part, f(z) est périodique et a la période v, ainsi

3

f(o)=f(in)=f(—in)=1 ou f(o):M——'—‘—z'f'—(;_—iZ]—2=l

ce qui contredit (6.1). La démonstration indirecte est complétée et
nous avons toujours n > min(«, ). Mais en vérité n > min(a, ), car
autrement I'origine serait un point singulier de f(z), ce qui est impos-
sible. Alors on a au moins une des deux inégalités n> 2, 0> B.
-Si 0> a(resp. sin > f3), on voit que le point £ (4 — o) [ resp. —i(n — )]
est une singularité de f(z) qui est située dans le demi-plan supérieur
(rvesp. inférieur). Alors n —a > 3(resp. n— (3 > a) et I'on a toujours
1 > o 4 (. Ainsi nous avons trouvé le théoréme suivant :

Tueorims 6.1. — Soit S (=) une fonction caractéristique analy-
tique et périodique dont la période est un nombre imaginaire pur,
w = in(n réel) et supposons que f(z) =1, alors la magnitude de la
période est supérieure a la largeur de la bande de régularité
de f(z) ou |n|>a+f.

Considérons maintenant le cas ou la période de f(z) est un nombre
complexe w ={ + ¢n. CGomme nous venons d’étudier le cas £ = o (cas
d’une période imaginaire pure), nous supposons que £ 3% o. Il s’ensuit
de la formule (2.4) et de I'hypothese que w est une période de f(z),
que les nombres W et — v sont aussi des périodes de f(z). Par consé-
quent, 2% et 27 sont aussi des périodes et I'on a

(6.2) f8) =1

On sait que les fonctions caractéristiques ont la propriété suivante :
Pour qu’il existe un nombre réel z,5£ o tel que f(t) =1, il faut et 1l
suffit que f(¢) soit la fonction caractéristique d’une fonction de
répartition de treillis dont les points de discontinuité sont les points

k . . .
2—t—§(k =o,1,2,...),oulafonction 1 — cos¢,z devient o.
0
La fonction f(z), satisfaisant a (6.2), a alors la forme

(6.3) f(z) = 2 peexp(Z20),

Ym—n
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ou

(6-4) Pr=0, Y pe=t

il faut maintenant considérer deux possibilités.

Premiérement, si v = o, on voit immédiatement que la fonction f(z)
est simplement périodique avec la période réelle . La répétition du rai-
sonnement précédent nous donne alors la formule

(6.5) f(z)= i p‘,ex])(gl.zxv).

- 3
ici les p. satisfont aux relations (6.4). Deuxidmement quand 7 3£ o,
J(z) est déterminé par la formule (6.3) et est une fonction doublement
périodique qui a nécessairement une période réelle et aussi une période
imaginaire pure. La période imaginaire pure doit naturellement satis-
faire aux conditions du théoréme 6.1. Ainsi nous avons obtenu le
résultat suivant :

Tukoreme 6.2. — Une fonction caractéristique non constante qui
est analytique, uniforme et simplement périodique a ou une période
réelle ou une période imaginaire pure. La condition nécessaire et
suffisante pour que la période soit réelle est que la fonction carac-
téristique corresponde & une répartition de tredllis et que ce treillis
contienne l'origine.

Soit f(z) une fonction caractéristique entiére non constante qui est
périodique. Selon le théoréme 6.1, f(z) est simplement périodique et
alors a nécessairement la forme (6.5). Aussi on obtient le

Turoreme 6.3. — Une fonction caractéristique entiére et pério-
dique est toujours la fonction caractéristique d’une répartition de
treillis qui contient l'origine. La réciproque est ausst vrate.

On peut ais¢ément donner des exemples des fonctions caractéristiques
analytiques qui sont simplement périodiques. Ainsi la fonction caracté-
ristique de la répartition de Poisson a la période réelle 27, la fonction

de répartition dont la densité de probabilité est p(z) = <2 cosh ’%‘3\)—‘
I

a comme fonction caractéristique f(z) = 7
cosh s

- Cette fonction f(=)

INSTITUT HENRI POINCARE. — XV, IV, 17
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est holomorphe dans la bande |Imz| << g et est simplement périodique

avec une période imaginaire pure égale a 2. Récemment, M. Girault [8]
a réussi & construire une fonction caractéristique elliptique.

Les théorémes 6.1, 6.2 et 6.3 donnent des conditions nécessaires
pour qu'une fonction périodique soit une fonction caractéristique. Ces
résultats furent publiés par l'auteur du présent Mémoire dans un
article [24] récent. Comme ces théordmes y ¢taient formulés d’une
facon qui n’est pas tout a fait satisfaisante, il semblait désirable de les
énoncer ici de nouveau.
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