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ANNALES MATHEMATIQUES BLAISE PASCAL 14, 103-148 (2007)

Résultats d’existence dans des espaces critiques
pour le systeme de la MHD inhomogene

HaMMADI ABIDI
TAOUFIK HMIDI

Résumé

Nous démontrons dans cet article que le systeme MHD tridimensionnel a den-
sité et viscosité variables est localement bien posé lorsque (po™' — 1,uo, Bo) €
3 3 3
BPZ1 (R?) x Bgl_l(]R?’) X Bfl_l(]l@), pour p €]1,3] et la densité initiale est proche
d’une constante strictement positive. Nous démontrons également un résultat d’exis-
tence et d’unicité dans I’espace de Sobolev H3+e (R3)x H3 e (R?) x H3 =1+ (R?)
pour « > 0, sans aucune condition de petitesse sur la densité.

Abstract

In this article, we show that the 3D MHD system with variable density and

3 3
viscosity is locally well-posed in the Besov space Bfl (R?)x Bf;l (R*)forl<p<3
and that the initial density approaches a positive constant. Moreover, we prove
existence and uniqueness in the Sobolev space Hite (R?) x H3 1t (R3) for a > 0,
without smallness condition for the density.

1. Introduction
Nous envisageons d’étudier le probleme d’existence et d’unicité pour le

systeme magnéto-hydrodynamique visqueux et non homogene, qui est dé-
crit par un couplage d’équations liant la densité p, la vitesse v et le champ

Mots-clés : Existence, uniqueness, nonhomogeneous model of magnetohydrodynamics .
Classification math. : 35Q30, 35B30, 76D03, 76D05.

103



H. ABIDI ET T. HMIDI

magnétique B.
Op + div(pu) =0

Oh(pu) + div(pu @ u) — 2div(u(p) M) + V(I + 57) = pf
+div(B ® B)

MHD
( ) OB + rot(?gpl);) =rot(u x B)

divu=divB =0
(pvuvB)\tZO = (POvU07BO)7

ou p est une fonction positive désignant la viscosité du fluide et o la
conductivité. La pression est notée II(¢,z) et f représente la densité vo-
lumique de forces extérieures. La quantité M est la partie symétrique du
gradient : M = 2 (Vu +! Vu).
Nous allons d’abord rappeler un certain nombre de résultats significatifs
traitant de 'existence et I'unicité lorsque la densité est constante. On peut
a titre d’exemple citer les travaux de G. Duvaut et J.-L. Lions [11] dans
le cas d’'un domaine borné simplement connexe. Ces résultats sont com-
plétés par M. Sermange et R. Temam [16] pour des fluides newtoniens. Ils
démontrent que certaines propriétés classiques sur les équations de Navier-
Stokes persistent pour le systeme de la (MHD). En particulier ce dernier
est localement bien posé pour des données initiales appartenant a 1’espace
H?, s > 3. Cependant I'existence globale est bien connue pour des données
petites, mais non résolue pour des données arbitrairement choisies.
Avant de rappeler quelques résultats pour le systeme (MHD) avec den-
sité variable, nous allons fixer un nombre d’hypotheses sur la viscosité et
la conductivité. On suppose que o et p sont de classe C'° et satisfont

1
0<o<—<a<o0 et O0<pu<upu. (1.1)
pu 2

L’existence de solutions faibles globales dans ’espace d’énergie a été trai-
tée par J.-F. Gerbeau et C. Le Bris [13] dans le cas d’'un domaine borné
simplement connexe. Un résultat semblable a été démontré par B. Des-
jardins et C. Le Bris [10] dans le cas du tore. L’objet de cet article est de
traiter le cas de solutions fortes a la Fujita-Kato [12], c’est-a-dire, dans les
espaces de type Sobolev-Besov critiques. A cet effet on impose une hypo-
these supplémentaire sur la densité initiale pg de type ir%f po(z) > 0. Re-

marquons que cette information reste toujours vérifiée pour p(t, z) grace
au principe du maximum. Nous supposons également que la densité du
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SYSTEME DE LA MHD INHOMOGENE

fluide est uniforme et non nulle au voisinage de l'infini, ce qui veut dire
qu’elle tend vers une valeur finie a I'infini que ’on peut prendre égale a 1.
Nous verrons que si la densité est proche de sa valeur limite, alors on exige
moins de régularité sur les données initiales mais plus d’intégrabilité sur
la force f.

Pour étudier le systeme (MHD) nous effectuons le changement d’incon-

nue a = % — 1 qui nous permet d’avoir le systéeme suivant :

oia+u-Va=0

Ou+u-Vu+ (1+ a){VH + V(%2) — 2div(ﬁ(a)/\/l)} =f
OB +rot(o(a)rot B) = B-Vu—u-VB

divu=divB =0

(CL,U, B)‘tZO = (CLO,UO, BO)7

avec fi(a) = ,u(p%a) et o(a) = Ty Nous mentionnons que la fonction
1+a
o est C'*° d’apres les hypotheses faites sur o.

Avant d’énoncer les résultats, on rappelle que 'opérateur de Leray P
est le projecteur orthogonal sur les champs a divergence nulle. On note
Q = I — P le projecteur sur les champs de type gradient.

Le premier résultat que nous avons établi traite de 'existence et 1'uni-
cité pour des données régulieres. De maniere plus précise, nous avons le
théoreme suivant (on désigne par Cr(X) = Cr(X) N LF(X) et pour la
définition de L4.(X) voir la définition 2.5).

Théoréme 1.1. Soient p, o deuz fonctions vérifiant (1.1) et o un réel

. .. 3 .. déf .
strictement positif. On suppose que ag € Hg+°‘(]R3) et vérifie a < inf(1+

x

ag) > 0 (on impose Vag € L¥(R3) si a = 1). Soient ug et By deux
champs de vecteurs a divergence nulle avec coefficients dans H%+°‘(R3)
et f € ilT(H%+O‘(R3)). Il existe T strictement positif tel que le systéme
(MHD) admette une unique solution sur [0,T] et l'on a de maniére plus
précise
a€ Cp(H ) u, B e LL(H3 )N Cp(H2T) et VIIe LL(H2T®).

Nous parvenons par le biais du théoreme 1.1 a démontrer un résultat

d’existence dans les espaces de Besov critiques (pour la définition voir la
section ci-apres).
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Théoreme 1.2. Soit 1 < p < 6. Il existe une constante ¢ dépendant
.39
de p et des fonctions u et o telle que pour ug, By € By (R?) avec

3
divug = leBO =0, f € Ll(R+, Blfl (R?’)) avec Qf appartenant a
3

Li,o(Ry; By “(B%)) etag Bpl(RS)

laoll .3 <e,
BP
pl

P

alors il existe T € (0,400] tel que le systéme (M H D) admette une solution
(a,u, B, VII) vérifiant

.3 ~ .3 .3
a € Gy(10,T); B2 NLF(BL); u, B € Cy([0,T); BZ, )N LY 0,T; BP+ )

] . 6—p
et VIIe L2 "(BYy ), avec 0 <1< mf(l,W).
De plus, il existe une constante c1 strictement positive telle que si
luoll z - +1Boll s + US| 2 < cpinf(p',ot),
pl pl ( —+5 pl
avee pt = (1), o' = (1), alors T = +oo.
Si 1 < p <3, alors on a unicité de telles solutions.

Remarques 1.3. Dans le théoréeme précédent, le temps 1" peut étre minoré
par

—Kolt22a

. 1
max{tzo}quu s T 22 IA B

q€EZ

B1) (A - 1 — e~ Kn't2%
+ 326V ([ Aguoll e + APl my) () < 01},
qEZ

avec Cy = C(ut, 01, Up) etUo = HuoH 3 1+”BOH 3 LHIPA 3
pl pl 1( +7Bp1 )

(pour la définition de A, voir la section suivante).

Le plan de l'article s’organise comme suit. En premier lieu nous rap-
pelons quelques notions de base de la théorie de Littlewood-Paley ainsi
que certains lemmes dont on fait usage. En second lieu nous présentons la
preuve du théoréme 1.1 qui est basée sur un effet régularisant développé au

106



SYSTEME DE LA MHD INHOMOGENE

sein d’'une équation de transport-diffusion. La derniére section est dédiée
a l'existence et 'unicité de solutions dans les espaces critiques.

2. Préliminaires

2.1. Notations

On dit que A < B s'il existe une constante ¢ strictement positive telle que

A<cB,et A~ Bsi A< BetB<A.

Soient X un espace de Banach et p € [1,00], on désigne par LP(0,T; X)

I'ensemble des fonctions f mesurables sur (0,7") & valeurs dans X, telles

que t — || f(t)|| x appartient a LP(0,7"). On note C([0,T); X) I'espace des

fonctions continues de [0,7") & valeurs dans X, Cy([0,7); X) “ LE(X)N

O([0.7); X) et Or(X) < ([0, 7); X) N L=(0,T; X).

Enfin soit p! = u(1), f(a) = ,u(l_'%a), ola) = ﬁ, ol = 5(1) et pour
14+a

1 < p < oo, on désigne par p’ ’exposant conjugué de p défini par %—I—}% =1.

2.2. Théorie de Littlewood-Paley

Dans cette section, nous allons rappeler brievement la théorie de Littlewood-
Paley et définir les espaces fonctionnels dans lesquels nous allons travailler.
Pour cela, nous utilisons une décomposition dyadique de I'unité (voir par
exemple [3]). Soit C C R3, la couronne de centre 0 de petit rayon 2,
de grand rayon %. Il existe alors deux fonctions positives radiales x et ¢
appartenant respectivement a C§°(B(0, 3)) et & C§°(C) telles que :

Y p279) =1 VA0 et x(+ D p27%) =1 VLR

qEZ qeN
On définit les opérateurs suivants.

Agu=0 si ¢<-2, Aju=x(D)u,

Aju=p2 9 D)u=Au si ¢>0, Aju=¢2D)u YqeZ,

Squ=S,u=x2"D)u et T,w= Z Sy—1uljv.
q

De plus, on a :

u:ZAqu Vue S (R /PR3 et u:ZAqu Vu € S'(R?),

q€Z qEZ
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ot P[R3] est 'ensemble des polynémes (voir par exemple [14]). De plus,
la décomposition de Littlewood-Paley vérifie la propriété de presque or-
thogonalité :

AAju=0MAu=0 si |[k—gq|>2

L . 2.1
et Ap(Sq—1ulgu) = Ap(Sg—1ulAgu) =0 si |k —g| > 5. @1

Définition 2.1. Soient s € R, (p,7) € [1, +0c0]? et u € S'(R?), on note

) _ 1 ) 1
||u||B;T déf (ZquSHAqMEp) (resp. HuHBfm déf( Z 2rquAqu||zp> )
g=—1

qE€Z

avec le changement habituel pour r = +o00, alors pour s < %, r>1et
s < é, r=1
p
. déf 3
By, < {ues®)] lull 3, < oo},

sinon on définit By, comme étant I'adhérence dans S’ des fonctions ap-

partenant a l’espace de Schwartz pour la norme || - || 5.
pr

(resp. B, “ {u € S'(RY) | ullB;, < oo})

Pour p = r = 2 l'espace de Besov non homogene B, coincide avec
'espace de Sobolev H® (voir par exemple [3]).
Comme conséquence de 'inégalité de Bernstein (voir par exemple [3]) et
par définition de B;T, (resp. B,,) on a la proposition suivante.

Proposition 2.2. (1) Il existe une constante C strictement positive
telle que

CMlullg, < IVullgsn < Cllullgy (resp. 1Vl gy S lulls;, )-
(2.2)
3( 1 1

. . S—
(2) Pour p1 < pa etry < 1o, on a By, — DBp,»r

P1 P2
2

T
Bpl 1 - BPQ r2 )

3 3 3 3

(3) Sipe[l,00], alors B;l s Bl N L™ (resp. Bpg1 — BEOOOL‘X’).
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(4) Interpolation réelle : (B;;,B;QT)@,T/ = Bﬁfﬁﬂl_e)sl

(resp. (Byt, Bp2)e,r = B§i2,+(1_9)81) pour 0 < 0 <1, s1 # so et

1<p,r, 1" <oo (voir par exemple [15]).

Proposition 2.3. Pour (r,p) € [1,00)? et s € R, alors on a les inégalités
sutvantes

luoll gy < Nullzw ol gy, + lollsellull sy sios >0, (23)

Si 81,89 < % (resp. s1,82 < % ), s1+ s2 + 3min(0,1 — %) > 0, alors

vl oy vep- S Nl ol (2.4)
(resp. pourr =1 vl sia-g < Wl Iols)

si|s| < % pour p > 2 et _1% <s< % sinon, alors

< .
vl 5 ol ol (25)
L’inégalité (2.4) reste vraie dans le cas limite (c’est-a-dire si s1+ s2 =0)
pour 2 < p (voir par exemple [15]). Plus précisément on a

, 3 3
luvl g S sy, oz, si s (=52 (2:6)
et
Juvl] s Sllull s vl s si 2<p<3. (2.7)
BPOZZ’ Ppoo Lee plp
Lorsques—l—N—%>0, on a
wl| g S ju N NV N N 2.8
ool S 1, g0l @)

Pour la preuve de l'inégalité (2.8) voir par exemple [1].
Nous ferons également usage des lois de produit classiques dans les
espaces de Sobolev, qui sont décrites dans la proposition suivante.

Proposition 2.4.
luv|lzs S llullzellvllas + [vllzellullgs  si s >0,
3

et S9 > —,

lwvllersr S ullsillollmgse si s14+82>0, 81 < 5

| W
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. 3

vl oy sea—g S llullzallollzs st s1+52>0 et s1,82 <5
et 3
lwwls S lullas ol si sl < 5.

Pour mieux décrire l'effet régularisant de I’équation de transport-diffusion
nous utilisons les espaces L%(B;T) introduits par J.-Y. Chemin et N. Ler-
ner dans [5].

Définition 2.5. Soient s < % (resp. s € R), (r,p,p) € [1, +oc]® et T €
10, +00], on dit alors que f € ZNL%(B;T), si

7555, 2 (2 [ 185 0l)7) < o
qEZ

3=

N|=

[resp. LR (H), si | Fllg oy (Laez 22 (I 180 F0)]1720) ")

avec le changement usuel si r = oo.

Pour 6 € [0,1], on a

<od),

- 1-60
”uHL"T(Bé = HUHLM ler)HU| Z;Q(Bf,%) (2 9)
1-6 ’
et ||u”Zp (Hs — ||u”Lpl(H91)”u’ Z;Q(H52)7

6 [
avec 27 o+ 1p et s =0s1 4+ (1 —0)ss.

Remarquons que I'inégalité de Minkowski, implique que
lellzp gy < Nl gy 5P =7 Nl s ) < lullzp g, ) 57 <,
lellzp ey < Nellig ey 5 p <2 et Nl ey < el gy S 2 <

Les lois de produit vues dans les espaces B;r persistent aussi dans ces
nouveaux espaces. Autrement-dit, on a les résultats suivants (voir par
exemple [4]).

Proposition 2.6. Soient s >0, r € [1,00] et - —|— pT,, 71 + p%, alors
ool S Wz oz + Iolom Wil

Si81,80 < 2 (resp 51,89 < ) $1+s2+3min(0,1— ) >0 et p%+pi2 = %,
alors
ol erven-g) S Pl iy ez, (2.10)

T pr
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. =1 < lull~p , - . )
(resp. pourr ool vt S Pz e iy

Soit |s| < % pour p > 2 et _z% <s< % sinon, alors

luvllzs g, 5 S lellzos s o] Fo=l<
w5 ms v Slll5e1, 0. (VI avec —+—=—<
L;(Bp'r) Lgﬂl(Bp'r) Lg’?(B}foo)mL;?(Loo) pl p2 10
(2.11)
1 11
Lorsque 2 <p <3 etp—1+p—2—p <1, alors
hooll s Sl s ol s (2.12)
7(Bp o) 7 (BpooNL®>®) L7 (B,{)
3 3 1 1 _ 1
Sz?<p,s€(—f,§} etp—1+p—2f;§1, on a
< ~ . ~
ol o) S Wl sy Il (2.13)

Remarques 2.7. La proposition 2.4 reste vraie dans E%(H %). Par exemple,
on a

||U/U”Zg,(H31) S ||u||zg} (Hsl)HvHEg?(HSQ)’

1

si s1+ s2 >0, slgget%<523wec;: —i-p%(voir [6]).

1

p1
Rappelons enfin un résultat d’interpolation logarithmique pour les es-

paces L (Bj,.) (voir [9] proposition 1.8).

Proposition 2.8. Soient (p,p) € [1,00]%, s € R et e € (0,1], alors

lulzg s, ) el ) + el 55500

lllz s ) S ——5 log (e +

). (2.14)
HUHL%(BZOO)
3. Démonstration du Théoréme 1.1

La démonstration du théoreme repose sur la méthode de Friedrich’s combi-
née avec un schéma itératif. Pour ce faire nous établissons des estimations
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a priori sur le systeme suivant.

rutv- Vu+t (1+a)(V(5 +10) - 2div{fi(@)M}) = g
+(14a)B-VB

(M) OB +10t(5(a)rot B) = B- Vv —v- VB

divu=divB =0

(u, B)ji=o = (uo, Bo),

avec a, ¢, v, ug et By données. Les fonctions u et o vérifient les hypotheses

(1.1).

Proposition 3.1. Soit s = %—i— a avec 0 < a < 1. On suppose que

ag € H*TL(R3) wvérifie a = ir%f(l + ag) > 0, et que ug et By sont deux
champs de vecteurs & divergence nulle avec coefficients dans H*(R3) et
g un champ de vecteurs a coefficients dans ElT(HS(R?’)) Supposons de
plus que a € Cp(H*1(R3)). Soit v un champ de vecteurs & divergence
nulle tel que Vv appartienne a L' (0, T; BQ%OO(]RS)HL‘X’(R?’)). Soit (u, B) €
L"O(HS(R?’)) X LOO(HS(R3)) une solution du systeme (M) sur [0,T] x R3
et VII € LL(H*(R?)).

On note [ “ ap. Alors il existe une constante strictement positive C =
C(a, p, 0, a9) telle que

s+2

STz 542
_ CcB.> V(T o ~
HUHZ%O(HS) + NHUHZ%(erQ) < Ce”"r ( )(”UOHHS + BT {|’g||L%(HS)

THUHL%O(LQ)})a

T
C Vo(t)|| : dt
Jo VeI g {10l

+ B[TSH]HTHBHL;O(L?) }

2 1
n ﬁ3$+[8+ ]

”BHZ"To(HS) +QHBHZ;(H$+2) < Ce

avec

t
— — -1 -
_/0 IVollg o0 et Br=1t (e lalge

De plus, on a

s+1 T
alVIg, gy S Br* (19015, oy + [ VO®)]led).
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Démonstration. La preuve est analogue a celle de [1] et nous allons nous
contenter uniquement de ’estimation des termes faisant intervenir le champ
B. Les autres termes se traitent de maniere identique a [1]. Rappelons que

OB + rot(d(a)rot B) = B- Vv —v - VB.
On applique l'opérateur A, a I’équation sur B et 'on trouve
OAgB +rotAy(d(a)rot B) = Ay(B-Vv) —v-VAB+ [v,A] - VB

En prenant le produit scalaire L? avec A, B et en se servant de la condition
div v = 0, on trouve

2dt||A B|2, +/ )Arot B)Ayrot Bdr < | A,Bl|,2
X (HAq V)12 + ||[o, A VBHLQ)
- /3 (Aq(E(a)rot B) — 5(a)Agrot B)Aqrot Bdx.

R
Or
— /3 (Aq(5(a)rot B) — &(a)Agrot B)Aqrotha: < || AgBll 12
R
x 21 [5(a) — 0", Ag]rot BHL2

En conséquence, on a

||B||Z%°(H6 O-HBHLI L (Hs+2) ~ < ”BO”HS +Q||A71-BHL%(L2) + ”B ’ VIUHZ%(Ha)
(Z 2% |/lv, A,] - VB ’ )2
L (L?)
1
(2:22q5+1 H ) — ot A rotB’ )2.
1(L2
q>—1

Pour simplifier les notations, on omet la dépendance en [lal| e (r~) dans
la suite de la preuve. Avec cette convention, on a d’apres le lemme B.5 [6]
et lemme 2.3 [1]

( Z 92qs

1

(v, A] VB‘

L} (L2)>2 ~

T
< Vou(t B(t)||gsdt
IVl 1Bl

113



H. ABIDI ET T. HMIDI

et

(Z 22‘1(5“)“[5’( — o' A rotB‘
g>—1

< |5 (@) -

LL(L2) ) HE;?(HsH)

x ot Bz g1,

rg Ha||Z%O(Hs+1) HBHZ%_'(HSJ(-Q—Q)'

D’un autre coté la proposition 2.4 et I'inégalité de Minkowski impliquent

T
1B Vely o S [ IBOL V0,5, .

Donc en combinant ces estimations on aboutit &

1B Zee 115y + 2N Blgy (sges2y S I Bollzs + el A1 Bl 1 (12

o 1Bl

+ /0 IBOIa= Vo)l s _dt+ all-

H3nLe o (H2 Ly (Hst2=e)

Enfin le lemme de Gronwall conduit & ’estimation suivante

cfIIvell s

3 dt
1Bl ey + 1Bl 702, < Ce wdones"{ | By -

(H=+2)
1@l o ey 1Bl 552

Il s’agit maintenant d’obtenir des estimations sur u. On applique 1'opéra-
teur A, a I’équation vérifiée par u et 'on obtient pour ¢ > —1

BZ
OrAqu+v-VAgu + AgV (I + 7) - div((l + a)ﬁ(a)AqM) = Qg9
B2
+ [0.8g] - Vu =8, (aV(I+ ) + 2, ((1 + @) B VB) + Ry,
(3.1)

Ry = A adiv{(f(a) - p) M} = div]e Ay ({a) — '} M)
+ ' Ay (adivr) — ptdiv(a AuM) = div{(1 + ) |fi(a) - ', A | M
= R, +divRy,

114



SYSTEME DE LA MHD INHOMOGENE

ott B2 = —(1+a)[fi(a) — ', Ag| M et R} = Ry — divR2.
Une simple intégration par parties associée a I'inégalité de Bernstein donne

|(divRg[Aqu)| < 27| Rell 2| Aqull 2.

De méme I’ 1ncompr6581b1hte du flot et I'inégalité de Bernstein permettent

d’avoir (avec i = “ aj)

<—div((1 +a)ﬁ(a)AqM'Aqu> _ /Rg(ua) (@) A, MA, Vi dae

1
_ 7/ (1 + a)fi(a) AgMAM da
2 Jwrs

1_ _
Pl AGMIITe = | AgVullZe,

Y

La derniere égalité a lieu car nous avons suite & une intégration par parties,
1AgM|[72 = 2[A¢Vul72 + 2/Rs 0jAqu' 0 Aqu? = 2||AgVul 7.

En prenant le produit scalaire au sens L? de 1'égalité (3.1) avec Aju, on
obtient

1d
3l + AVl < 1Agul g ([ [0 A - V], + IR
+ 27 R2|12 + 1Ay Toalll 2 + 1A Tonalls + 12,Pgl) 12
1 2
a0+ aB-VB)| +5[aavs?) L2>,
avec
T, af ZSq_lu Aqv, R(u,v) def Z Agqulpv,
q lg—p|<1

T!v “ Tyv + R(u,v) et ww = Tyv + Tyu + R(u,v)

la décomposition de J.-M. Bony [2].
Or, il existe une constante positive ¢y telle que pour tout ¢ € N

IVAGul72 = 2% AqullZ..

115



H. ABIDI ET T. HMIDI

D’ou
1d

5 g7 18qulze + 1 2B Agullf < ||Aqu||Lz(HR1||Lz +|[o. A - V|

+ 29| R} || 2 + 1A Twall]l 2 + | AgTonall 2 + 1A Pyl 2

L2>'
Ceci permet d’avoir,
0070 g0y il ey ol + A vl g ) + Wl

+ || R

ta(a+aB vB)| |+ AV

+ HTVI'IlaHZlT(Hs) + ”PQHZ%(Hs) + HRé L

”L;«(H HLI Hs+1)

2 1
+ (q;l 225 [, A] - Vu‘ LIT(L2)> 2y H(l +a VB‘ e
1
+ 5HaVB2 "
Comme « > 0, alors les lemmes B.3, B.5 et B.1 de [6 [ |, impliquent que
(q;lﬂqs Aq(adivM) dlv(aA M)‘Ll (L2)> < |V ‘1H~ e

X ”VUHZ%_,(HSJrl—a)?
et

( 2qs

A, [a div{ (f(a)— MI)MH— div [aAq({ﬁ(a) - Nl}M>] ‘ ) :

L%F(LQ))

S [Vall;

(fita) — )M

Ainsi, nous obtenons par le biais de la remarque 2.7 et le lemme 2.3 cité
dans [1],

Loo H2+Ot 1) Z%(Hs+l—a).

1
(;?2‘15 A, [adiv{(ﬁ(a)—ul)/\/l”—div[aA ({u — M )”Ll LQ))Z
>—
SJ HVQHZ%O(H%JM)HG’HZ%O( §+a)”quZ1T(Hs+1—2a)‘
Donc,
IRz ey S IVl g 190 gyl e
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Les inégalités de Holder et le lemme 2.3 de [1] donnent

1850z ey S @) =t 1907y 1y S Nl e

X ||vu”Ll (Hs+1 04)

De méme, on a (voir lemme B.5 [6])

( Z 92qs

g>—1

1 T
° </ Vol(t Ol s dt.
; [Vu( )IIBngomLOOHU( IV

L L2)) ~

[v, Ag] V’

En combinant la proposition 2.4 et la remarque 1.7 de [6], on aura

|1+a)B S (1+llall

T + Hav7‘ e ™~ L°°(H2+D‘))

T
< [ IBOLIVBO 5, .t

Pour les termes de pression, on utilise le lemme 2.1 [1], la proposition 1.4
et la remarque 1.7 de [6], aboutissant &

ITealllgy gy S 19 b T 2y

Cnall~ < llall~ ~
ITerallzy rey 10l gt | T 7y 1o
Pour estimer VII, on applique 'opérateur de divergence au systeme vérifié
par u et on utilise le fait que div(v - Vu) = div(u - Vo). On trouve

div((1 4 a)VII) = divG

ot @ g Tov— T, u+ (1+a)div(ii(a)M) + (1+a) (B-VB - VE).
En appliquant la proposition A.5 de [6] on aura
alvily,

dé _
S Arl|QG|I7 avec Ar Y 14a 1||VaHZOO(Hl
T

(Hs a (Hs a)? §+a)-

En faisant appel a la décomposition de J.-M. Bony , on montre facilement
que

HTVU’U + T, u

T
~ N Vou(t t)|| gsdt.
S A\ Ll IR 01
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Ainsi, la proposition 2.4, la remarque 1.7 de [6] et le lemme 2.3 [1] per-
mettent d’avoir,

i) M|

S (14 flall-

|1+ adiv ey M) T (i)

ZIT(Hs—a) Z%(Hs-ﬁ—l—a)
< - m —_ Y. 1 ~
S (U el g o) (1) = 18 gy + 08 )0l e

2
S (U oz g eay) 1l gresamay

et
B2
. I v A < .
|0+ a@ VBV, S (1 el )
B2
XHB-VB—V—‘NI .
2 LY (Hs—e)
T
S (1 lall ) [ IB@ el T3, 0t
Donc

, T
|Tealllzy gy + I Tonalgy ey S Ar{ [ 19001 5 [u(®)ed
2 00
2
190z ey + (1 Nallzae o)) (Nl ggesoa
T
[ IBOIrITBON,3,,d) )

En conséquence

T
[l e + 1y ey S Nl + H2{ [ ()=o) 1yt
~ +1]4+3 ~
+ 19073 gggey + Hrl T (s o

+ [ IBOI VB, )
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avec Hr = 1+ ||a||z%o( Jrouste A ce stade on applique le lemme de Gronwall
qui donne

CHr [ Vo)l dt
1007 g7y + il sy < C bl

+HTH9HL1 (H?) +HT[S+1]+4(HUHL1 Het2-a) (3:2)

+/0 HB(t)HHsHVB(t)HH%nLoodt>}'

Pour conclure la démonstration de la proposition il suffit d’interpoler avec
I’estimation d’énergie suivante. O

Lemme 3.2. Soit (p, u, VI, B) une solution sur [0,T] du systéme suivant

op+v-Vp=0

p(Ou+v-Vu) + V(H + %2> —2div(u(p)M) = pf + B- VB
OB + rot (5(a)rot B) =B -Vu—u-VB

divu=divB =0

(p; 1, B)ji=o = (po, uo, Bo),

avec 0 < pp <, 0 < g <o etvun champ de vecteurs régulier a divergence
nulle. Alors pour tout t € [0,T] on a

lo®ller < lpoleri € [1,00),
(/A @2 + B2 + IVl zz) + alirot Bl zua) S vl
t
+1Bollzz + [ /A1) e

Démonstration. Nous avons par une simple intégration par parties,

2( — div(u(p)M) |u> = /11%3 w(p)[(Vu -V +'Vu - V) - u]de > %HHMH%Q

De méme, on a

1Ml 2 = V2|Vl 2.
Ainsi en multipliant la deuxieme équation du systeéme par u et en faisant
des intégrations par parties, on obtient

S IVBuls + plVule < 1Al Vpule: + [ (B VB)ud.
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Pour estimer la fonction B dans L?, on utilise I'identité rot(rot B) = —AB
qui est valable car div B = 0. On obtient
1

d 9 2
- < . = — .
5 t||BH[2 +gHrotBH , /3(3 Vu)B dx /3(B VB)udz.

Ainsi en combinant ces deux estimations on parvient a,

d 2
= (Ipullzs +1BIZ2) + 2ullVul7: + 20[rot B| | < 2llv/asllsz ]l voul se.
Pour conclure il suffit d’utiliser le lemme de Gronwall. O

La suite de la démonstration est standard. On utilise un schéma itératif
relevant de la méthode de Frédérichs. Ensuite on se sert des estimations a
priori qui permettent de montrer que le systéme (M) est localement bien
posé.

4. Démonstration du théoréme 1.2

Nous allons procéder en deux temps. Nous démontrons en premier lieu
I'unicité qui est principalement basée sur une estimation logarithmique et
un lemme de type Gronwall, dit d’Osgood, qui est bien adapté a de telles
estimations. La deuxiéme partie est consacrée a la preuve de l’existence
de solutions.

4.1. Unicité

—_~—

Soit 1 < p < 3. On se donne deux solutions du systeme M H D, notées
(a’,u’, VII!) pour 1 < i < 2, et appartenant & L%O(Bp%oo) x LP( .51—1).
Posons
(M, oM) S (Vi vt M2 — MY
et
(0a, du, VIIL, 0 B) “ (a? — a*,u® — b, vIIZ — vII!, B2 — BY).

On vérifie aisément que

Oda +u? - Voa = —du - Val

Opou + u? - Véu — pt Adu + VIl = H(a',u?, VI, BY)

040B +u? - V6B — o' ASB = G(a*,u’, BY)

divdu = divéB = 0,
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ou
H(a',u!, VII', BY) = —6u - Vu' + a! (' Adu — VOTI) + da(p Au® — VII?)
+ div[(ji(a") = p!)OM] + dadiv](ji(a?) — u') M?]
+aldiv|(fa") — p")5 M| + div|(f(a®) — Fita') M?]
+ aldiv[(ji(a®) — (")) M?] - %6@V(B2)2  6aB?. VB
3
—(1+a")) B}VéB;+6B;VBj + (1+a')(B*-ViB+46B-VB')
j=1
et
G(a',u',B") = B*-Véu+ 6B - Vu! — ju- VB!
— rot{(&(aQ) — &(a'))rot BZ} - rot{(&(al) —ol)rot 5B}.
Nous allons distinguer dans notre discussion deux cas : le premier traite

de la situation ou 1 < p < 3, alors que le deuxieme concerne p = 3. La
distinction apparailt au niveau des lois de produit dont on fait usage.

Cas oul <p<3

Nous avons établi le résultat suivant.
Proposition 4.1. Soient (a*,u?, VII*, BY), avec i € {1,2}, deuz solutions
—~— . 3
de (MHD) ayant les mémes données initiales ag € Bpoo(R3) N L®(R3),
.31
ug, Bo € By (R?) avec divug = div By = 0 et un terme de force exté-
.31
rieure f appartenant a L, ([0,T*); B}, (R3)) tel que Qf appartienne a

loc
Ll

.3 2
1oc([0,T7); By (R3)). Supposons que pour i = 1,2 on ait
. .3
a' € C([0,T%); Bfoo(R?)) N L®(0,T*; L=(R?)),

i '%—1 -%+1
u' € O([0,T%); Byy (R%)) N Lioe([0,T%); By (RY)),

3

g * 5y L * > §+1
B' e C([0,T*); By (R*)N Ly, ([0,T%); BYy (R%)),
. L3
VI € LL,.((0,7%); B2y (R?)).
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1l existe une constante c strictement positive telle que si l’on a
o, <o
L2S, (BPoNL>®)

alors (a?,u?, V112, B?) = (a!,u!, VII!, BY).

la

Démonstration. La premiere étape de la preuve consiste a montrer que

(6a, du, VIOIL, 6B) € FI, ou

Fo = C(0,T); Byx) x (TL(B2) 0 C(0,T): Bl ) x (E (Bl )

.3 3o
x Lp(By1) N C([0,T): By, ),

On définit pour tout ¢t < T la quantité
1(6a, du, VOIL 6B)|[gp = lldaf] oz +l0ull a2

V(1) = .
t \Ppoo ?"(B,f'l )

+u H5UH 3 +HV5HH 3, +H5BH 3, +01H5BH
L}(BP HBP B

pl pl Ly p1l ( 1)

def déf

Pour démontrer ’appartenance a ’espace Ffw, il suffit d’avoir

(a' —ag,d, Vﬁz,gzl) € FI, oulon a définit (@', VII', B") par v’ = uy 4+,
VI = VHE + VII' et B = By, + B'. Les quantités uy, VII; et By, sont
a leur tour définies par le systéme suivant.

Owur, — prAur, + VI = f
OB, —d'ABL =0
divuyr, =divBr, =0
(ur, BL)j—g = (u0, Bo).
En effet nous avons par la proposmon 2 1 de [4] que UL et By sont

+1
a coefficients dans l'espace C([0,T]; B;’ ) N LY0,T; Bp ) et VI €
-3 R
L'(0,T; B}y ). Les quantités (', Vi, B' ) vérifient
ot — pr AT + VIT = K(a?, ul, VII!, BY)

aﬁ - alAEi = L(u!, BY)
(MHD 04)
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ol
K(a',u',VII', BY) = —u' - Vu'! + o (p' Au® — VIT?) — %(1 +a") VB
+ (1 + a')div (') = p) M| + (1 + a))B"- VB’
et
L(u',B") = B"-Vu' —u'- VB’ — rot{(&(ai) —aY)rot Bi}.
On applique a la premiere équation du systeme (MHD,,0q) Uopérateur P
et ’on obtient
o' — pl A =P(K(a', !, VI, BY)). (4.1)
De méme 'opérateur de divergence appliqué a cette méme équation donne
VIT' = ROf + R(p (' Aul) + (1 + al)div| (fi(a’) — ") M)

+R(@'VIT) = R(u' - V' + S+ a)VB” — (1+d")B'- VB,
(4.2)
avec R = V(—A)~ldiv, qui est un opérateur de Riesz. En combinant

I'inégalité (2.9) avec les hypotheses de départ sur les solutions on trouve
3

u', B' € L*(B 15 ). D’un autre coté l'inégalité (2.5) donne pour p < 3

. . . . . . . .3_9
ul-Vul, (1+d)B'- VB et (1+d)VB” e L3(B!) ).
Par ailleurs en utilisant les inégalités (2.9) et (2.5), on obtient a’Au’ €

LT(B‘” ) D’autre part, nous avons d’apres [1] (dans la partie consacrée
al umclte),

1+ a))div| (f(a®) — pt)M? s S (1+]a! 5
@+ ataiv[ta) =AM, s S Ot s )
lafl sl s
LF (BPonL>) L3.(B,1)

Ainsi nous concluons que le membre de gauche de ’égalité (4.2) appartient

.3 9
a L%(B;’l ). D’autre part, on a l'inégalité (2.5)

L2 (B swnLo®)

Ha VHZH 32 < HCLZH 3 | CHZH 3_
2 P
T pl L Bpl
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En consequence la condition de petitesse sur a’ et le falt que of €

L} ([0, T%); Bp ) donnent en vertu de (4.2), VII' € L} B;’ . Ceci per-
met d’obtenir & partir des hypotheses faites sur a® et de I'inégalité (2.5) que

) . .39 . o
al VH’ € Li( ,1 ). Donc on conclut que K (a’,u’, VII*, B*) appartient a
3_9
,1 ) Or
donc le membre de gauche

2 -\ . . .
LL(B? ;1 ). De maniere analogue nous aurons L(u’, B') € Li(

I'opérateur P est continu sur les espaces By,

3
.39
de Iégalité (4.1) appartient a L%Blf 1 - Par suite, en appliquant la propo-
3

3

iti —i 7 1 b 2 —i
sition 2.1 de [4], nous obtenons w', B € LyB;1NC([0,T]; By, )et VIL €
.32 ) , ) )
LlTBﬁ 1 - En ce qui concerne a', nous écrivons d;a' = —u' - Va'. Ainsi les

3

. -1
lois de produit (2.5) permettent d’avoir d;a’ appartient & L2 (B ) Ce qu1

donne par I'inégalité de Cauchy-Schwarz que (a* — ag) € C([0,T7; BpOO )
Finalement on a (da, du, VOIIL,6B) € FF.

Pour estimer (da, du, VOIL, § B) dans 'espace F7, nous allons utiliser les
propositions suivantes, qui nous donnent une estimation de la solution de
I’équation de transport et de celle de I’équation de Stokes non stationnaire
linéaire (voir propositions 3.2 et 3.3 [1]).

Proposition 4.2. Soient r € [1,400], p € [1,4+00] et s € R tel que
|s|] < 1+ %. Soit v un champ de vecteurs a divergence nulle tel que Vv
3
soit a coefficients dans L'(0,T; BE, N L>®). Supposons que fy € B;,,
Fe LY0,T; B;’T,). Soit f € L>=(0,T; B;T) NC([0,T); 8") une solution du

systeme suivant
of +div(vf) =F
n
() Jit=0 = fo-

Alors il existe une constante C' strictement positive dépendant de s telle
que

t
1l 5y < €O (ol + /0 e VONP(T) g, d7).  (43)

ou V(t) = [3]Vu(r)| 2 dr. De plus f € C([0,T7; B;T) sir < oo.
BE,.NL>

pr
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Proposition 4.3. Soient s tel que |s| < % 512 < p< o0, —1% <s< %
sil<p<2rell4o0], up un champ de vecteurs a divergence nulle
avec coefficients dans B,, et g un champ de vecteurs a coefficients dans

LT(BS ). Soient u et v deux champs de vecteurs a divergence nulle tels

.3 .3
que Vv soit d coefficients dans L'(0,T; By N L>) (resp. L'(0,T; B}y))

et uw e C([0,T; B; )N LT(BS+2) soit une solution du systéme de Stokes
non stationnaire

ou+v-Vu—vAu+ Vil =g
(L) divu =0
U|t:0 = Uup.

Alors il existe C dépendant de s tel que u vérifie l’estimation suivante

ClIvoll 8
SO . - < Ll (BP nLoo)
HUHLE,’?(B;'T) + V”“H[/%ﬂ(]gi]";% + HVHHL,},(B;W) =~ € e (44)
x {lluoll 55, + Cllglzy s, }-
On a de plus ’estimation suivante :
ClIV]| L8
lul. s Fvlull, oos + VI s <e %)
%O po%) L'}(Bpocp T(Bpoo) (45)
x {Iluwoll s +Cllll, s ;).
BPOC POO)

En se servant de ces propositions on montre successivement que pour
tout t < T

6al] 30 <Cexp(CIVW?] Mol s [[Val]
Lge B P

31
t ( pooﬂLoo Ly 1 o P e )
cve|
[6ull s, +ptlull s+ ||V <e LBl
Lt(pl) thl tpl)
X ||H(a27ul7vnzaBi)H .3 _o
Ly(By; )
et
crve|
BI 4 +ot 0Bl 4 Se HORIGEE B
o, ek e
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Nous envisageons maintenant d’estimer H (a’,u’, VII?, B?). Les inégalités
(2.4) et (2.5) donnent pour p < 3,

H — du - Vu' 4+ a! (pt Adu — VOTI) + da(p' Au® — VH2)’

LBy )
Shoull aa IV g Sl s (A0l g
LT (Bpl (B;fl) Loo(Bpoo nLe (Bp1 )
+ ||Vl s, )+ |lda Au? + || vIT? sy ).
IO, e ) 00l g (V0% s IV, )

Une estimation établie dans [1] montre que

Hdiv{(ﬁ(al) - ul)é/\/l} —I—aldiv[(ﬁ(al) - ;ﬂ)éM} ’

3
Ll (B]D1 )

Sla'll s ||5UH
L

L§?(ByooNL> 1(B”)

et

|div[(i(a®) — ia®) A7)

) .39
g
LL(BF, )

< /OT Hﬁ(az) _ ﬁ(al)HBf)”"uQ‘Bffdt

7 o(T)
< _=\s) 2
S [ ol s 1os (e o ¥ =)l g

pl
poo

avec «(T') une fonction croissante qui dépend des normes des solutions
dans ’espace de résolution.

En combinant l'inégalité (2.4) avec un résultat d’interpolation dans la
variable du temps, on démontre que

60982 | g ST0al oy 1B, S Al

1 > p

LT(Bpl (BPOO ) T(Bzfl) (Bpoo )
<|IB%l sl 1B -

T(pl) T(pl)
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En procédant de maniere semblable, on trouve

|(1+a! ;BQWSB +0B; VB1H s, (1+||a1||L%O(B§1))

x (ZHBJQ-VéBjH 3 +ZH5B VB s, )
j=1 LE(B) ) b1 )

pl T(

SIB s 6B] s +H5BII . HBlll 3
L2(BP 2(BP BP

“+1
p1 Tpl L (B, LL(Br) )

1
< ( B2|?
S e

T\ pl

1B B I .%H))

OO(B ) T pl

x (108l _ 2 +16B] , 3 ).
L (Br, ) Bp)

Comme p < 3, alors les inégalités (2.4) et (2.5), impliquent

6a B*-VB?|| 4, < |dall B s B s

T pl T(Poo) T( pl ) T( pl )

En associant les inégalités précédentes aux lemmes 3.1 et 3.2 [1], on trouve

|H(a', ', VI, B) | 2 S ’V(t){\(ul,uQ)H

3 3
LLBP ) LB

SIVIRL, e NN BB

Ly.(BP, LB JZN0: T A

1
+IBLB)® s, (B, B2)!!2 3 +all s
L(BP ) L (BP, ) L (BysoNL>)

! a(T) 2
1 e .
+ ] 1905 s1og (4 | 5@@)”32_1)@ I gndt
p oo

T pl

pl
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Comme la fonction x +— zlog(e + a(T)x~1) est croissante sur R, alors
on aura

|H(a' ', VIV, BY)| 5., <7(t)<||(u1,u2)|| bt
T

Li(Bgy )

)

FIVIPL o BB 1 B
T( pl LT Bpl T( pl )
1 1
+IBLBHI? 5, IBLBAOI? o et s )
Ly B, L¥(Byy ) L (BposcNL>)
T o(T)
+/ t)log (e + —2)||u?|| z,,dt
, V08 (e ZEE)I s

Il s’agit maintenant d’estimer G(a’, u*, B*). Nous avons par I'inégalité (2.5)
et via un argument d’interpolation

1B2Voul | 2 SIBY g full o
LT Bpl T pl) T pl )
1 1
SIBIE o 1B o (6wl s D6l s ).
P (B LE(BP, L¥(Br, ) T(B,,n

De méme, on a

6B Vul = 5u- VB L, SISBI gl g
T pl T pl ) ( 1 )

+loull s, HBIH B

LE(B), ) Ly(B)y )

Afin d’estimer le dernier terme de G, on applique le lemme 2.4 de [1],
I'inégalité (2.5) et la formule de Taylor,

L A B N -
LL(BF ) LP (BFooNL>®) L (B D

Hrot{(&(al) — oot 53}’
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Nous déduisons ainsi en vertu des inégalités précédentes et des lemmes 3.1
et 3.2 [1], tout en procédent comme pour 'estimation de H,

|Glal, o, VIT B 4, ,sw)(\(u%u?)n
By ) Lp(BYy )
IV, o LB IS BII, o

1
T pl T pl LT( pl )

1 1
FIBLBE L BB o, et )
b5, rpy)  LEBfnL)
a(T)

+/ t) log e—i—W)HBQH

Ainsi donc en appliquant la proposition 4.3, sachant que v(0) = 0, on
trouve pour tout t <T'

¥(t) S v exp{ClIV?| s }<||(u1,u2)|| s HIVIP) s
L LL.(B? 7

T Pl) p1l ) T( p1 )
Flall s HIELBII s IBLBII s
%"(BpOO L) L%o Bp1 LT(Bpl )

1
+IBLBO? 4., I(BY B)|* 31>
By ) L¥(B), )

T o(T)
+/ t)lo (e + 7) . BY|| s
; 7(t)log @ I(u® )II +1
On choisit un temps 77 < T petit de maniere a ce que on ait, pour une
constante ¢ aussi petite que ’on veut,
exp{CIVa?| g b<2 l@hed)] | g +IVIE] g <o
LTl Bpl LTl p1 Tl pl

et (BB _ 1, (BB

Sachant qu’on a par hypothese ||a!|| 3 < ¢, alors Vt <Tj on a
L%, (BpsoNL>®)

a(T)
)0 [ t)1os (e + S N B g
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Comme t +— Hu2||B%+1 + HB2HB%+1 est localement intégrable, alors on
1 1
conclut par le lemme d’Osgood (]\Dzoir par exemple [3]) que y(t) = 0 pour
tout ¢t € [0,T1]. Il es aisé de voir que cette propriété se propage de proche
en proche et l'on obtient que v(¢) = 0 pour tout t € [0,7]. Ainsi la
démonstration est achevée pour 1 < p < 3. Les calculs que 'on vient
d’effectuer sont valables pour p # 1 (car ils reposent sur la proposition
4.3). Le cas p = 1 se déduit par injection. (I

Cas p = 3.

Pour établir 1'unicité dans ce cas critique, la condition de petitesse de a'
3

dans l'espace L, (Bjs N L) s’avere insuffisante & cause des limitations
des lois de produit. Pour y parvenir nous avons di remplacer cet espace
3

par un autre sous-espace de type L% Bp; 1- Plus précisément, nous avons

Proposition 4.4. Soient (a',u', VIL, B') et (a?,u?, VII?, B?) deuz solu-
tions de (MHD) avec donnée initiale ag € B, ug, By € BY;(R?) avec
divug = div By = 0 et f a coefficients dans l’espace L}, ([0, T*); B, (R3))

% loc
tel que Qf appartient a Li,.([0,T*); B3_11(R3)). Supposons que pour i =
1,2 on ait

a’ € C([0,T%); S'(R*) N L5 ([0, T7); B31(R?)),

u' € C([10,T%); B3 (R*) N Lie([0,T%); B3, (R?))

B' € C([0,T%); B, (R?)) N Lige([0, T%); B3 (R?))
VIT' € Lj,.(0,T%); BS,(R%)).

Alors il existe une constante c strictement positive indépendantes de ces
solutions, telle que si on a

)
)

la <c

1”~ 31
L%o*(Bg 1)

alors (a?,u?, V112, B%) = (a!,u!, VII!, BY).

Démonstration. 11 s’agit de montrer d’abord que (éa, du, VOIL, 6B) € Gr,

ol

Gr = C([0,T]; BY.) x Li(Bio) NC([0,T); Byk) x L (Bs %)
x L1 (B3,) NC([0,T); B3,).
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Les estimations obtenues dans un tel espace permettent de récupérer I'uni-
cité via le lemme d’Osgood. On pose
def . _ - .

L’appartenance a G s’effectue de maniere identique a celle donnée pour
le cas p < 3. La seule différence a noter apparait dans le traitement des
produits de type a’VII’. Pour ce faire, les inégalités (2.6) et (2.13) se-
ront de bon usage et assurent que le membre de gauche de ’égalité (4.1)
appartient & L%(B; olo) Ainsi 'inégalité de Cauchy-Schwarz implique que
cette quantité appartient a E%F(Bg_ 010) 11 suffit d’appliquer la proposition
2.1 de [4] pour conclure que (da,du, VIIL, dB) € Gp. Il s’agit maintenant
d’estimer la fonction ~(t).

Par les propositions 4.2 et 4.3, on a

ClIVu? || 1 g1
1Ballpgezg y < e 0 l0u- Valllpy s .
1 C||Vu2”L1(Bl )
H(SUHL;’O(BB_;O) +p H‘SUHZ%(B;OO) + ”V(SHHZ%(B;C) <Ce £1731
HH(G’17ul7szvBZ)“f%(B§;O)
(4.6)
et
1 C”VUQHLl(Bl ) ; ; ;
HéBHLtOO(B;;o) +o H(;UHE%(B;,OO) S Ce t 731 HG(GZ?UZvBZ)HZ%(B(SOIO))
4.7

Concernat Pestimation de da, les inégalités (2.5), de Bernstein, de Min-
kowski et (2.14) donnent

1 1
|0u - Va HL%(B:?OO) S ||5UHLt1(B§1)Ha ||Z;;<>(B§1)
et

19ullz g ) + ”5“’@(35%))

) < ~ . +
H5UHLg(B;1) ~ H(S“”L%(Béodlog (e [0ull7,
t

(Bis)

Or, nous avons par les inégalités de Holder et de Minkowski
Ioulz gy <t Wellmag, ot Mol ) < X loyep,y
1= 1=
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Donc

ClIVe? 1 g1
Se et g gy I0ully gy

e g 1l (4
[3ullz,

H6a||Lt°°(Bgoo)

x log (e +
(Bi)

On se propose maintenant d’estimer H (a’,u’, VII!, BY). On a par les in-
égalités (2.13) et de Bernstein

H — du - Vul +a! (pt Adu — VoTT) + Sa(p' Au® — VHQ)’

LH(B3L)
t
S ety oz 10wl e 1 +/0 18l _ (11?15, + V1] 9, )ir

. o o
0 Wiy (190l ey + IV0Tgy 1)

Les inégalités de Minkowski, (2.6), (2.2), (2.4) et le lemme 2.3 [1] im-
pliquent

dr

|dadiv](i(a?) - u')Mm?| B,

t
B < sall - ’ ~c 2y 1 2‘
rse, <) Doally 6 — )0
t
< (e — G 2.
S [ 6l gg__(a®) = il IV 5y,
2 t 2
S ¥l mqy,) [ I0allzg_ el g

En se servant des inégalités (2.2), (2.11) et lemme 2.3 [1], on trouve

Jaiv[(Ea") — pt)om]|

~r 1 1
THBsL) S laa”) —p HZgo(B%JHVéUHZ%(BgOO)
S0 ey ) 19y 3
(4.9)
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Ceci donne en vertu des inégalités (2.13), (2.11) et du lemme 2.4 de [1]
auxquels on associe les inégalités de Bernstein et de Minkowski,

Haldiv[(ﬁ(a2) _ ﬁ(al))Mﬂ ]

LH(B3 L)

dr

e — @y
BSoo

1 ~0 2 ~r 1 2
S ) Nl 17(a®) = Ala) [ go IVl peedr
t 2
1 ; 2
< [l s, N0y, 3 la'lley, Il 5,7
1=

t
S ey A L P P
(4.10)

De la méme maniére on aura les deux estimation suivantes

Haldiv[(ﬁ(al) — ,ul)(S./\/l” < la

1 ~ .
LNB;L) HLE"‘(Bél)
x || (@) — ut)yim|

< lla |12

7 (B31)
< llat||2 -
S e 00l
et
t
T a2y il 2 < 1,2 . , 2|1 .
Jaiv|Gta®) =A@ M|, S Ta® ey, /0 I6all o _[lu?]l g2 dr.
(4.11)
En utilisant les inégalités de Minkowski et de (2.4) on obtient du fait que
Bj, est une algebre

t
2 2
166V B¥ Iz 1 ) < 1800V B* |y 51 5/0 16all g I1B*|5y dr

t
2 2
S [ 1all g 1B 59, 18%) g
De maniere analogue, en utilisant en particulier (2.5), on obtient

t
62 - VB, 1) S [ 0l gg_15%1 g, 1% g5,
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L'identité BVéB; = V(B?6Bj) — 6B;V B}, permet d’avoir suite & une
combinaison des inégalités (2.13), (2.11) avec celle de Minkowski et un
argument d’interpolation classique,

3
|(t+a) (= BIVOB; + B2 VoB)| ) S (1+ HQ1HZ;>°(B§1)>
j:1 t 30
3
% (Z ”BJZ‘SB]"'Z%(B&O) +1B*® OBlizy g )+ ”‘SBJ'VBJQ'HE%(B;;))
< ||B2||L2 '1 mLoo)HCSBHZQ( +||5B||Loo HB HLl(B

< (BN g B2 +HBQHL%<B§1>)

< (16Bll e ;1) + 9Bl _))-

D’autre part l'inégalité (2.13) permet d’avoir

|1+ at)( ZdBVBlJrcSB VB)] .
j=1

< T~ .
o S (410
1
(; 1: 6B,V B! jl71 51, + 6B - VB ”%(Br;;o))

1
S N0Bl e a7) I8 ”L}(Bén-
En combinant toutes ces estimations nous parvenons a établir
i AR SUNTI < 1 . .
”H(CL y U aVH 7B )HL%(BS_;O) ~ /y(t) (HU ||Lt1(B§1) + HCL HL;’O(B:%I)
Hlla?l e g y 10l g2, + 1B B a2 IBY, B e oy (4.12)

BBy g 1B B ) / I8all g _g(r)dr,

avec g une fonction localement intégrable.
Nous allons maintenant estimer G. En utilisant les inégalités de Bernstein

134



SYSTEME DE LA MHD INHOMOGENE

et (2.11), on obtient par interpolation

H32 - Véu -+ 6B - Vul — du- VB1]

L} (B3 )
<|B*®@6u+dBRut —du® BIHZ}(Bgoo)
,S H(BI,BQ)HLg(Bl ﬂL°°)||6u||Z2(Bgoo) + H(SBHZE(ng)||u1HL§(B§OOmL°°)

<H<Bl B2)HL1 B2y T Hul”Ll B2, )(HéBHL?(B;?io) 0Bz 5 )
8ull o1y + 100l g ))-

Nous obtenons de maniere identique a (4.11) et (4.9),

Hrot {(5(@2) — &(a'))rot BQ} ‘ -

5—1
L%(B3oo)

t
Sl geen,) | I0allsg 120 g3, dr
et

Hrot{(&(al) o1)rot 6BH

< L. . ~ .
LHB;L) le ”L?"(Bél)”(SBHL%(Bém)'

Nous déduisons de ces estimations que
Gt s By 5,15 SYO(IBL By ) + 101 o
. 2 . _ 2
o ey ) + iy ) D9l 17

En associant la proposition 4.3 avec ’estimation ci-dessus et celle donnée
par (4.12), nous aurons

~(t) SW(ﬂ(HulHLg(Bgl) et gy + N0l oo ) 1) a2

+ ||(BlaB2)||Lg(B2 )||(BlaBQ)HL<>o(BQ )
t
BBy g (ICBY B2 1)>+ /0 13all g 9(r)dr
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En choisissant un temps 73 suffisamment petit et en servant de 'inégalité
(4.8), on obtient pour tout ¢ € [0,T1] et grace & la petitesse de a?,

a(T)

loullzyes )

t
1) S [ log e+ Ydulzy gy 9(r)dr,

avec o(T) = TH(ul,uQ)HL?(Bgl) + || (ut, u?) . Comme la fonction
a(T)

x — xlog(e+=,~) est croissante sur R, alors on aura pour tout ¢ [0, 7]

”%(B%,l)

t a(T
10 % [ r)tog (e + S )atryar

Ainsi nous déduisons par le lemme d’Osgood que 7(t) = 0, pour tout
t € [0,T1]. Ceci donne par I'inégalité (4.8) que da = 0. En procédant a un
argument de proche en proche on déduit la proposition. (I

4.2. Existence

La démonstration de 'existence s’effectue de maniere standard. On com-
mence par résoudre un probleme approché et on montre que la famille de
solutions est uniformément bornée. La derniere étape consiste a étudier la
convergence vers une solution du probléme initial.

Premiére étape : construction d’une solution approchée régu-
liere.

Tout d’abord on rappelle le résultatt suivant (voir lemme 4.2 [1]).

Lemme 4.5. On se donne s; € R, et (p;,r;) € [1,00[?, avec i = 1,2. Soit
G € B3, (R3). Alors il existe G* € H®(R?), tel que pour tout ¢ > 0 il

= Ppir
existe ng tel que

|G — GHB;% . <& pour toutn > ny.

Si de plus divG = 0 et QG € B?2, ., alors on peut choisir G" telle que

p2r2?

divG"™ =0 et QG™ bornée uniformément en n dans B2 .
P2 T2
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D’apres ce lemme il existe ag, v, By € H>(R?) et f" appartenant &
L} (Ry; H®(R?)) telles que on ait

lagllzee < llaollre, divuy = divBg =0

et Qf a. SIQfl s
LZOC(R-HBpl ) Lloc( +§Bp1 )

P

Maintenant grace au théoréme 1.1 on peut déduire que le systeme (M H D)
avec données (ag, uy, By, ™) admet une solution locale unique
(@™, u™, VII", B™) vérifiant
a" € (0, 7"); H*HH(R?)), u", B" € C([0,T"); H*(R®)) N Lim (H**?)
1

et VII" € L}([0,T™); H*(R?)) avec s> 7

Deuxieme étape : estimation de la solution régularisée.

Soit T' € [0, +o00] un minorant de imlf\I T". Notre premier objectif est de
ne

démontre l'existence de 7' > 0 tel que (a”,u™, VII") appartient et soit
uniformément bornée dans
3 3 3 3
- .3 RS- Ea! ~ .31 .31
Br = (L¥(B)) x (LR (BE ) NLF (B ) x Li(Bg, )
.34 ~ .31
X (LIT(Bzfl ) N LT (B, ))
Soit (u},1I}) la solution du systéme de Stokes non-stationnaire suivant
ot — ptAup 4+ VII} = fn
oBY — oc*AB} =0
divu} =divB} =0

(u?ﬂ Bg>|t:0 - (Ug, Bg)

(L)

3

.39 .31
Par construction, uy, By € By, N H® et f* € L (Ry; By, N H?).
.31
Donc, d’apres la proposition 2.3 [8], on a (u}, VII}, B}) € L%O( 1 N
.31 .3 L3471
H®) x LL(By, 0 H*) x L (By, NH?) et de plus uf, B € Ly (B!, )
pour tout 1" > 0.
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Soient u™ = v} +u", VII" = VII} + VII" et B" = B} + B". Alors
(a", @™, VIT',B") € C([0,T™); H*"H(R?)) x C([0,T™); H*(R?))
x L (H*(R?)) x C([0,T"); H*(R?))

et vérifie
oa"™ +u" - Va" =
o™ +u - Vut — ptAut + VI = H(a",u", VII", B")
(NL) OB" 4+ u"-VB" — ' AB" = —rot {(5(@”) —ol)rot B"}
+B" - Vu" —u" - VBY}
diva" = divB" =0
(an’ﬂn’2§”)“:0 ::(a870’0%
avec

H(a",u"™ VII", B") = —u" - Vu} + a" (' Au™ — VII?)
~ 1
+ (14 a")div{ (fi(a") — p)M"} + (1 +a")(B" - VB" — 5VB")
ot M" = Vu"+! Vu On va demontrer dans la suite que (a",@", VII", B")
~ .31 —n
appartient & LTn(B" ) x L35 (Bp ) X Lk (Bp ) x LF(BY, )etu", B

appartient a LT,L(B” 1). Dans le cas 2 < p < 6 on utilise le fait que
(a™, @™, VIT", B") € C([0,T™); H**') x C([0,T"); H) x L. (H?)
X C ([O, T); H %) et I'inégalité de Bernstein, qui entraine
H5(R?) — B;‘}(R?’) des que  sg > 2 — g et s> s0+ g — 2,

car s

> 20 Aghlle S 3 27T Al S (1A as-

qEZ qE€Z
Donc (a™,u™, VII", B") € Epn pour 2 < p < 6. Lorsque 1 < p < 2, on
utilise Pinégalité (2.8), le fait que H*(R?) — B3%(R?) pour s > so. Mais
tout d’abord on rappelle le résultat suivant qui donne une majoration des
solutions de systeme de Stokes non stationnaire dans les espaces de Besov
homogenes construits sur les espaces de Lebesgue L? (voir lemme 4.3 [1]).

Lemme 4.6. Soient p €]1,00[, 0 < s+ 1+ N — —, r € [1,400], up un

champ de vecteurs a divergence nulle avec coefficients dans By, et g un
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champ de vecteurs a coefficients dans ElT(B;T) Soient u et v des champs
.s+14N-Y

de vecteurs a divergence nulle tels que v € L. (Bzr N L2) et u €
- sH1+N-T 9 . . . ,
LF <B2r NL ) une solution de systéme de Stokes non stationnaire
Ou+v-Vu—vAu+ VIl =g
(L) divu =0

Alors il existe C' dépendant de 3, p et s tel que u vérifie [’estimation
sutvante
sy + el sty 19Ty ) < Nl + Cllglizy s
s - .
L%(L%BJHN Py
De méme on a une estimation analogue pour I’équation de transport,
plus exactement on a pour s + 1+ N — % >0

JrC\IuHL%O(L2 .;tw_g)Hvll

t
Too(F < 3s F 35 d C _N
15550 < Mol + | NPl a4 U e

27 )

X ||V _N .
H ||L%(L2ﬂB;jl+N p)

Comme application de lemme précédent on prend u = w", (resp. En)

v=u", F=0,g=H(a",u", VII", B") (resp. —rot{(&(an) —obrot B"} +

B"-Vu"—u"-VB}) et s= % — 1. Et par suite le lemme 4.6 et 'inégalité

(2.8) impliquent implique que (a",u™, VII", B") € Epn pour 1 < p < 6.
Maintenant on va démontrer I'existence de T' > 0 telle que

(@™, u", VII", B") est bornée dans Er.

D’apres la proposition 4.2, on a

CIvurl CIvurl
la™l. s <e B agll s < Ce o lag| s
L (BY) 7 b

De plus la proposition 4.3 implique que

el
— — T L B
fall s AU g FIVITL g <Ce R
:,o?n( pl ) T\ Pp1 LTn(Bpl )
X ||H(a",u", VIT", B")|| 3

. 1 -
Lin(BYy )
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D’apres I'inégalité (2.11), on a

| - vap et ae = VI)|| e St s
Lin (B}, ) L. (BYy )
A R 1 el s 413
Lha(BP) L;%(Bgoomw)< oty (1)
VI s ).
T"( pl )

Les inégalités (2.11), de Bernstein, (2.10) et le lemme 2.3 [1] impliquent

(1 + a™)div{ (i(a") - pt) M 0 SO s )

3
n( ;1 ) T (B;fl)
xH(ﬁ(a”)—u)M"\ o
Lin(Byy)
SA+le™ s )le™l. s W s
L Br) Tm(BR) Lhl (B
et
1
|a+amyBr-vB = vB™?)| S+ fe] s )
2 Lin(BD, ) Ly (BP))
x || B"-VB"| 3,
Lin (B}, )
S @+l s )BT - 1B s
™ pl) T"( Tn( p1 )

Pour B", on a
OB" 4+ u"-VB" —c'AB" = —rot[(&(a”) —aY)rot B"}
+B"-Vu" + B} - Vu" —u" - VB,

Nous déduisons a partir de la proposition 4.3 et des inégalites (2.11) et
(2.4) que pour t € [0,T"]

ClIVun|| 3
N
BN g FIB s o<Ce M {my
LB, ) LY(BD ) L(B}))

<l s Hllatll s 1B s s

2B ey (B2, )
<IBEI s}

Lt(Bpl )
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Ainsi nous obtenons par interpolation,

Cfvu™|| 3

—n 1P 1
IB"|. sy Bl s, <Ce HO) B2
Loo(BP ) LIBF)

t pl 1

1 1 1
. HBZH?% O s P L NN L e
P

LY(BE)

3
p
Bpl Lt pl

4 ([ s, | B} 3 .
I, g LHL%(BEJI)}

pl (

De méme, on a

ClIvu|| 3

L

@ g 1T s +IVIC] sy < Ce LHED
Lt (Bpl ) t(

pl t pl )

x lHu”IL NI L PN CR T N
L (B, Li(Byy) L (By1) L (Byh)
<y o FIVIT, s )+ (] g )

t Ly pl L(t)O(B;Dl)

B s - HB”H 341 ]
LE(BP, ) LI(BP )
(4.14)

Soit ¢ un réel strictement positif petit. Il existe alors 17 > 0 tel que

I BN g +IVIL]
LT1 pl

2 <G (4.15)

3
LB

En effet, on applique 'opérateur Q a l'equation (L) et I'on obtient

IVILL|| sy < [IQf] 3, _HfH
L (BP )

p
T \Vopl Tl(Bpl 1(

3 <(C (4.16)

3
BY )
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On a aussi

3_ .
fucll , o) F1BLl, o3 SC{Z?“p V(1APFlly ze)

t pl t( pl

qEZ
1— e—K,u,ItQQq . 34 1— e—K01t22q .
+ () Bquollzr) + 30 27— | Ay Bl
q€EZ
YW@ <,
(4.17)

pour ¢ assez petit car le théoreme de Lebesgue implique ¢t —— F(t) est
continue et clairement F'(0) = 0. De méme la proposition 2.3 de [8] im-
plique

déf
Jurll. sy <lluoll sy +IPfIl .51 = Uo.
T pl Bpl LTl Bpl

En conséquence, on aura

lel s + VIR

T pl

I, a0 <COC et upfl. s, <CU
Ly (B? L (BP

1 1 ) T pl

(4.18)
et

IBLI s <CC et |IBEI. s, <ClBoll s,  (419)
Ll p =S p BP

pl ) T pl pl

Dans la suite on peut supposer que T < Tj, sinon on diminue T™. Soit
t <T", alors

C(C—&-HH"II 1 et ) 1 L
L (B = 5
., <Ce HCEA {42”30”2_21

1B s
Le Bp1 )

B
Lz(Bp1 ) Bp1
%

1
x (Up + |[a" s ) (CHEm o s
(U011 o0 ) (CHIT, )

+lal_ s (CHIBN s ) +<(Uo+ 1] )}
L(B,) Ly(Byy ) LE(Byy )
et
(el a,,)
la™| s <Ce ) agl| s (4.20)

Lfo(Bppl) B,
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On pose B"(t)=||B"||_ s - +IB"l . s,, . Choisissons Ty > 0 tel que
Le Bp1 t( ;1
exp (CCH[a"] | 500)) <2 (4.21)
Ly (B
Donc si

Cllaoll .3 <1
351
alors

=

n 1 1 n 3
B<T2>sc{<z||Bo||%31(Uo+uu (e (ea ]|
B;I Loo( P

pl t( pl

)

RGN L)

pl
(4.22)
et
la™l. .5 < CllaoH (4.23)
OTCi pl pr
Soit U(Ty)=[u"|| . s, +I[u" H e +[|vIT || .3, - Enrepor-
%Z pl ) pl (51

tant l'inégalite (4.22) vérifiée par Bn B} 4+ B" dans (4.14)7 on trouve

)

X (<+U"(T2))+CHBoHBg,1( + ™l < 5} ))(U§+C2+U”(T2)2)}.

pl pl

Un(1) < c{c(U"<T2> FO) oy (1 o)
Ty

3
P
pl Tl(Bp

1

Et utilisant (4.23) et la petitesse de ag, on obtient pour ( assez petit,

U(T3) < (C(Uo, laoll s - I1Boll s-.)- (4.24)

pl pl

En prenant ¢ suffisamment petit on constate que l'inégalité (4.21) est
satisfaite. ainsi par une méthode standard de connexité on montre que
Ty = T™. Le méme type de raisonnement permet aussi d’avoir 7" = T,
avec des controles uniformes.

Nous allons dans ce qui suit donner une estimation précisée sur le terme
de pression. Notre résultat est le suivant.
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Lemme 4.7. Soient 1 < p < 6 et 0 < n < inf(1 ,Tp) Alors VII™ est

).

Démonstration. En appliquant U'opérateue de divrgence a I’équation ou
figure la pression on trouve

=
uniformément bornée dans L2 K (Bp

div((l + a”)VH”) = div(Qf" —u" - Vu" + (1 + a") (dlv{,u JM™}

1
+B".VB" — 2VB”2>>.

Par construction de f™ et I'inégalité (2.9), on a Qf™ est uniformément
2

3

N
bornée dans L} " (B?
1

o1 n). L’inégalité (2.9) implique que u" est unifor-

2 3
mément bornée dans L1 ”( 1 ), et par suite le choix de 7, p < 6 et

lmegahte (2 5) montrent que u" - Vu™ est uniformément bornée dans

2 —
L%l”(BIfl ) Pour (1 + a™)div{a(a™)M"}, les inégalités (2.3) et (2.5)

.31
1mphquent div{f(a™)M"} est uniformément bornée dans L. (Bfr )N

-2
L2 1( ,1 ). Ainsi par un argument d’interpolation, on trouve que
2

div{f(a™)M"} est uniformément bornée dans L27" (B” ) Par consé-

quent, 'inégalité (2.5) 1mphque que (14 a )d1v{,u JM™} est unifor-
3

mément bornée dans L2 (B ") de méme pour (1+a")(B"-VB" —
$VB™). Donc VII" lest aussi car on a |la™|_ 3 < 2ad]ao| 3 <<
o0 B

Tl( pl) p1
1. ]
D’autre part les inégalités (4.16) et (4.17) montrent que si

HUoll 3 1+HBOH 3 HerH 3, < dinf(pt, o),

pl pl +5 pl
alors T = +o0.
Troisieme étape : passage a la limite.

Notons d’abord que par construction de (ug, "), le couple (u?f, VII}, B})
converge fortement vers la solution (ur, VIIy, Br) du systeme (L). Par
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contre pour montrer que la limite faible de (a”,@", VII',B"), est une
solution du systeme (N L), il va falloir recourir a des arguments de com-
pacité.

Nous avons déja établi que (a™,@", VII',B") est uniformément bornée
dans

Foo 5y T Bz (B o (B i B bt (55

LT1<Bp1)XLT1(Bp1 )mLTl(Bpl )XLTl(Bpl )XLTl(Bpl )mLT1< pl )7
2 31—

de plus VII" est uniformément bornée dans Ly, " (B}, n).

Donc pour pouvoir utiliser le théoréme d’Ascoli, il suffit d’estimer la dé-
rivée par rapport au temps de a”, @" et B (voir par exemple [7]).

Lemme 4.8.

3

(1) La suite (0:a™)nen est uniformément bornée dans L%I(Bpgr ).

2 3.
(2) La suite (0;u")nen est uniformément bornée dans Ly " (B} n)

pour 0 < n < inf(1, 62;;’).

2 .39
(3) La suite (0;B")nen est uniformément bornée dans Ly " (B}, 77)
pour 0 < n < inf(1, 62;])”).
Démonstration. Rappelons que
oia” = —u" - Va".

Nous déduisons par un argument d’interpolation combiné avec 'inégalité
(2.5), c’est & ce niveau qu’apparait la restriction p < 6

[0ca™] sy S . s V@] s
2 B )" 2, (BI) L (Br,
1 1
Sl 5w s e s
~ = (Br TN LE (BE,)

Pour @", on a

" = —Pu" - Vu") — ptAuf — P(a"VII")

ol s 5L,
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Comme l'opérateur de Leray est continu sur les espaces de Besov homo-
genes, alors les calculs du lemme 4.7 restent valables. Il reste a estimer
2 3 _
prAu? et & montrer qu'il est uniformément borné dans L2 "(B? o1 7]). Or
3 3
. . 1 o
nous savons qu’il est uniformément borné dans LTl( o1 ) NLE (B )

Donc de l’inégalité (2.9) on tire que u'Au? est uniformément borné dans
2 3

l'espace L7 "( P
8,B". On ecrlt

OB" =P(B"-Vu" —u" - VB") — ¢' AB} — P[rot{F(a")rot B"}],

1 77). De méme on établit un résultat analogue pour

et on poursuit le méme raisonnement de 0,u". (Il

Nous déduisons du lemme précédent et des inégalités de Cauchy-Schwarz
et de Holder le corollaire suivant.

Corollaire 4.9.

3
(1) La suite (a")nen est uniformément bornée dans ok ([0 T\]; B?

.
)

(2) La suite (W")pen est uniformément bornée dans C'2 ([O T\); B

pour tout n appartenant a ]0,inf(1, 2_pp)[.

. -—=n . n .32
(3) La suite (B )pen est uniformément bornée dans C'2 ([0, Ti]; By, )
pour tout n appartenant a ]0,inf(1, %;pp)[,

Rappelons que l'injection de B;;r?oc dans By 1, (B, 10c €sPace de Be-
sov inhomogene) est compacte pour tout € > 0 (v01r par ex exemple [15]).
Il existe donc une sous-suite notée encore (a”,@", VII', B") qui converge

vers (a,u, VII, B). Par conséquent, (a,u, VH,B) est une solution du sys-
téme (]\/4?—17)) appartenant a

_ 3 _ 3 3 811 3.1 3 3 841
L (B )X LE (By, )ﬁLTl( L XLy (B )xLE (B, )ﬂLTl( 1)
Concernant la continuite de u voir [7]. Pour montrer que a est continue et

que sa norme L™ est conservée, on utilise que a = ag o ¥~ ! avec ¥ est le
flot de u. Ce qui achéve la démonstration du théoreme 1.2. O
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