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45 EQUATIONS

ANALISE TRANSCENDANTE.

De lintegration des équations linéaires d'un ordre
quelconque , & coefficiens constans, dans le cas des
racines egales ;

Par M. F. M.
AvA~

A M. 1.E REDACTEUR DES ANNALES,

MONSIEUR ,

ON sait quen procédant & lintégration des équations lindaires,
coefficiens constans , la saubstitution de ¢™ au lieu de y , semble
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en défaut, lorsque deux ou un plus grand nombre de racincs de
I'équation en m sont égales entre elles ; et que d’Alembert publia
en 1748, une méthode trés—ingénieuse pour écarter cette difficulté.
Cependant, quel que soit le mérite de cette méthode, adoptée par
Euler, dans son calcul intégral, et depuis par les auteurs de tous
les traités sur cette matiére , il m’a semblé qu’elle laissait & désirer
un procédé plus rigoureux.

Je n’ignore pas qu’au fond le moyen employé par d’Alembert, et par
les autres géometres aprés lui, peut étre entiérement justifié , soit
par des considérations tirdes de la théorie des limites , soit en faisant
adroitement disparaitre dans les termes & conserver ( par un calcul
un peu leng quand il y a plus de deux racines égales ) la quantité
infiniment petite dont on a supposé que les racines venaient i
différer. Mais cette petite différence £ que, dans tous les traités que
je connais, Uon annulle, sans que les quantités ¢k, ck*, ck?,...
deviennent nulles en méme temps, occasione toujours de ’embarras
aux commengans, quine peuvent pas encore saisir le véritable esprit
de la démonstration.

Je pense donc que la méthode suivante , qui mest point sujette
aux mémes difficaltds, et qui a Vavantage de donner immédiatement
Pexpression générale de l'intégrale, quels que soient Uordre de I'équation
et le nombre des racines égales, pourrait étre introduite , avec
avantage , dans les élémens; et c’est pour lui donner la publicité
nécessaire que je me suis déterminé , Monsieur, & vous l'adresser.

. L. Cas ou ioutes les racines sont égales.
5
Soit Yéquation
d"y-+Ad" " ydz--Bd" *y.da*~4~....~Nyda"=o0 ; ®
on sait que son intégrale complette est
Y= @/ e g % AV g L g™ e
m!y m”, m",....m™ étant les n racines de Péquation

m"+Am* -Bm" . .. .4-N=o , Q@
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qui provient de la substitytion de €™ , au lieu de y', dans
‘Téquation (P)

Quand tountes les racines de P'équation (Q) sont égales entre elles
et a m, l'intégrale assignée se réduit i -

:(a/—i—-a’/»l—a’”—{—- cees +a(”)>e’""= u,emx H

’
mais cette valeur de y n’est plus qu'une intégrale particulidre , puis-
quelle ne renferme qu’une seule constante arbitraire a.

La simple substitution de ¢™, au lieu de y, parait donc étre ici
en défaut, et ne pouvoir faire connaitre la véritable intégrale de la
proposée (P).

Cependant , puisque cette substitution satisfait toujours 4 I'équation
différenticlle , et puisque le défaut apparent de la méthode dépend
d’une certaine relation existante enire les coefliciens constans

A, B,....N; supposons
y=ue";
7 ° 9 ! r .
z étant une fonction de x qu'on peut espérer de déterminer en
telle sorte que Dintégrale renferme le nombre de constantes arbitraires
nécessaire a la question.
Bemarquons auparavant que , dans le cas ol Déquation (Q) a

loutes ses racines égales, comme elle est équivalente 2 (n=—m)"'=o0,
on a

n ne——I

B=-4—. m*

I 2

n eI e »
C = . m’

1 2 3 ?
..-ll".'l';l.l'ﬂu."..l3
N=+m";

le signe supérieur ou le signe inférieur devant étre pris , dans la
valeur de &V, suivant que 2 est pair ou impair.

En
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En conséquence , la proposée devient

dny__ -;id""y.mdx—l- Z.n z},‘mzdwz_...imndxnzo 5

or, on sait que , lorsqu’une fonctmn ¥ est de la forme ., u et ?
étant des fonctions de #, on a

d'y=d"(u.t)=(du+dz)" ,

pourvu qu'on écrive le developpemem avec les précautions conve~
nables ; c’est-a-dire, quon a

=]
"y:td”u—{— — 4"y, ds- —_ —d" 2t Fndr
I 1 2
mais , quand 7=¢™, on a, par la nature de la fonction ¢m*
d"s=t.(rndx)" ;
donc ,

d"y:z‘(d"u—!— L: d*=*u.mda 4 _n; . T—l—zf-d""u.mﬂdx/z—l—....+u.m"dx"); (R)

mais Ja forme de la proposée, dans le cas actuel, est

n —
d'y= — d*2y.md ry.mrdat-f-.... Tm"da"

I
en mettant donc, dans le second membre de cette dernitre équation,
au lieu de d" 'y, d™%y ,..., leurs valeurs en 7, #, x, tirdes de la
forme générale (R), égalant ensuite entre eclles les deux valeurs de
d"y , et divisant de part et dautre par Z, on aura I’équation

identique
n n—-x 2 -3 2 o
d”lH" d**umdz —. d* e mrdatd-.. | —=o. 1 :
n n—1
— L dm iy mdge—e T At da—
1 1 2

-+ 2T *umtdat~t..
* X

«J

Tom. 1L,
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ce qui'donne d"w=o0;et, en intégrant,

uza/+a//x+a///xz+ .. .~.+a(”)x"' 1 5
deonc
y=ue"=(aY-a" x40 2>t ... . FaPa ) emr

valeur qui, renfermant 2 constantes arbitraires , est Uintégrale completse
de la proposée (P).

§. W. Cas o queljues racines seulement sont égales.

Lorsquil n’y a que p racines de équation (Q) qui soient égales
entre elles et & m ; n étant supposé égal 4 p-t-g Vintégrale se
réduit A

y= (a/+a//+_ J (P))em.»c__“_a(p_}_l )em(P+x)x+ e PHD 8m(P+9)x

2
ou

x P-+1), P--qy ..
B G R R Lt

intégrale qui n’est que particuliére, puisqu’an lieu de 7 ou p4q
constantes arbitraires, clle n’en renferme que 1.
Dans ce cas, V'équation (Q) revient 2

(m—m) (m—m @) (= m P+ D) =0,
Considérons séparément le premier facteur, et posons Iéquation
i B A H =0, (Q)

11 est évident, par le cas général que nous venons de traiter, que

cette équation sc rapporte a léquation différentielle
Ly A4/d ydat-B/d 2y da-t ... . A-HydaP =0 , (P

dont toutes les solutions j;::e’"” seraient égales entre elles ; en sorte

que  son intégrale sc présenterait sous

la forme particuliére
y___ PR

Si donc, en raisonnant comme dans le cas général , nous ins—

tituons les mémes calculs , nous trouverons , pour Vintégrale complette
de cette équation (P/),
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Y= =(a/ 0" a0/ B o @ Da ) 6™
valeur qui renfermera p constantes arbitraires.

Mais, d’aprés la propridié des équations différentielles linéaires ,
Pon sait que, si I'on a 7 valeurs particulieres de y, leur somme
donne immédiatement Uexpression générale de cette fonction.

Donc, en réunissant la valeur précédente de y aux solutions fournies
par les ¢ facteurs inégaux de I'équation (Q), lesquelles renferment
chacunce une constante arbitraire, nous aurons enfin pour intégrale

complette de la proposée (P)
R B s I T
J’ai T’honneur , etc.

Périgueux , le 27 juin 1812.




