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DIAMETRES CONJUGUES DE L'ELLIPSOIDE. 3

GEOMETRIE ANALITIQUE.

Propriciés des diamétres conjugues de Uellipsoide ;

Par M. GERGONNE,
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SOIENT @, b, c les trois demi-diamétres principaux d’'un’ ellip-
soide , pris pour axe des coordonnées. Soient ensuite (x, ¥y, z),
2/, ¥/, 2), (@, y”, 2/) les extrémités de trois autres demi-
diamétres quelconques ; on aura
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Si l'on veut, en outre ; que les nouveaux demi-diamétres soient

" conjugués les uns aux autres , il faudra exprimer de plus que le plan

tangent A l'extrémité de chacun est, i la fois, paralléle & chacun

des deux autres ; ce qui donnera encore
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En posant, pour abréger,
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ces équations deviendront
X Y +Z *=1 , XY Xn4+yv Y-z Z/=o ,
X/ -V g 2/ 2=, 2 4) XX +Y'Y 4277 =o, | (5)
XY Zir =y ; S XX +Y Y 4Z Z' =0 .

Or, il est connu , par la théoric de la transformation des coor-
données dans l'espace (*) , que , lorsqu’on a de telles relations

entre des quantités , on a aussi entre elles les relations suivantes
X’—{—XM"!-X/”:I . l
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(ZX}—XZ’)’+(Z’X’/-X’Z’/‘)z—l—(Z”X——X/’Z)" =1, (7)
(XY —Y Xy A=V XN —X/ Y11 e (X Y YV XY= 1
XY/ Z/—XZ! YN ZX YN —Y X/ ZN4- Y ZI X~ Z VXV =1, (8)

En remettant , dans ces relations, les valeurs des symboles qu’elles

(*) Voyez entre autres le tome 1.7 du Traité de ¢ileul différentiel et de calcul
intégral de M. Lacroix; page 490 de la 1.7¢ &dition , et page 528 de la 2.°
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renferment , données par les équations (3) , et chassant les déno-
minateurs , 1l viendra
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,(yz,___zy/)z_l_(y/z//‘_ z’y’/)” 4‘(}’” =2y =B
(zx’—xz’)’+(z’x”--:r’z”)’-—l—(z”x—-x”z)z =c%g? , (I O)
(x/y/_yx/)z_*_(x/y//,_y/x//)3+(x//y_y//x)2 :azbz ;
xy/Z//.__xz/y//+zx/y//_y-x/z//+yz/x//__.zy/x//:azc . (I I)

Si maintenant on désigne par a/, &/, ¢/ les trois demi-diamédtres
conjugués dont il s’agit, et par 4, g, y les angles qu'ils forment
deux a deux respectivement ; il est aisé de voir quon aura

x -y Az 2z=a*,
al byl 2dez/ =0, ) (12)
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(y 2 —z y' ) 4(z &/ —z 2/ Y~(x y/ —y &/ )*=a”t*Siny,
(y! 2/—z' ¥ 2= (2! al'—x/ 2/ pd=(a! yll—y! 2/} =b/c/*Sin2x, } (13)
(y'z —z'y YA-(z""% —2'z Y4-(2x"y —y/'x )*=c"a’Sinlg;

xy’zll_xzbfll_*_zx/.yll_yxlzI/+yz’xl/—zy’xlf

=abey] 1—Cos.24=={.0s.28—Cos.>y4-2C0s.2C05,2C0s.7 « G4

Comparant alors la somme des équations (12) 3 la somme des
équations (9), puis la somme des équations (13) a celle des équa-
tions (10) et enfin Véquation (14) & Déquation (11), il viendra



8z QUESTIONS PROPOSEES.
a/l+b/3+c/3=a2+bz+cz ,
b/2c/2Sin2w-d-c2a’48in.2 8-4~a/2b/28in.2y==b>c2f-c?a>~}a2b? ,
/2b/2¢/2(1==Cos.2a==Co0s.2 g==Cos.25~4-2Cos.4C05.8C0s,5)=a2b2c2:
Ces relations sont connues (*) ; mais je ne sache pas qu'on y soit
parvenu jusqu'ici d’une maniére si simple et si directe.
Le méme procédé, qui peut étre facilement appliqué a toutes les.

surfaces du second ordre qui ont un centre , s'applique avec la plus
grande facilité¢ aux courbes planes du méme ordre.

T —

(*) Voyez la page 113 du 3.° volume de ce recueil.



