ANNALES

DFE. MATHEMATIQUES
PURES ET APPLIQUEES,

Questions résolues. Recherches sur le premier des deux problémes
de géométrie proposés a la page 36 de ce volume

Annales de Mathématiques pures et appliquées, tome 8 (1817-1818), p. 368-380
<http://www.numdam.org/item?id=AMPA_1817-1818__8_ 368_1>

© Annales de Mathématiques pures et appliquées, 1817-1818, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales de Mathématiques pures et appliquées » implique
I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute
utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale.
Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AMPA_1817-1818__8__368_1
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

368 QUESTIONS

QUESTIONS RISOLUES.

Recherches sur le premier des deuax problémes de
geometrie proposes a la page 36 de ce volume ;

Par un ABONNKE.

[a Vi Vi Vlo Vo Vi Vo Yo V1

AVANT de nous occuper de la solation de ce probléme , nous
en généraliserons un peu ’énoncé, en le présentant ainsi qu’il suit:

PROBLEME. Quelle est la courbe enveloppe de l'espace parcouru
par une droite mobile , de grandeur invariable , constamment
inscrite & une courbe plane donnée ? Quel est le licu du sommet
de P'angle mobile et variable, circonscrit ¢ la méme courbe , dont
ceile droite est la corde de contact ?

La difficulté du prebléme réside cssentiellement dans sa premitre
partie; mais, bien qu’elle ne soit au fond qu’une pure difficulté de
calcul, elle n’en parait pas moins d’une nature assez grave; et c’est
peut-étre cela seulement qui doune au probléme quelque degré
d’intérét ; c’est une sorte d’énigme dont 'énoncé est trés-court et trés-
clair ; mais dont le mot n’en est guére , pour cela, plus facile a
découvrir. Nous allons essayer d’en pousser d’abord la solution aussi
loin qu’elle puisse aller sans rien statuer sur la nature de la courbe

donnée ; nous appliquerons ensuite nos formules générales au pro-
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bléme particulier qui avait ét¢ proposé. Nous nous attacherons prin-
cipalement 3 donner 3 nos calculs et & leurs résultats une symétrie
trop souvent négligée , et faute de laquelle le calculateur se décou-
rage aisément, parce que ses formules ne lui offrent aucun moyen
de reconnaitre les méprises qu’il a pu commettre.

Solution. Supposons que la courbe donnéde , rapportde 3 deux
axes rectangulaires quelconques, ait pour équation

fz,y)=Z=0 ; (1)

ct soit 2¢ la longueur de la corde mobile donnée,
Faisons , pour abréger, les coefficiens différentiels partiels

(j—%):x (‘Z-f):lq 2)

de maniére que DI'équation différentielle de la courbe soit
Xda+Ydy=o . 3)

Considdrons la corde 2¢ dans une situation déterminée quelconque.
Soient alors (a/, y/) , (&, y”) ses deux extrémités ; nous aurons

(st Pty iy =t 0
et, en différentiant ,
() A —da o (g YAy ~dy D=0 )

De plus, puisque cette corde est constamment inscrite a la courbe (1),
nous deyrons avoir

f(d«”/, y/)_-:o s f(x”,y”):O ;

c’est-a-dire , pour abréger



370 QUESTIONS

Zi=o0 (1n) Z''=o0 ; i

et par suite
Xdz'4Y'dy'=o0 ; X/'dz/"-Y""dy" =0 . (5)

Présentement, Iéquation de la corde 2¢, considérée comme droite
indéfinie , passant par les deux points (2/,5"), (#,y"), est

=y )& —(&/=zYy-(2y '—y'a")=0 , (IV)

dans laquelle les quatre paramdtres z/, y/, 2/, y/ n’équivalent
proprement qu'a un seul, puisqu’ils se trouvent liés par les trois
relations (I, 11, II). La différentielle de cette dernitre équation
est d’ailleurs , en considérant a la fois 2/, ¥/, 2/ , y/ comme
variables , et @ , ¥ comme constans ,

(w—at)dy'—(a—a!)dy " =(y—y")da!(y—y"da? . (6)

Suivant donc la théorie des enveloppes ( exposée 2 la page 361
du IIL™¢ volume de ce recueil ), I’équation de la courbe demandée
sera le résultat de V'élimination de 2/ , 27 , y/ , / , da’ , da”,
dy/ , dy” , entre les quatre équations (I, I , Il , 1V ) et leurs
différentielles ; c’est-a-dire, entre les huit équations (1,11, i1, 1V,
4,5, 6). A la vérité, elles ne sont qu'ecn nombre égal & celui
des quantités 3 éliminer; mais on doit remarquer que ies quantités
dz/ , dy/ , da’/, dy” , qui n’entreat qu'au premier degré dans les
équations qui les renferment, sc trouvent en affecter tous les termes;
de sorte que D'élimination de trois quelcongues d’entre elles entraine
d’elle-méme celle de la quatri¢me ; on obtiendra donc ainsi une équa-
tion finale en 2/ , ¢/, a2/, y” , qu , jointe aux qualre
équations (1, II, 111, IV ), suffira pour éliminer ces quatre coor-
données ; et leur édlimination conduira & une équation en x ,y qui
sera I'dquation demandde,
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Procédons denc 3 Vélimination de dz/, dy’, da” , dy#. En

substituant , dans les équations (4, 6), les valeurs de dy’, dy "/, tirées
des équations (5), elles deviendront

Y'Y /gty = XNyl e 2 o= Y Y1 () — ) XV y ey M
Y5z =2l Py —y}da! = YA X! (5 —a)4-Y " (y —y )zt |

lesquelles , étant multiplides en croix , donneront, en réduisant s
{ ¥/ (.:r’-s——:r/’/‘-—X’ (Yj"’“'y/")} {X"/Cz‘-—':&’/ >+-Y”(V"‘j’/ :,}

V3

— { }f//( /) — X”()”-—-—y”;} {X/ (:r—- x//)+ y (T—y”)} : .

et telle est la derniére des cing équations du probléme , entre
lesquelles il faudra éliminer les quatre quantités 2/, y/, 2/, y”,
pour parvenir a4 I'équation de la courbe demandée.

La manitre la plus commode d’employer ces égnations sera d'éli-
miner d’abord entre elles y/, y//; il est aisé de comprendre que,
dans les trois équations résultantes, z/, 2/ entreront symétrique-
ment ; de sorte qu'en posant #/z//=7, a’x/’=u , on pourra les
faire disparaitre , et réduire ainsi le calcul 3 Vélimination de 7, u,

entre les trois équations résultantes,

Ccemme on passe trés-facilement de T'ellipse & Thyperbole et & la
parabole , il nous suffira de considérer la premicre de ces trois
courbes, Soit dong son {quatien

53x5+aeyg_gsé's;,:zzo ,
d'od
' X=2%z , Y==22'y

on trauvera , d’aprés cela, pour les cinq équations du probléme,
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(al— ) (y'—y ) =4" s ®
bralatyr =a*ht , (1)
baltrpatytr =a’bt . (1)

(y—y Dol —s -y =y =0 (V)

Qb (&g ! 2! § (x’-x”,z-—%—iy’ —y/" 'y}
V)
+la*—b*)(a!—2") (7/__},//)(5: attary'y!)=o.

L’élimination entre ces équations ne pouvaot étre que trés-labo-
ricuse, nous passerons de suite au cas du cercle , pour lequel on
doit avoir e=b=r; les équations sont alors

(& =2 )+ (yl—y") =4e* , @
aPyr=r* (Im) a/r eyt =r* (111)
(¥ =y Na—(a—a Ny —yat=o i (V)
(x/),//__y/x/// {(x’——-x”} x+(y’—y”) }”}—":0 s v (V)
En égalant le premier facteur de la derniérc équation & zéro, on
aurait
Jr/ . y/l’
P

équation qui , combinée avec les équations (1T, II1'), donnerait
z!'=+a/ , y/="ty/; dott c=0 ou e=r ; la courbe cherchée
serait la courbe donnée elle-méme, dans le premier cas , et dans
fe scecond, elle se réduirait & un point placé & lorigine : ce ne sont
donc i que des so/wtions particuliéres , de la nature de celles qui
ont été signaldes par M. Poncelet , 4 la page 229 du présent volume.

Kejetant
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Rejetant done  ce premier facteur , I'dquation (V) deviendra

(+/—a)z+(y'—y )y =0 ; V)
cetle équation , combinde avec I'égquation (IV), donnera

x2+y2..xxl xz—!—‘y?——.’rx”

y/: y 2 J’//: ¥ 3

substituant ces valeurs dans les trois premiéres équations , elles
deviendront

(2*-y"N'ma = ey
(x’+y’)(x —_z >2=yz<r2_x:_ ,:) s
(2* by (& =ty =y r—a’—y’) 5

des deux derniéres on tire

- Z rimxi—y o — P
a/=zty WX_ , x/’_x__l__yV xZ-i—Ty?L;

Cest-3-dire que @/, 2/ sont racines d'une méme équation du second
degré. On a, d'aprés cela,

— Y aki ? e 2 e ? 2
e

rie—g2——y2
x/__ 7A% —_ 3- —
( X ) 4}’ xify ’

et en qua rrant

mettant cette valeur dans la premiére équation, elle deviendra
xl+.,lv.2:r2__.cx »

qui est , en effet, la véritable solution du probléme,
dom. VIII, 50
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Pour deuxime exemple, prenons I'hyperbole équilatire ayant
pour cquation
20y—a*=4L=0 ;

qui donne
az aZ \ _
X:(E;>=2y, Y——(E}—)—!x.

Les équaiions du probléme seront

(x’-x”)‘—%—(y/—-y”)" =4c* , (])
2x/y/ =a? , (II) zx//y//= a? ; (III)
(y/'—y" o —(2!—z! Yy (a'y//—y'x") =0 , (1V)

(! eIyl (5 ) 2 (o )y T (a6 ey ) () 2eme (y Py 1) 4] )

Si, au moyen des équations ( II, IIL'), on chasse y/, y/ des trois
autres, elles deviendront

(@/—z/" ) (4a2 2/ *~at =162 2/ V1)
ayalatitae=aralta) (Vi)
pala/! (a2 wl—ay =& ?) (42w —a*) . (V1I)

Posant alors

altal=t , a'yl=u ,

d'ot
aa/ = t—2u , (¢/ =z P = —fu,

il viendra, en substituant

(P—4u) 4w f-a*y=16c"n* ,
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2yut-a*z=a’t ,
atul2au—ay)=("—20)(4u'~a%) ;

et la guestion sera réduite & ¢liminer 7 et u entre ces trois équations.

Tirant donc de la seconde valeur de 7, pour la substituer dans
les deux autres, elles deviendront

16y2uid-160%(xy —a2)ud4-fat(x2ty2m—icyurf-4ab (xy ~—~a*)u-tadxrz==0 ,
16y ubd~ a2 (xy—a?)ud—286(xy—a*)u—adzx’=o0 ;
mettant, pour abréger , 2z pour 4% , elles se changeront en celles-ci
yrtto(zy —at) 4zt yr — et v 2z y—at )b 2t =0
yht(2y m—a®)pd—(xy—a?lp—z=o0 .
Faisant encore , pour abréger,
=g , aHy—4or=k,

y=h, ay—a=f;

elles deviendront
hotdafd kv’ 4-2fvd-g=o0 ,
,72V4+ fVa ——fp——g:o ;

dliminant » au moyen des maultiplications successives , mdéthode
préférable 4 toutes les autres, comme la plus simple et la plus
symétrigue , il viendra

J216g—k) (hgh=f3— 6h—1) (28k—3f*)} (6 —k) thgh = f2) —(Bg—F) (2hk=3/?)}

= | Ugh—/2—2gk—3/>) 2hk=~3f>) |2 ;
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en remetlant pour £, 8, hy k, les fonctions de x et que ces
lettres représentent, on obtiendrait T'équation de la courbe cherchée;
mais on voit que, sauf les ré¢ductions , cette équation serait du 16.m¢
dogré. 11 est sans doute fort probable que cette équation se trouverait
complignée de facteurs étrangers; mais on congoit que ces facteurs
pe seralent point aisés 4 decouvrir,

En conséquence , nous nous bornerons au seul cas ol 'hyperbole
éqnilatere degénere en deux droites perpendiculaires I'une & lautre
on a dans ce cas ¢=o0; et les deux dquations du 4.™¢ degré cn
¢ prennent cette forme

(1) yota) = 4cr
(y*—ax(yrta)=o0.

Si, dans la dernitre, on posait yv-+z=o0 , la premicre donnerait
p==0, d’ol résulterait =0, dquation de l'axe des x ; il faut donc

poser
3 — ’d9 Al — 3 x
yv’—z=o0 , ol p= e .

valeur qui, substituée dans la premiére, donne

()@=
2¢ 2

On voit, par la complication de cette équation , quelle aurait dd:
étre celle de I'équation qui aurait réponda au cas général.

Pouyr dernier exemple , nous prendrons la parabole ayant pour
dquation

yr—2pa=Z4=0 ;

nolls aurons ainsi
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4z . dz _ .
X::(-H;):_:p ’ 1_<dy)-2y,

en conséquence , les équations du probleme seront

A

(_Z/___ x//‘}z,_i_(y/__y//‘)z _ 462 R (I)
ylr=opal {1n y/r=opal (111)
(5 — 5"\ a—(&!—a! Yy -(aly =ty ) =0, av)y

(pz.‘},,:y”) (xl-x//> (y/_)»//‘)+P(x/_x//)(x{y/_x//}f//>:p<yl_y”> [(x/_xl/)x_*_(yl_‘y/f)j;]. (V)
St , au moyen des équations (I, 111), on élimine 2/ et 2/ des trois
autres , elles deviendront
(' —y"PLap+{y"y Fl=16cp* 5
Iy —y(y' Ay )2pr =0 ,
(r+y") iy =y 'y "=ty t2p(p—a)} =8y 5
posant
y/._*_y//:t » y/J///z
dou
(y/—y/y=t*—4u ,  yl—ylyllty/?=12=3u ;
on aura ainsi, en substituant
(= 4 4-4p) = 160
u—yttapr=o ,
t[*—3ut-2p(p—2x)]=8py ;
mettant dans la premiére et la troisiégme la valeur de u tirde d%
la seconde, il viendra

15— 4y - lp(224p}0*—1 6p*y 141 6p(apa—e) =0
z3~3yl=+2p(2x+p)t—8p’) =0 ;

éguations entre lesquelles il n’est plus question que d'éliminer 2
mals i} est aisé de voir que 'équation finale pourra monter au 8¢ degré,
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Cependant, comme la courbe ne peut éire, dans le cas présent,
que d'une nature trés-simple, ‘on doit croire que cette équation
finale conticudra quelque [facteur etranger , appartenznt 4 ure ou
plusieurs solutions particuliéres du probl(‘:me; et l'en voit 1ci |in=
convénieat de nos procedés d’élimination qu'a signalé aillevis M.
Poncelet. ( Voyez la page 230 de ce volume ).

Il ne parait pas quon puisse éluder ces difficultds , tant que
Yon conscrvera le méme uiode d'operer; mais on pent tenter d’autres
voiecs pour parve;ﬁr au but. Reprenons P'équation de Tellipse

)+ o

® .y
arET )

soit

Péquation d'unc droite indéterminde ; en la combinant avec la pre-

miére , on irouvera pour les eoordennées de leurs intersections

aBrxbyfarBipbrAr— A2
asz+;’,zA:

x=pA.

?

‘643;()‘/0?}}2_}_[,»2[42__[12\33

y=3B. 3
én exprimant donc que la corde inteiceptée est égale & 2¢, on
aura l’équation de relation

azbz(Az,_{_Bz)(asz_*_bzAza—ﬁszjzﬁz(az;B-z_«.}_b2[12)2 ; (3)

au moyen de lagnelle I'dquation (2) deviendra celle d'une tangente
a la cqurbe cherchee. Mais Uéquation d’une tangente & une courbe,
en un point (2, y’) est, comme lon sait,
(y—y’ dv/—(2—a)dy’ =0 ,

ou

Y ' d

yidal =yl dy! —— yldxl—xldyt ==y ; (4)
daf dy?
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en exprimant donc que eette équation est identique avec I'dqua-
tion (2), il viendra
¥/ dx/—a’dy’ y1 )i —ac!dy!

dy’
substituant ces valeurs daus I'équation (3) , en supprimant les accens

A=—

dx’ ’

, D=

devenus désormais inutiles , on aura, pour I'équation différenticlle
de la courbe cherchee, en supprimant toutefois le facteur (ydaw——ady)¢
¢videmment superfiu,

a5 (dxr--dy i (ardy>4-b2dx?)=(yde—xdy)> } ==c2(a2dy>-}-b2dx2)e. (3)
1l sagirait présentement de savoir quel est le plus facile de I'in-
tégration de ceite équation ou de I'élimination & laquelle nous avions
d’abord réduit le probleme.

Mais , de tous les moyens de parvenir au but , le plus brief,
§'il n’¢tait en méme temps le plas difficile , serait , sans contredit,
de deviser, d’aprés les conditions du probléme, la nature de la
courbe cherchée , de former une équation hypothétique de cette
courbe , dans laquelle on introduirait des coefliciens indéterminéds,
et d'assigner ensuite les valeurs de ces coefficiens par la considération
de divers cas particuliers.

Dans le cas olt, par exemple , au lien d’une courbe donnde, on
a deux droites perpendiculaires entre elles ; en considérant , 1.° que
ces deux droites doivent étre des diametres principaux de la courbe
cherchée ; 2.° qu'aux valeurs =0, y=o doivent répondre respec~

. ¥ x
tivement y=-to2c , #a=7F2c ou == =1, T —=1; on est

- 2¢ 2¢

conduit & soupgonner que I'dquation de cette courbe pourrait bien

’ a2 m yz m
( 7‘:) + </_> =13
4¢ [
st V'on remarque ensuite gue, pour les valeurs égales de # et de y ,
\ x ‘7' 1 xZ 9}2

. . c
on doit avoir a=y=-= dot —===-—= et —

va 2¢ 2¢  a\a Gev ZC:

étre de la forme

T
:E’On ]

gura
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2(iym=1, ou (3)"=z1, dou m=3;
ee qi. donne, comme nous Favens déja trouvé,

x\\?_g_/:”L)%:I,

—;j ‘\\26

Vo.ld ce qu’il sagirait de faire pour Pellipse , 3 moins que quel-
qu’un n’imagine une voie plus commode encore pour parvenir au but,




