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RESOLUES. 199

Solution du probléme d'analise indélerminée propose
a la page 388 du X.* volume de ce recueil ;

Par MM. Frépiric Sarrus, AucusTE OLLivE et Fauquier,
capitaine au corps royal du génie , ancien éleve de
Iécole polytechnique.

-, -

P ROBLEME. Par combien de systdmes de voleurs entilres et
positives de x et 'y peui-on rendre la fonction x-z—-_*g égale & un

nombre entier positif N=a"bfc¥d?....., danslequel a, b ,c,d, ... e3
sont des nombres premiers inégauz différens de lunité?
Solution. On a vu (tom. X, pag. 385) qu’en prenant

a=pr(ptq) ;  y=gqr(p+9q) ;
on avait

2y — R
aqy P75

de sorte que si l'on ne voulait qu’une solution, tout se réduirait
4 décomposer le nombre N en trois facteurs ; ce qui est toujours
possible ; sauf & prendre, s'il est nécessaire , un ou deux de ces
facteurs , ou méme tous les trois, égaux a Punité.

Soit N=m>ghk ; g et % pouvant indifféremment étre ou n’étre
pas divisibles par m ; soit qu'on pose
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ou bien
p=g, g¢g=k, dodt r=mk;

on trouve également
x=mghlg+h) ,  y=mhkg+h) ;

c’est a-dire que, toutes les fois que l'on prendra pour p et ¢ des
facteurs de N non premiers entre eux, on n'obtiendra pas pour &
et y des valeurs différentes de celles qu'on aurait eu si Von eiit
substitué a4 ces deux nombres les quotiens de leur division par leur
plus grand commun diviseur.

. Ainsi, demander combien il peut y avoir de différens systémes
de valeurs entiéres et positives de # et y qui rendent la fonction
it A
xtey
c'est demander , en d’autres termes, de combien de maniéres on
peut extraire du-nombre 2%6fc¥........0% deux facteurs entiers ct
positifs premiers entre eux; et c’est aussi &

igale & un nombre entier positif donné N=a*’cv......0% ,

cela que le probleme
a également été réduit par les trois géometres qui I'ont traité. M.
Sarrus ne nous a donné la sienne que verbalement, il y a déja assez
long-temps ; MM. Fauquier et Ollive nous ont transmis les leurs
presque .consécutivement. La marche du raisonnement est a peu prés
le méme .dans toutes ; et si nous adoptons ici de préférence la
mani¢re de’le présenter de MM. Sarrus et Ollive , c’est uniquement.
parce qu'elle nous parait un peu plus rapide.

Mais , avani d’entrer en matiére , il est d'abord nécessaire
‘établir ici une distinction. Lorsqu’on demande simplement de
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tronver deux nombres tels, qu'en divisant leyr produit par leur
somme , le quotient soit égal & un nombre donné ; il est clair
que, dire -que ces deux nombres sont G et H, ou bien dire que
ces deux nombres sont H et G, clest dire une seule et méme

chuse ; tandis que si, au coutraire , on considérait I'équaion

X . )
-—n%;’ =N comme celle d'une certaine conrbe, les deux systtmes.
Py L .
de valeurs

=G, x=H ,

y=H, r=6,

appartiendraient 3 des points essentiellement différens. Quoiquil’
semble plus naturel d’envisager le présent probléme sous le pre-
mier point de yue que sous le second; c’est pourtant sous ce dernier
que nous l’envisagerons d’abord , sauf 4 modifier ensuite la formule
finale de maniére & la rendre propre i l'autre cas.

Et, comme, en permutant entre eux les deux nombres p et
g, on ne fait que permuter également entre eux les deux nom-
bres # et y; nous envisagerons d’abord ces deux mémes nombres
p et g comme non permutables; et comme ils doivent étre pre-
miers entre eux , €t ne peuvent conséquemment étre égaux que
dans le seul cas ol ils sont 'un et lautre égaux & 'unmité; il en
résulte que, ce seul cas excepté, il y aura deux fois plus de S0-
lutions daus la seconde hypothése que dans la premiére. Si donc,
dans cette seconde hypothése, le nombre total des solutions est 2241 ;
dans la premiére , ce nombre se réduira simplement & z-f-1.

Ces choses ainsi entendues , concevons que l'on prenne d’abord
p ot g égaux entre cux et a l'unité; cela ne se pourra que d’une
manj¢re unique. Nous pourrons ensuite introduire successivement,
d’abord dans p et non dans ¢, puis dans ¢ et non dans p, tous
les facteurs @, jusqu'au nombre « inclusivement; ce qui fera déji
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naitre un nembre 241 de solutions dans lesquelles aucun des
facteurs b, ¢, d,......0, naura éié employé , ct dans lesquelles
Yun ou fautre des deux nombres p , ¢ sera constamment égal a
Punité, ‘

Soient prises les valears de p et ¢ répondant & une quelconque
de ces solutions, et concevons qu’on y introduise successivement,
d’abord dans p et non dans ¢, puis dans ¢ et non dans p, tous
les facteurs & jusqu’au nombre & inclusivement ; on en verra naitre ,
y compris le systéme de valeurs qu’on aura choisi, 281 solutions 3
et, attendu que chacun des 2a-}-1 premiers systtmes en fournirait
un pareil nombre , il sensuit que le nombre total des systémes de
valeurs de p et ¢ dans lesquels aucun des facteurs ¢ , d,.....0
n'est employé est (224-1)(28-f1).

En prenant un quelconque de ces systemes , on pourra, ou le
laisser tel quil est, ou bien y introduire successiverrent , d’abord
dans p et non dans ¢, puis dans ¢ et non dans p, tous les fac-
teurs ¢ jusqu’au nombre y inclusivement ; ce seul sysiéme en fera donc
naitre un nombre d’autres exprimé par 294-1; et, comme on en
pourrait dire autant de chacun de ceux dont il fait partie , il
s'ensuit que le nombre total des systémes de valeurs de p et ¢ dans
lesquels aucun des facteurs d, ... 0 n’est employé, est (2a-41)(28-1)
(2v4-1).

En poursuivant donc ce raisonnement jusqu'aprés lintroduction
des facteurs o , on verra que le nombre des solutions dont le
probléme est susceptible, du moins en considérant p et ¢, et par
suite # et y comme non permutable entre eux, est

et )(ea+1)(2v+1) oo (2et1) «

Que si , au contraire , on ne vent établic aucune distinc-
tion entre # et ¥, ni conséquemment entre p et g ; c'est-d-dire,
si, revenant au premier des deux points de vue sous lesquels
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la question pent dtre envisagée , on demande simplement de com-
bien de maniéres on peut trouver deux nombres tels qu'en di-
visant leur produit par leur somme , le quotient soit a*/8.7 ... .,.0%;
la réponse & cctte question sera

(s n)eat1)ert1) e (e 1)

M. Fauquier termine en observant, 1.° que, st on a N=g%,
le nombre des solutions du probléme sera «~-r1; 2.° que’, si I'on
a N=abc.......0, n étant le nombre des facteurs, le nombre

. 31
des solutions du probléme sera + .
2

Nous terminerons nous-mémes par une applicalion numérigue. $i
I'on veut savoir combien il y a de systimes de deux nombres dong
le produit divisé par la somme donne pour quotient 360=2%.3%5;
on aura =3, g==2, »=1 ; de sorte que le nombre demandé sexa

2(7.5341)=2¢=53 ;




