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QUESTIONS RÉSOLUES.

Démonstration des deux théorèmes de géométrie énoncés
à la page 72 de ce volume ;

Par M. J. B. DURRANDE , professeur de physique au
collége royal de Cahots.

QUESTIONS

THÉORÉME I. De tous les systèmes de diamètres conjugués
d’une ellipse, les diamètres principaux sont ceux dont la somme

est un minimum ; et les diamètres conjugués égaux sont ceux dont
la somme est un maximum.

Démonstration. Soient a , b les demi-diamètres principaux d’une
ellipse, x, y deux demi-diarrlètres conjugués quelconques, et
l’angle que comprennent entre eux ces demi-diarnètres; on aura ,

comme l’on sait (*),

Ajoutant et retranchant successivement le double de la dernièrs
de ces deux équations au. produit de la première par Sin.y , il

viendra, en divisant ensuite par Six.x et extrayant la racine quarrée
des deux membres

(*) Voyez le précédent article.
J. D. G.

x+y=
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Le d-ernier de ces résultats prouve qu’on ne sauroit avoir

ou encore

quantité essentiellement positive et moindre que l’unité. Ainsi, Sin.x
est nécessairement compris entre les deux llmites -

Il atteint la première lorsqu’on a x2013y=a2013b, c’est-à-dire, lorsque
les deux demi-diamètres conjugués x, y, sont les demi-diamètres

principaux eux-mêmes; il atteint la seconde, lorsqu’on a x=03B3,

c’est-à-dire , lorsque et y sont les demi-diamètres conjugués
égaux.
Or, il résulte évidemment de l’expression de x+r , que cette

somme sera minimum dans le premier cas, et maximum dans le

second ; le théorème se trouve donc a!nsi complètement démontre.

THÉORÈME Il. De tous les systèmes de diamètres conjugués d’une
ellipsoïde, les diamètres prmcipaux sont ceux dont la somme est un
minimum; et les diamètres conjugués égaux sont ceux dont la

somme est un maximum.

Démonstration. La démonstration de ce théorème se déduit bien

simplement du théorème qui procède.
Il fa.ut d’abord pour cela se rappeler que l’un quelconque des

Tom. XII. 23
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diamètres d’une ellipsoïde étant donné , il n’y a absolument de

détermine que le plan de ses deux conjugues dans lequel prenant
arbitrairement deux diamètres de la section y conjugués l’un à

l’autre, ils seront aussi conjugués au premier.
Cela posé , i.° si l’on nie que les diamètres principaux de

l’ellipsoïde soient les diamètres conjugués dont la somme est minimum ,
il faudra qu’an Indique un autre système de diamètres conjugués
jouissant de cette propriété , et dans lequel deux au moins des trois
diamètres ne soient pas perpendiculaires l’un à l’autre ; mais alors,
en conservant le troisième diamètre , et substituant à ces deux-ci

les diamètres principaux de ha section qui les contient , on aurait

un nouveau système de diamètres conjugués, dont la somme serait
( Thèor. I ) nioindre que la somme des premiers, qui conséquem-
ment ne saurait être un minimum, comme on l’avait supposé.

2.° Si l’on nie que les diamètres conjugués égaux de l’ellipsoïde
soient les diamètres conjugués dont la somme est maximum,
il faudra qu’on indique un autre système de diamètres conjugués
jouissant de cette propriété, et dans lequel deux au moins des trois
diamètres soient inégaux ; mais alors , en conservant le troisième dia-
mètre, et substituant à ces deux-ci les diamètres conjugués égaux
de la section qui les contient, on aurait un nouveau système de diamètres
conjugués, dont la somme serait ( Théor.1) plus grande que la somme
des premiers, qui conséquemment ne saurait être un maximum,
comme on l’avait supposé (*).

(*) Puisque, comme on l’a vu dans le précèdent article, il existe dans

l’ellipsoïde une infinité de systèmes de diamètres conjugues égaux, il y existe

donc aussi une infinité de systèmes de diamètres conjugués ayant une somme

maximum; d’où l’on voit qu’en traitant la seconde partie du théorème par le

calcul différentiel, on aurait un exemple du cas singulier dont s’est occupé
M. Français, aux pages I32 et 197 du III.e volume de ce recueil, et dans

lequel la théorie ordinaire est en défaut, attendu que le maximum ou le minimum
se trouve indéterminé.

J. D. G.
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Le second théorème se trouve donc ainsi complètement démontré,

comme le premier (*).

Autres démonstrations des mêmes théorèmes et de

théorèmes plus généraux ;

Par M. PAGANI MICHEL , ingénieur italien , résidant
a Genève.

L’APPLICATION du calcul différent iel à la démonstration des théorèmes
proposés, au moyen de l’expression des diamètres conjuguas en
fonction des axes et des angles que ces diamètres font avec eux
ne pouvant offrir d’autre difficulté que la longueur des calculs ,
nous nous sommes cru fondés à penser qu’en demandant la dé-

monstration de ces théorèmes ce n’était pas tant une démonstration

quelconque qu’on désirait qu’une démonstration simple et élémentaire
à la portée des jeunes-gens qui étudient l’application de l’analise

algébrique a la géométrie des lignes et surfaces du second ordre.
C’est d’après cette considération que nous nous sommes proposés

de démontrer les théorèmes dont il s’agit, sans rien emprunter du
calcul infinitésimal , et en nous appuyant uniquement sur ces

principes connus, savoir que, dans l’ellipse et l’ellipsoïde, la somme
des quarrés des diamètres conjugués est une quantité constante ,

(*) Nous avons reçu récemment de M. Tédenat , ancien recteur, correspondant
de l’académie royale des sciences , des démonstrations des mêmes théorèmes

qui rentrent pour le fond dans celles qu’on vient de lire , et qu’il suffit consé-

quemment de mentionner J. D. G.


