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CONDITIONS D'INTEGRABILITE., 197

ANALISE TRANSCENDANTE.

Recherches sur les conditions dintégrabilité des fonctions
differentielles ;

Par M. F. Sarnus , docteur es sciences.

P A e s s Wy o 8

LA recherche des conditions d’intégrabilité des fonctions différenticlles,
recherche qui a principalement oecupé Euler et Condorcet, ¢ons-
titue une des branches les plus importantes de la haute analise.
La méthode des variations conduit trés-simplement a ces conditions 5
mais , outre que Pemploi de cette mdéthode , dans des recherches
de calcul intégral proprement dit , peut sembler indirecte, elle
n’'offre aucune ressource pour remonter de la différentielle & son
intégrale , lorsque les conditions d’intégrabilité se trouvent remplies.

Euler et Condorcet ont bien prouvé, par leur analise, que les
conditions. qu’ils avaient oblenues sont nécessarres ; mais Lexell

‘parait étre le premier qui ait tenté de démontrer (*) , sgus rierr
emprunter d’étranger au calcul intégral , que ces eonditions. sont
ausst suffisantes ; cest-a-dire qu'elles entrainent d’elles-mémes la
possibilité d’intégrer ; ce qui est ke point important dans cette théorie.
Malheureusement , comme l'observe Lagrange ( Legons sur les
Jonctions , lecon xx1), la démonstration de Lexell esz si compli-
guée , qu'il est difficile de juger de sa justesse et de sa généraliié.

(") Voyez le tome XV des Noyi Commentarii de Pétersbourg.

Tom. XIF ,n.° VII, 1.% janyier 1824, T 27



98 CONDITIONS

En réfléchissant sur ce sujet, il nous a paru que les procédés
du calcul différentiel , proprement dit, pouvaient, & eux seuls’
conduire d’'une maniére assez simple aux conditions d’intégrabilité
et & la démonstration de Vimportante proposition 'de Lexell ; et
c’est & le faire voir que nous destinons ce petit essal,

Dans tout ce qui va suivre , = ¢t y seront des fonctions quel-
conques d’une troisiéme variable dont nous prenons la différentielle
pour unité , et de tant de constantes qu'on vondra. Nous repré-—

T 4
senterons respectivement, pour abréger,

dr , o, Bx ,ennn Par 2, , T, 5 Zy 5 eeeeens

dy , dy , By ,eenn par ¥, , ¥ao,

y; T g bsssasess

P,,P, P,,.u., seront des fonctions quelconques de

X 5 Xy g Xy 5 Xy yosseee gy

Y o Yoo Ya o ¥ seeneeYumn o

dont les différenticlles seront respectivement p , p,, pa ;e

Cela posé, on a identiquement

dP ar apr . dp
P'_—_ -‘-1—; x‘-““‘, —d;a z+a;; x’+'..'...+dxm-t
dpP ap
+ y‘ ——-—— 2+ y;+uaoucu+'(l—'——yn Py
‘x Y=

et, par suite,
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=da3 ﬂ L =adP
dx :!—.7; ’ dy — dy
dp d dp dp _ dap ap
dx, da;', 9w &y dy, " Oy
dp =d dP dpP dp —d ap ap
de,  dw, | dx, () Y Ty, | dy,

2 & 8 s & o ¢ 1 9 s & ¢
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b

dp _ dp , dP dp dp + dp
da ey doma, drge 2 ? d_)’u~1 d_?”n-x - d_)’n- 2’
dp dP dp ap
H;m - dxm»-x ’ J d.)’ﬂ - dj’n-u : J

Du premier de ces deux systémes d’équations on déduit, par Iéli-

. . . ey . dP dpP dp 4ap
mination successive des différenticllesde e ) —— ., —  — |
Ao s * Aot 2 da;” dwx

ap _ dp
day -y - dx
P d d
<=L _aF,
deg w2 dx gt dx g,
dpP d 4 dp-
e SRR, W A 1, L
d.ﬁm, 3 dxm.. 2 d-”mnl dxm
dP dp dp s dp . dp
—d—x"—-d;:—;— az-*“d é;;—‘cnocnﬁu‘a._'_d dxm’
O=i{£_ dz______.._..."“dm-x +dm
dx dx, da ’ —+ Epmt

ax,,, J

(3)
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La derni¢re de ces équations est une équation de condition A la-
quelle doit satisfaire la différentielle p de la fonction P.

Les équations (2), traitées exactement de la méme maniére ,
donnent

dpP dp
dypar - d}’rf >

/
:ﬂp , dp d dp
d)’u— 2 —‘ Ayn—r dyn

b

dpr d "4 d
=P 4 Z 42,
dyu~; . dyn—z dyne dyn $ (4)
.d_P fownad -‘}z w—— -(l;: d.:l ip‘ — s 8 ¢ 3 e » Id" -t ——f,'
dy dy, dy dy; dyn ?
‘W [N . - d a
0— iﬁ —_— dp 2 "‘q’_’- - L,e s .9 B & & _dn.‘ t p +dn—£’-
dy ) dy!A d_yz dyn—l lel

Equations dont la dernié¢re est une nouvelle équation de condition
a laquelle doit encore satisfaire la différentielle p de la fonction P.
Avantd’aller plus loin, remarquons que ,si P est une fonction de

"ri’xi+17~7‘i+,;---....d‘m_l 9

y,y‘,yz,;....-yi,y;dﬂ ’yi+-2; ,__.m-....ﬂyn_,‘,

seulement , c’est-3-dire , si cette fonction ne contient aucune des
quantités ‘
Ty &y Ty gemansneTing 5

auquel cas on.aura



D'INTEGRABILITE, 201

4P dP dP dpr

—— — =0 — =0 " P e ® e ses —
dx 0 dx, ? dxz ? dxi_l =0
dp dp dp dp
-d—;u_o, d:; ...-.O, d-—xz —Ogs s s o0 -——'_dx‘_! =05

I'application du méme procéd¢ nous conduira aux résultats .

dP dp
do—=— 5
dr; dx; ! ( )
:—(—!E-"“ dp +d”—d—,"""-—-oc-on--t —i—dﬂ!"i__(!f_ . (6)
dxi dxi+, d.xi+ 2 - dxm

Cette remarque mnous sera utile dans la suite de ces recherches.

Lorsqu’on se sera assuré que p est une différentielle exacte , les
équations (3) et (4) offriront le moyen le plus simple pour remonter
i son intégrale P, par les quadratures seulement. Mais il nous reste
i démoutrer présentement que toute fonction différentielle qui sa-
tisfait identiquement aux derniéres équations (3) et (4) est néces—
sairement par 13 méme une différentielle exacte.

Premiérement, soit #; une fonction quelconque de

Tio Tigr > Figp sevvesem s YV 5 ¥ 5 Y2 s0+ e v ¥n

A

assujettie a la séule condition de satisfaire & Péquation

A= g Ty M e 3
P day dz; 4 dx; 4, -~ day

dans laquelle A; est une quantité constante quelconque.
Cette équation peut se mettre sous la forme

du; § du, d;- du du
B gyl B g g B g 3
dx; ad (dojps  dojy, + driqs + dayy )
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. ot Pon conclura que , comme le premier membre ne renferme
pas de différentielles de z et y d'un ordre plus élevé que x,, ¥u >
la partie du second membre comprise entre les crochets ne saurait
renfermer de différenticlles des mémes variables d’un ordre supé-
rieur & ,., €t g, ; et que , par conséquent , il est possible de
trouver une fonction P; de #;, £, sec0t0ee Tipuy y ¥isVas
¥3seene ¥ nar qui satxsfasse 4 I'équation

dPi = dllL Q-_d dui +d’ du, —_—e —;dm-;l.- 1 d_lli R
dx; dw;4 g dx; ;2 dw; day 7

au moyen de laquelle nous aurons , en ayant égard & I'équation (5) ,

dx ‘J""d"‘:/’*‘dm
et par suite

u=datpitug, ®)

en désignant par #; , une fonction de 4., Ty, i Zm, ¥,
Yis Yareoss Vo quil faudra déterminer d'une maniére convenable.
Substituant cette valeur de z; dans I'équation (7) et observant,

équation (6) , que, puisque p, est une différentielle exacte , on
doit avoir identiquement, ,

0——11&— dpi +d’ dpi ——sse . &’i
dx dxx_\.; dxx_h, - m=y dx g
nous trouverons , réductions faites ,
du . du;y du .
__d ] —-d"’ H !+d3 /-1-13_-‘ . m“‘x l+‘
de; 4, dapy, de ;4 -d >

Xm

ou., en intégrant,
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__duH.,—d du;y d’duH_l-—. e Id'""i"'dzi+l§
Xm

A =
i T ey degy, d;

ce qui fait voir que »; , est enticrement de méme nature que ..
A 3

Cela posé, si # est une fonction de z, ,, 2, yevnn2,, 7,
Koo Ya pesens Yuy qui satisfasse a la condition

du du du du
= e——d —4d* — —...... +d"”
° dx day +d dx, = ey

nous en tirerons, par des opérations analogues & celles qui viennent

de nous conduire & Péquation (8)
v=p+u, ,
Jl,=¢4l.ﬂf,+)0,+llz >
Uy =Az-fz+f’z+l[; s
;= 3“T3+/’3+”4 ’
et e e e e e e
”m~x=/1m~1xm—;+/”m—;+um ’
Un=Apmtpmt+¥ ;

Y étant, dans la derniére , une fonction de y, ¥, 54, 500vsudy

seulement.
" Ajoutant ces diverses équations, et faisant, pour abréger,

g=Ax+A, v, v A x40 oAz,
P p e 0 L o P

nous trouverons enfin
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v=¢+Y, (9)

dans laquelle 4 est évidemment une différentielle exacte , puisque
chacun des termes dont cette fonction se compase est une semblable
différentielle.

Si v ne renfermait ni y ni ses dérivées g, , ¥y 5 ¥; yees Yur 12
fonction que nous avons représentée par Y serait constante et par
conséquent nulle, sans quoi # serait composée de termes hétérogénes,
ce qui ne peut jamais avoir lien, ainsi u serait alors wne dJiffé-
rentielle exacte. ,

Si, au contraire , z renfermait y et ses dérivées ¥., ¥, 51y 50000 Yun
mais quelle rendit identique l'équation

O—_——‘d d:"""—-onlilc' dn
dy + dya - d.?’n

2

la fonction ¥ pourrait ne pas étre nulle ; mais, en substituant dans
eette équation la valeur de z que nous venons de donner, et ob-
servant que, puisque ¢ est une différentielle exacte , Lon a

dg __q9¢ ,» 99

‘" I
0 T e _— e TR RN d“"—‘

dy dyy, d_yz dy, ”
hous trouverions , réductions faites ,
‘ v
dY dY dY Y
0= ——r —"d'_‘+dzr—-—cq.cxuuo .-F-dn‘m H
dy dy: dy 2 — dya

et de 12 on cenclut, eomme ci-dessus, que , puisque ¥ ne renferme
que y et ses dérivées ¥y, ¥, 5 ¥y seen ¥u, cette fonction ¥ est né—
cessairement une - différentielle exacte , de sorte que , dans ce cas
eomme dans le précédent, u est encore une différentielle exacte.
Pour simplifier la question ,” nous ‘avons supposé que toutes ces
foncttons ne renfermaient que deux variables z et y et leurs dé-

rivées ;
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rivées ; mais il est facile de voir qu'elle ne se compliquerait pas
beaucoup , si I'on voulait considérer une fonction d'un plus graud
nombre de variables , et que de plus, les conclusions seraient abso-
lument les mémes,

L —
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