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BRI ERRN T

1

Démonstration des deux théorémes de géomeétrie énonces
a la page 65 du présent volume ;

Par MM. VEecten, licencié és sciences,
‘ QuerreT , ancien chef d’institution ,

VERNIER , professeur au collége royal de Caen.
Et Cu. Stunm.

e At i s s g e e e

LES géométres qui nous ont adressé des démonstrations de ces
deux élégans théorémes les ont tous démontrés géométriquement,
M. Sturm , & qui tls sont diis , aseul accompagné la sienne d’une
démonstration analitique. Les démonstrations géométriques ne dif-
férant guére que par la forme , nous les fondrons , pour abréger, dans

une rédaction commune. Nous donnerons ensuite la démonstration
analitique de M. Sturm.

LEMME. Si, par un point P, pris arbitrairement sur le plan
dun polygone rectiligne fermé gquelcongue , de n cbtés , ABCi.nee
LMN, et par chacun de ses sommets on méne des droites indé—
Sinies PA, PB,PC,......PL, PM, PN ; chacune delles , par
ses N2 Infersections avec les directions des cOtés du polygone
non adjacens au sommet qu'elle contient , déterminera , sur chacun
de ces cités , devx segmens , comptés du point on elle coupera sa
direction & ses deux extrémités. Or , si Lon Jorme le produit des
segmens déterminés sur les cbtés consécutifs AB,BC, CD,....
LM, MN, NA, 2 partir des sommets A,B, C,..... L, M,
N, respectivement , lesquels sont au nombre de n(n—2), ce pro-
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duit se trouvera fgal & celui des segmens restans , déterminés sur
ces mémes cOtés o @ partir des sommets B, C,D,... M, N, A,
respectivernent , lesquels sont aussi au nombre de n(n—-:2).

Démonstration. Convenons de représenter par A , B, C,.....
L ,M, N, non seulement les sommets du polygone , mais encore
les droites mendes respectivement du poiut P par tous ces sommets,
de telle sorte cepeudant qu’il n’en résulte jamais d’équivoque.

Conveuons en outre de représenter I’angle que fait I'une quelconque
de ces droites avec 1'un quelconque des cétés du polygone par la
lettre de la droite séparée par une virgule des deux lettres du
c6té dont il s’agit, en enfermant le tout eutre deux parenthéses.

Convenons enfin de représenter I'intersection de I'une quelconque
de ces mémes droites avec I'un quelconque des cotés du polygone
par la lettre de cette droite affectée d’'un indice composé de deux
lettres minuscules de méme nature que les deux lettres majuscules
qui désignent le c6té dont il s’agit,

Considérons d’abord ce qui se passe sur la droite A. Cette droite
peut étre considérée comme la direction commune des bases @'une
snite de triangles ayant leurs sommets aux sommets B, C, D,....
L, M, N du polygone , et dontles deux autres c6tés sont les c6tés
méme du polygone qui concourent A ces sommets , respectivement ,
et en se rappelant en outre la proportionnalité de ces cités avec
les sinus des angles opposés, nous aurons cette suite d’équations,
au nombre de n—1,

~AB Sin.(A, AB)=BA, Sin.(A , BC) ,
CA,Sin. (A, BC)=CA_Sin.(A, CD) ,
DA, Sin(A, CD)=DA ;Sin.(A , DE) ,

LA I I I N L I I D A N T A ]

LA Sin (A, KL)=LA,Sin.(A , LM) ,
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MA ., Sin (A, LM)=MA,,Sin. /A ,MN) ,
NA,,,,,S:'::.(A,MN):NA Sin.(A, NA) .
lesquelles , étant multipliées membre & membre , donneront , par la
suppression des facteurs communs aux deux membres de I'équation

résultante , en remarquant d’ailleurs que

Sin (A, AB)=SinPAB ,  Sin.(A,NA=S8in.PAN ,

AB.CA, DA . LAy MA 11 NA e SinPAB =NABA, .CA DA 4, oo LA ;n MA,,,,. Sin PAN

Chactine des droites A, B, C ,.eueee L, M, N, devant fournir
une équation analogue, on aura ces » équations

AB.CA, .DA .....MA .NA .S/»nPAB=NA.BA .CA .....LA .MA .SinPAN ,)
be cd - L lm mn be cd Im mn

BC.DB .EB. .. NB .AB . Sz'n.PBC:AB.CB DB .....MB .NB .S=nPBA,
cd de mn na . cd  de na

mn
CD.EC, FC ......! AC .BC .SinPCD=BC.DC .EC .......NC .AC .Sin.PCB ,
de ef na ab ] de  ef na ab - -
"LM.NL .AL .....IL .KL_.SinPLM=KLML .NL ..... HL .IL_.SinPLK,
mn na hi ik mn na hi ik

MN ‘AM . BM » e a KM e LM ° Sl'ﬂ.PMN———-LM.NM QA—M s e s e Lw, 'KM . Siﬂ.PML °
na ab ik Kkl na ab ik K.

NA. BNab' CNbc cees LNkl'MNIm . Szn.PNA::MN.ANab‘.BNbc cenn KNkl.Lsz.Sm.PB\M 3

Considérons présentement le triangle APB. Ses deux cotés PA
et PB éant proportionnels aux sinus des angles” opposés , 1l s'en—
suit qu’on doit avoir X
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PASin.PAB=PBS/n.PAB .

Chaque cdté du polygone devant donc fournir une équation ana~
logue , on aura

PAS/2.PAR=PBSi» PBA ,

PBS/n.PBC=PCS:n.PCB ,

2 9 6 ¢ 9 9 3 P e s e s e+ 8 9

PMS/n.PMN =PNS7z.PNM ,

PNS/n.PNA = PASin PAN ,

équations qui par leur multiplication membre & membre et la sup-
pression des facteurs communs aux deux membres de I'équation

résultante , donneront o

Sin.PAB.Sin.PBC..Sin. PMN,S/n.PNA

=8in.PAN.Sin PBA...Sin.PML.Sin.PMN , (2)

On voit, en %ertu de cette dernicre équation, qie, si Ion prend
le produit des équations (1) membre & membre, les sinus dispa~
raitront des deux membres de I'équation résultante ; il est d’ailleurs
visible que les cdtés du polygone en disparaitront aussi ; de sorte
qu"iI ne restera plus , de part et d’antre, que les produits de seg—
mens dont il s’agissait précisément de démontrer 1'égalité.

THEOREME I. Soit, dans lespace , un polygone rectiligne
Jermé quelconque , plan ou gauche, de n cétés, ABC....LMN, et
une droite indéfinic , aussi quelconque. Soient menés , par cette
droite et par les n cdtés du polygone, un pareil nombre de plans.
Chacun d'eux , par ses n—z interseetions avec les cités du polygone
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non adjacens au sommet qui s’y irouve contenu , déterminera , sur
chacun de ces cltés , deux segmens , comptés de cette intersection
aux deux extrémités de ce cété. Or , si lon forme le produit
des segmens déterminés sur les cétés consécutifs AB, BC, CD,...
IM , MN, NA , ¢ partir des sommets A, B , C,.....,
L, M, N, respectivement , lesquels sont au nombre de n(n—2z),
ce produit se trouvera égal & celui des segmens restant , déterminés
sur ces mémes cités , & partir des sommets B, C, D,...M, N,
A, respectivement , lesquels sont aussi au nombre de n{n—2).
Démonstration. Soit conduit un plan indéfini , perpendiculaire &
la droite donnée , et par conséquent & 1tous les plans menés par
‘cette droite et par les sommets du polygone, et soit P/ le poiut ot
ce plan indéfini est percé par cette droite. Soit fait, sur ce méme
plan , une projection orthogonale A/B/C/......L/M/N’ du polygone
donné ; les plans couduits par la droite donnée couperont le plan
perpendiculaire & la droite donnée suivant des droites P/A’, P/B/,
B/C/, Ll PV, PV, P/NY menées du point P/ & tous les sommets
de la projection. On se trouvera donc exactement dans le cas da
lemme précédemment démontré, et conséquemment l'équation an-
noncée par ce lemme se trouvera avoir lieu. Elle aura donc lieu
aussi en divisant ses deux membres par la (z—2)™° puissance du
produit des cosinus des angles que font respectivement les cétés du
polygone avec ceux de sa projection. Mais alors on pourra dispeser
des facteurs des dénominateurs des deux membres de -telle sorte
que chaque segment de c6té de la projection-du polygone se trouve
divisé par le cosinus de linclinaison de ce segment par rapport
au segment de coté correspondant du polygone projeté. Substitnant
ensuite au quotient de chaque projection de segment par le cosinus
de son inclinaison sur le segment projeté, ce segment projeté lui-
méme , comme on le peut en effet, on parviendra & I'équation qu’il
s'ogissait de démontrer. -
THEOREME II. Soit, dans Pespace , un polygone rectiligne
Jermé quclconque , plan ou gauche, den cétés , ABC....LMN, ez

un
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un point P également quelconque. Soient menés , par ce point }
et par les n cbtés du polygone un pareil nomlre de plans. Chacur
de ces plans , par ces n—3 , intersections avec les cotés du poly-
gone autres que celui qui s’y trouve contenu et les deux entre les—
quels 1l se itrouve situé , déterminera, sur chacun de ces n—3 céiés
deux scgmens , comptés de celte Intersection aux deux exirémités
de ce cété. Or, si lon jforme le produit des scgmens diterminds
sur les cétés consécutifs AB , BC, CD,.... LM, MN , NA , g partir
des sommets A, B, C,en. by, M , N, respeciivement , lesquels
sont au nombre de n(n—3), ce produit se trouvera égal @ celui
des segmens restans , déterminés sur ces mémes cOtés , @ partir
des sommets B, G, D, wn M, N, A, respectivement , lesquels
sont aussi au nombre de n(n—3).

Démonstration. Convenons de désigner respectivement les plans eon~
duits par le point P et par chacun des cdtés du polygone par deux
lettres minuscules de méme sorte que celles qui désiguent ce coté,
de sorte que le plan qui passe par les trois points P, A, B soit
appelé le plan @& , et ainsi des autres;

Convenons ensuite de désigner lintersection’ de 1'un' quelconque
des cotés du polygone avec I'un quelconque de ces plans par les
deux lettres qui désignent ce coté, enfermées entre deux parenthises ,
et portant peur indice, hors de la: seconde parenthése les deux lettres
qui désignent ce plan ; de telle sorte que , par exemple , (AB),, dé-
signe le point ot la droite AB est coupée par le plan gk.

Convenons enfin de' désigner I'angle que fait un de ces c6tés avec
un quelconque de nos plans par les deux lettres de ce coté sépardes
par une virgule des deux lettres du plan, en renfermant le tout
entre denx parenthéses; de telle sorte que, par exemple , (AB, g%)
désigne Vangle que fait la droite AB avec le plan gh.

€es choses aiusi entendues., concevons que , de tous les sommets
autres: que les: sommets- A et B, on abaisse’ sur le plan a4 des
perpendiculaires dont nous désignerons les pieds par les lettres de
ces mémes sommets affectées d’'un accent, Le triangle dont les

Tom. XIV. 30



222 QUESTIONS
sommets sont, par exemple, K, K/ et (IK),, et qui est rectangle
en K/, donunera . ‘

KK/:K(IK)M, .Sin.(IK ? ab) )

mais le triangle dont les sommets sont K, K/ et (KL),, donnera
pareillement

KK/=K(KL),,.Sin.(KL , ab) ;
d’ott on conclura , en égalant ces deux valeurs ,
- K(IK),,.Sin.(IK , 08)=K(KL),;.Sin.(KL , a?) .

Chaque sommet antre que A et B fournissant donc une équation
pareille , on aura cette suite d’équations , au nombre de n—2,
-

BC.Sin.(BC , a5)=C(CD),;.5in.(CD , aB) ,
D(CD\,5.5:2.(CD, ab)=D(DE),;,.Sin.(DE, ab) ,
E(DE),.Sin.(DE, ab)=E(EF),;.Sin.(EF, ab)

l..tll'I..!l.l.l,QOCQOOOQ.'.’

L(KL).-S:n.(KL,2b) =L{LM) .87, (LM, a&) :
M LM) ;. 87n.(LM, a5) =M (MN),.S7n.(MN, 23) ,
N(MN), - Sinn.(MN ébj =NA. Sin.(NA , ),
lesquelles , étant multiplides membre & membre, donneront, par

la suppression des facteurs communs aux deux membres de I'équa-~
tion résultante
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BC.D(CD),; E(DE),; M(LM),; NQMN),5.5:7.(BC,a2) = NA.G(CD),, D(DE) 5 -L(LM) ;- M(MN) .58/, (NA a8)

Chacun des cotés AB, BC, CD, . LM, MN, NA devant
fournir une équation analogue , on'aura ces n équations

BC.D(CD) , E(DE)_...M(LM)_,.NOMN) ,.Sin.(BC, aby=NA.G(CD) , DDE) ,...LAM) , MOMN) ,.Sin.(NA,ab) , )
CDE(DE), F(EE), ... NOMN), A(NA), Sin.CD,b)—AB.D(DE), EED), ....MOMN), NNA), .Sin(AB, &) ,
DEFEF) ,GEG) ;... ANA) , p(ABgc g+5in (DE , cd)=BCEEF) F(FG) ;. NONA) AUB) , Sin.(BC, ed) ,

. . . - - . . . . - . . - . . .

MNANA, .B(AB? 1 1D, K(IK),  Sin.(MN, lm?:KL.N(NA) i AGAD), W HEHD, IAK), Sin. (KL, Im) ,

NABAB) .CBO) .KAK) L(KL) .Sin(NAmn)=LM.AAB) B@®C) ..10K) KEKL) SinlM,mn),

. _ . 'n (MN
ABC(BC)  DCD) LKLy MLM) .Sin(ABna)=MNB(BC)  .C(CD) ..KEKL) LM  .SinMNma),

Considérons présentement le tétraédre PNAB ; en désignant res-
pectivement par NN/ et BB’ les perpendiculaires abaissées de ses
sommets N et B sur les plans des faces opposées APB et NPA,
son volume pourra également étre exprimé par les deux produits

APB. NN/, NPA. 1BB/ ;
d’olt il suit qu'on aura
NPA.BB’=APB.NN/ ;

mais on a évidemment

BB/:= AB.Sin.(AB , na) , NN/NA.Sin(NA , aB) ;

il viendra donc, en substituant,
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NPA.AB.Sin.(AB, na)=APB.NASin.(NA , 43) «

Chacun des sommets A,B, C,....L, M, N fournissant une équa-
tion analogue , on aura ces » équations

NPA.AB.Sin.(AB, na)=APB.NA.S/n.(AN , ab) ,

APB.BC.Sin.(BC , ab)=BPC.AB.Sin.(AB, 3c) ,

2

LPM.MN.S77.(MN, /) = MPN.LM.S:%,/ 1M, mn) ,
MPN.NA.Sin.(NA , mn) é:NPA.MN.Sz'n.(MN, na) ,

lesquellcs, étant multiplides membre 4 membre , donneront, par la

suppression des facteurs communs aux denx membres de I'équation
résultante ,

Sin.(AB, na).Sin.(BC , ab) ... Sin MN , Im).Sin.NA , mn)-

: 09
=8in.(NA , ab).8in.(AB &c) wins Sin. (LM, mn).Sin.(MNza,.)

On voit, .en vertu de cette derniére équation, que, si 'on prend
le produit des équations (3) membre & membre , les sinus dispa~
raitront des ‘deux membres’ de I'équation résultante ; il est d’ailleurs
visible que les cdtés dn polygone en disparaitront aussi; de sorte
quil ne restera plus alors, de part et d’autre , que les produits de
segmens dont il saglssalt premSement de demontrer l’egahte ‘

Dans la- démonstration de ces théorémes , on peut sappuyer sur
les propositions démontrées par CARNOT , dans sa Théorie des
transversales , et ‘Cest ainsi qu'en ont usé quelques-uns des géo—
métres qui ont traité les deux questions proposées; mais il n'en
résalte pas ung trés-grande abréviation, et dés-lors il nous parait
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s »
plus cqnvfznable d.e ne s. appuyer, pour parvenir au bat, que sur
des principes universellement connus. Passons présentement aux
démonstrations analitiques de M, Sturm.

Pour le premier théoréme , prenons la droite donnée pour axe

des z, l'origine étant d’ailleurs quelconque et les coordonnées étant
rectangulaires. '

Soient 2 , @’ , o les eoordonnées du sommet A
b, ¥, b les coordonnées du sommet B ,-

¢, ¢, ¢ les coordonnées du sommet C ,

"
e % & & 8 8 & % P S 2 8 & & 5 s b s ¢ 0 5 0 0

n , n, n les coordonndes du sommet N .

Soient en outre «, o , a” les cosinus des angles que forme la
direction du premier c6té AB du polygone avec les trois axes;
ce cbté, considéré comme droite -indéfinie, pourra également éire
exprimé par. les deux sysiémes d’équations

‘»:é:a‘-l—ap, =bA4agqg,
(D) (y=d+dp, (@ {r=b+ayg;
z=al'4op ‘ z=b4ay

p et g représentant les distances respectives d’'un point quelconque
de cette droite aux denx points A ‘et B.

Le plan conduit par l'ase des z et par le sommet N a pour
équation

n'z=ny . 3)
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Ce plan coupe '‘AB en un certain point, et on peut admetire que
p et ¢ sont les distances de ce point aux deux points A et B.En
substituant donc tour 4 tour pour x et y dans Péquation (3) les
valeurs données par les équations (1) et (2) on trouvera, pour les
deux segmens déterminés sur AB, par le plan dont il s'agit

.
na'=—n'a nb/—=n'b

e —_——
P n/w——na ’ 7 n'a—na °

d’ol il suit que le rapport entre les deux segmens que détermine

sur AB le plan conduit par la droite domnée et par le sommet
N est

nal=—=n'ag

nb'w=n'b
Appliquant donc, tour & tour , les mémes considérations aux cotés
consécutifs AB, BC, CD,....LM du polygone coupés par ce

méme plan , on trouvera, pour les rapporis de longueur des seg-
mens determmcs sur ces divers c6tés s

g 1 4 N

na'=—n'a #ble=p'b  nclen’c 3 nl'd=n'l

nbl==n'b’ nel—n'c” paleepd- teerree m ‘

Donc , si l'on dénote par, P, le produit continuel des§ segmens dé~
terminés sur ces cOtés, a partlr de leurs extrémités ALB,C...L,
et par Q, le produit continiuel des segmens determmes sur ces
mémes cotés , & parlir d% lears extrémités B, C, }), e M, le
rapport du premier produit au second sera’

P, no'—n'y *
= .
Q, ni!—n'm

a .
Si présentement nous considérons tour A tour les plans qui passent

par les sommets A, B, C,...N, en employant des notations
analogues , nous trouverons
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/. / R
P, _ ablmbd Po_ be'==ch P edlemier P, naleen'a
—— T iy — ? R S L.
Qy we=nd’ Qp  Gbemat) " Qp  bemca ' QU T min—imn ?

d’'olt nous conclurons
P, P; P, P,
--—-—.u-bli)ln——-—n__l;

U Q Q.

¢'est-a—dire ,
Pa‘PB'Pc""'”Pn=Qa‘Qb°Qc"""‘°'Q X9

comme le veut le théoréme,

Tout étant supposé dans le second théoréme comme dans le pre—
mier, avec eette circonstance particuliére que le point donné P est
pris pour origine; l'équation du plan mené par ce point P et par
le cété MK du polygone sera

(/0! —m!'n!) x4 (m! n—mmn?’) (it — m'n)z=o , )

en mettant tour & tour dans cette équation, pour x, ¥, z les valeurs
(1) et (2) ci-dessus, p, ¢ deviendront respectivement les distances
des extrémités A et B du cété AB au point olt ce coté est coupé
par le plan conduit par MN et par le point P. On trouvera ainsi
pour ces deux segmens (
a(m/n/!—n'm") o/ (m/'n=—mn! 4o’ (mn'—m'n)

p=— - >
a(m/n/t—n/m" Yo/ (/' n=—mu'") o (mn'—m'n)

b(m/n/!e=n/m! )4 (mn—mn/ y4-bl! (mn/~m'n)

7= «{m/n/le=n/m! -}/ (/' n—mn!) -/ (mn'—m'n) ’

de sorte que le rapport P de ces denx segmens aura pour expression
7

man'al—ema/n!f-am'n!—nm!al4-na'm'=an’m'

-~ .
mn/bl e b/ n/! b/ pl o=ty b ~4-nb'm = b/ m/!

On trouvera de méme pour le rapport entre les segmens retranchés
par le mémg 'j)lan sur le c6té BC et comptés tour & tour de ses

extrémités Bet G,
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N mn’b”-mb’n"-};bm’n"-;nm’b7»'-§-nb'm”—bn’m” .
*
mn/c!—mc'n!!4ecm/nlt—=pm/c''4- ne/m! — cn'm"

et ainsi des autres, jusquau coté KL, pour lequel le rapport de
ces mémes segmens sera

mn/kﬂ_mkrn//Hmrnl/_nm/kr/+nk/,nrl_kmfnrr
- .
mn'l!l— mlin!! 4= Im'n/!e=nm/U"4- nllm"! == lm/n'"

En conséquence , si l'on dénote par P,, le produit continu des
segmens déterminés par le plan MPN sur les cotés consécutifs AB,
BC, CD,....KL, a partir de leurs extrémités A, B, C, ... X,
et par Q,, le produit continu des segmens déterminés par ce meéme
plan sur les mémes c6tés , & partir de leurs extrémités B, G,
D,wes L, on aura

| mn’a”—ma'n"+am'n’/—nm'a’/+na'm”—am’n”

Qun. = mn/lliem inln! 4 Im'n!! = pm' V< nl'm! —=lm/n" -
Par 'emploi de notations analogues, on trouvera

P, ab/clma e/ B! -ca'b—balcl!Y-be! ol mecb/al

— . ’
Qap ab/nlmmgn'b!~-na’b'—ba'n"4-bn'a!' —=nb"a!

Pye b/ @b d el 4-db/ctl el Al fec d'B emd /b1
Qe - be!alt—bg/cli~§-ab/cllmemgbc!! ca ! e ac'blf ’

et ainsi de suite, et enfin -

P',,, __ na'bl" —n¥a -+ bn'a! == an'b!’ 4~ ab/n/t we=ba'n'

Q"‘ na/mf/_nmlall+mnlaﬂ—anln,jl+ am/n!l=—ma’n! 1 4

d’ofi nous conclurons:

Pab Pbc Pgd pmn Plu

ST, B e A g BEA R AR ARE A S NP A e

Qub- Qpe di . Qmn ’ Qna ==t

c’est-d-dire,

P.b °Pbc L ELELT Pmn . Prm —Qub . ch . di veens Qm! . Qm ’
comme le veut le théoréme,



