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FRACTIONS CONTINUES PERIODIQUES. 33,

ANALISE ALGEBRIQUE.

Sur le calcul des fractions continues periodiques.

Par M. ***

DANS un précédent article nous avons fait voir que les racines
des équations du second degré pouvaient toujours étre exprimées
par des fractions continues de la forme trés—simple

ol les périodes , d’un seul terme , se présentent immédiatement.
Cette remarque donnant aux fractions continues de cette forme un
nouveau degré d’intérét, on peut se proposer de les combiner avec
des quantités rationnelles de toutes les maniéres qui naissent de
la diversité des opérations du ealcul, et d’obtenir le résultat en fraction
eontinue de méme forme qu’elles; et tel est le sujet qui va nous
occuper.

Soit

-q- + YYYYITIIL

une fraction continue donnée, équivalente conséquemment & une
des racines de I’équation
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Zidgr=p ;

et soit # un nombre rationnel domné. Si d’abord-on wveut avoir
leur somme, en représentant cette somme par y , on aura

v=zx+t+k , d’or x=y=k ;
au moyen de quoi l'équation du second degré deviendra

(y—h)y+g9(y—hk)=p ,

ou, en développant et ordonnant

y* - (g—2b)y=ptgk—k* ,
ce qui donne
- Py
' g—ak+y ’
de sorte qu’on aura
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En changeant le signe de %, dans cette formule, elle devient

P
m ), 42 =P ke
( )zq g +Z . b= Qe R : p—gk—h
q i +2 q+2k +l.l.

tel est donc le reste qu'on obtient en retranchant de notre fraction
continue un nombre rationnel donné,

On peut encore écrire
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équation qui devient, en changeant les signes
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tel est donc le résultat qu’on obtient, en retranchant notre fraction
continne d’'un nombre rationnel donné.
Si, dans cette dernié¢re formule, on fait k= —g, elle deviendra

P
Sy —+E_ P ;:
7 q q+;+3

- |

+

r

-, P
9+
ce qui nous montre qu’on ne change rien 4 une fraction continue
de la nature de celles que nous considérons ici en la retranchant da
dénominateur commun de ses fractions intégrantes , pris en signe
contraire,

On sait que, dans I'équation

z*tgr=p ,

la somme des racines est —g ; d’olt il suit qu’en retranchant I'une
d’elles de —¢g , on doit avoir l'autre pour reste ; puis donc quen
retranchant de —¢ une des racines , mise sous forme de fraction
conlinue , on trouve ceite méme fraction continue pour reste; il
s'ensuit que, comme nous l'avons déjd fait observer dans le pré-
cédent article, une fraction continue périodique exprime implici-
tement les deux racines d’une équation du second degré; de sorte
que , bien que rationnelle , ce n'en est pas moins une fonction
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biforme , susceptible , comme l'expression finie des racines de ces
sortes d'équations , de passer du réel & l'imaginaire. Clest ce qui
arrive , en eflet, lorsque le numérateur commun des fractions in—
tégrantes est négatif et plus grand que le quart du ‘quarré de leur
dénominateur commun.. Aussi arrive-t-il alors que les réduites con-
sécutives cessent d’étre convergentes.

Cette remarque donne l'explication d’une sorte de paradose que
semble offrir I'équation

LA LA
—g—igt— P =ygF—P7 3
it 74

3

elle d’onne; en transposant ,
P o »p , Pop ;
gt P +ig+=- 0 =—q 3
) q + q T q + P +

mais 1l faudrait bien se garder d’en conclure , comme on sem-
blerait fondé & le faire,

EN I

-+

Y —

O

attendu que , dans le premier membre de I’équation qui précide

P |+
g

immédiatement cette derniére, les deux fractions continues , bien
que de méme forme, doivent étre réputées exprimer des racines
différentes. On voit par la, pour le dire en passant, avec quellé
circonspection on doit raisonner sur ces sortes de développemens.

Soit toujours
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une fraction continue donnée, et désignons par y le produit de
sa multiplication par un nombre rationnel % ; nous aurons ainsi

14
y=kx , dou r=3

mettant cette valeur dans I'équation

2+ gr=p ,
elle deviendra
yrhgy=>Fkp ;

d’oit
- _Fr
Y= Ty
de sorte qu’on aura
P
V= k2p
TV S L A= e
Y ERE S A
q kq +c:u

¢’est-d-dire qu'on multiplie une fraction continue périodique de la
nature de celles que nous considérons ici par un multiplicateur ration-
nel quelconque , en multiplant simplement les numérateurs de ses
fractions intégrantes par le quarré et leurs dénominateurs par la
premiére puissance de ce multiplicateur.

2

. . 1
On conclat de 1& ou bien du changement de % en ™

£+p
g T2 -2
q+q+"”—k2 r
(V) — A =7 ey
T F— 2
9 k2
P T —
g5
k
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Si Uon divise l'unité par les deux membres de cette derniére
équation , il vient, toutes réductions faites

k2
o) L
14 ~ /4 ke
i+ rtE LS
. q +ulb —_— +
Co P qk

b +nag

Si, dans cette dernidre formule, on fait k=~p, il viendra

~p

Cest-a-dire qu’en divisant par une fraction continue de la nature
de celles que nous considérons ici le numérateur commun de ses
fractions intégrantes pris en moins, on obtient pour quotient cette
méme fraction continu@,

On sait que dans V'équation

x*fqzr=p ,

le_produit -des racines est —p ; d'oit il suit qu'en divisant —p par
Pune d’elles , on doit obtenir l'autre pour quetient ; puis donc qu'en
divisant —p par l'une d’elles , mise sous forme de frac\tion continue
périodique , on obtient pour quotient cette fraction continue pério-
“dique , il s’ensuit de nouveau, comme nous avons déja remarqué
ci-dessus , que, sous sa forme unique , cette'fraction exprime pour-
tant les deux racines de 1’é équation du second degré de laquelle elle
est dénivée.

Ainsi s’explique l'espéce de paradoxe aucuel semblerait donner
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lieu le dernier résultat que nous avons obtenu ci-dessus , lequel
donne , en chassant le dénominateur ,

p

v, 3
g =7 g -+
T i O

sans que toutefois on en puisse conclure , comme on semblerait

< |

L4 =—p,
q +n:l

autorisé & le faire ,

L.
+—= P =y=p .
LA Lo P
9 ses

La premiére de ces deux équations ne saurait subsister , en effet,
qu'autant que les deux fractions continues, dont le produit com-
pose son premier membre , expriment des racines différentes. ¥oild
donc encore une nouvelle preuve de la réserve qu'on doit apporter
dans P'emploi des expressions de cette forme.

Cherchons présentement les puissances successives de la fraction
continue

En représentant son quarré par y , et éliminant # entre les deux
équations )

z*tgx=p , =y,
il viendra ‘

y=(g*+2ply+p*=o ;.
ce qui donne

p!
7= Gty

.
H

d’ott
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= P’
q:+2p —

g*42p —

q’-}qp — s

r
o

§il s'agit du cube de la méme fraction continue , en le repré-
sentant par y, on aura a éliminer # entre les deux ¢quations
“ #tgr=p, =y ;
cela donnera
¥ 3py=p
d’our
r3

= 3+3pg)ty
de sorte qu’on aura

§p+ gs p3 3
T+2
+q+---- o+ S 3+P7+

3+5pq e

En procédant d’'une maniére analogue pour les puissances supé-
rieures , on trouvera successivement

4
_— P ~ p&-
— +4 24272 memr  e———————
% q q +-ou q pq + p q4+4pq3+2p3 —i80sree

P s
-7 &
g+—, P g = P®
7+ T T
g = Pq 954 Spg3+4-5pg e

p 6
—_ 6
4= P E P P .
g +-= 64-6pgé *fop? m—
g 7 o HOPettopieitapt — POV TR T S

et, en général,
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P, o
f ). y 4
q+q+§' .
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i m Mm3;
Y gmyp <Py :
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1
Le signe supérieur ou le signe inféricur devapt étre pris, suivant
que m est pair ou impair. ’ '

Quant aux racines des fractions continues périodiques , ou sent
qu’elles ne sauraient étre développables en fractions countinues pé-
riodiques rationnelles que dans des cas trés-particuliers ; et en
conséquence , nous ne nous en occuperons pas.

Pour les mémes raisons , nous ne nous occuperons pas non plus
de la recherche de la somme, de la différence , du produit ou
du quotient de la division de deux fractions continues périodiques ;
car ces résultats , étant évidemment susceptibles de quatre valeurs
différentes , ne sauraient , généralement parlant, éue développés
en fractions continues périodiques rationnelles.

Dans les recherches qui viennent de neus oecuper , nous avons
souvent rencontré des fractions continues périodiques de la forme

P
=L _»

g ——

r=

! q ——geed

et on peut désirer de leur substituer d’autres fractions continues
dans lesquelles toutes les fractions intégrantes soient positives. C’est
1d une chose trés-facile , au moyen d’une extemsion donnée i ume
remarque de Lagrange , sur les fractions continues dans lesquelles
les numérateurs sont égaux a 'unité. Nous pouvons d’abord écrire

or, on a I'équation identique
Tom, XIF. 46
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g— =)+ L

== g—i—z ’
en substitnant donc, il viendra
P
g=—_, P
T,
g1
et par conséquent
= P
= T
—l —
T gty
en posant, pour abréger ,
P
-—— 3
‘y 1 + .
g—1—x

Mais , par une transformation analogue, on trouve

g—1—,

—(q-ﬁ-—l)+ 41

i~ o L=ty

donc , en substituant et mettant pour y sa valeur,

AN

e

= —
§—p +— + :
‘l"'l"'" + L -+ !
‘ 1 q—p-—l +uu

Mais , pour que cette transformation conduise au but , encore
faut-il que ¢ soit plus grand que p-1; et l'on n’obtient finale—
men;)qu’une fraction continne peu convergente , qui n’est plus
immédiatement périodique et dont les périodes ont deux termes.
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Au -surplus , il résulte , de ce qui a éié dit dans 'article auquel
celui-ci fait suite , que, quelle que soit une fraction continue pério-
dique , on peut tonjours , & moins qu’elle n’exprime des imaginaires,
la ramener , et méme d’une infinité de maniéres différentes,
la forme

ot n, k, p, ¢ sont des nombres entiers positifs.




