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39SOMMES DE PUISSANCES DES SINUS ET COSINUS.
tante, ce que Fuss n’a point remarqué. Il est en outre aisé de

voir que cette courbe est une des lignes de courbure de la sur-

face conique l’autre étant la droite génératrice (*).
Berlin , le I9 mai I825.

TRIGONOMÉTRIE.
Recherches sur les sommes de puissances semblables des

sinus et cosinus des divisions de la circonférence ;

Par M. LENTIIÉRIC , docteur es sciences , professeur de
mathématiques et de physique au collége royal de

Montpellier.

ON sait que , k étant un nombre entier positif quelconque, on a

d’où il suit que les m racines de l’équation xm-I=0 sont

(*) Suivant la remarque qui a été faite ( tom. XV , pag. 302 ) , au problème
dont il vient d’être question, répond nécessairement à cet autre problème : Quelle
est l’enveloppe des bases de tous les triangles sphériques qui cnt l’angle au som-
met commun, et dans lesquels la somme ou la différence des deux autres angles
est constante. Sa résolution se réduit à ce qui suit : cherchez le lieu des som-

mets des triangles sphériques ayant base commune sc terminant aux pôles des deux
cétés de l’angle au sommet dont il s’agit, et dans lesquels la somme des deux
autres côtés soit égale à une circonférence moins la somme constante des deux

angles dont il s’agit , ou bien dans lesquels la différence des deux autres côtés

soit égale à la différence de ces deux mêmes angles ; et ce lieu .sera l’enve-
loppe demandée.

J. D. G.
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donc, en vertu du même théorème, les n.me puissances de ces
racines seront respectivement

Mais, d’un autre côté, le théorème de Newton sur les sommes
de puissances semblables des racines d’une équation quelconque,
prouve que la somme des n.me puissances des racines de l’équa-
tion xm-I=0 est égale à m , ou nulle , suivant que n est ou n’est
pas multiple de m ; donc , en supposant nm , la somme des fonc-
tions (2) doit être nulle , et conséquemment la partie réelle et la
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partie imaginaire de cette somme doivent séparément s’anéantir. On
a donc y pour nm ,

c’est-à-dire ,
La somme soit des sinus soit des cosinus de tous les multiples

d’une fraction quelconque de la circonférence , à partir du sinus

oit du cosinus de cet arc lui-même, jusqu’à autant de fois cet

arc qu’il y a d’unités dans le dénominateur de la fraction dont

il s’agit, est constamment égale à zéro.
Si, en particulier, on avait n-m , la somme des sinus serait

encore nulle mais la somme des cosinus serait alors égale à m.

C’est d’ailleurs une chose manifeste, puisque chaque sinus serait

nul, ,et chaque cosinus égal à l’unité.

On sait que , p étant un nombre entier positif quelconque on a

pourvu que l’on s’arrête dès qu’on ne rencontrera plus d’arcs posi-
tifs, et que , quand p sera un nombre pair, on ne prenne que
la moitié du terme qui contiendra l’arc nul. De cette formule on

conclura , sous les mêmes conditions ,
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En prenant la somme de ces équations , on aura d’a])ord, par la

première des équations (3),

Quant à la somme des derniers termes des seconds membres , il 

faut distinguer deux cas, I.° si p est impair , elle sera nulle, comme
les autres , et l’on aura conséquemment , en changeant p en 2n+I ,

c’est-à-dire

Si, ayant divisé une circonférence en un nombre quelconque de
parties égales, on abaisse de tous les points de division des per-
pendiculaires sur un diamètre mené par l’un d’eux ; la somme des

puissances impaires d’un même degré quelconque des distances du
centre aux pieds de ces perpendiculaires, prises avec leurs signes , 
sera égale à zéro.
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2.° Si , au contraire , p est un nombre pair , les derniers co-

sinus seront égaux à l’unité et auront pour coefficient commun

ou en changeant p en 2n

il faudra donc prendre m fois la moitié de l’un de ces coefficiens
et multiplier le -résultat par I 2p-I ou I 22n-I ; ce qui reviendra à

multiplier de suite ce coefficient par m 22n ; on aura donc

c’est-à-dire,

Si, ayant divisé une circonférence en un nombre quelconque de
parties égales, on abaisse de tous les points de division des per-
pendiculaires sur un diamètre mené par l’un d’eux ; la somme des
puissances paires d’un même degré quelconque des doubles des distan-
ces du centre aux pieds de ces perpendiculaires sera égale à la même
puissance du rayon , prise autant de fois que la circonférence aura
de points de division et multipliée ensuite par autant d’unités qu’on
peut faire de produits différens de moitié moins de facteurs qu’il
y a d’unités dans l’exposant de la puissance , avec autant de fac-
teurs que cet exposant a d’unités.

On sait aussi que , quel que soit x , on a
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pourvu qu’encore ici on arrête le développement dès qu’on aura
plus d’arcs positifs , et que , dans les première et troisième for-

mules, on ne prenne que la moitié du terme qui contient le co-

sinus de l’arc nul.

Si, dans chacune de ces formules , on substitue successivement

pour x, comme ci-dessus , les arcs

et qu’en ayant égard aux formules (3) on prenne la somme des

équations résultantes , on s’assurera que

et que

ce qui revient à dire que les deux théorèmes démontrés ci-dessus
subsistent encore, en substituant aux distances du centre aux pieds
des perpendiculaires les longueurs même de ces perpendiculaires.
La chose était manifeste pour le cas où m est multiple de quatre,
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puisque les perpendiculaires ne sont que les distances du centre
aux pieds des perpendiculaires abaissées des points de division sur
un diamètre perpendiculaire au premier , lequel passe aussi alors

par un point de division ; mais elle avait besoin d’être directe-

tement établie pour les autres valeurs de m.

GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE.

Suite de l’examen de quelques tentatives de théories
des parallèles (*) ;

Par M. STEIN , professeur de mathématiques au gymnase
de Trèves, ancien élève de l’école polytechnique.

Au Rédacteur des Annales

M O N S I E U R ,

DANS les notes dont vous avez bien voulu enrichir mes remar-

ques sur quelques théories des parallèles , vous observez que je
ne m’explique pas sur les théories dans lesquelles on considère

l’angle, avec Bertrand de Genève , comme une portion de surface
indéfinie. Je vais tâcher ici de réparer cette omission.

Les théories dont il s’agit peuvent se diviser en deux classes :

dans les unes , on compare la surface angulaire à celle d’une bande

(*) Ceci fait suite à l’article de la page 77 du précèdent volume.
J. D. G.


