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SOMMES DE PUISSANCES DES SINUS ET COSIKTS. 39

TRIGONOMETRIE.

Recherches sur les sommes de puissances. semblables des
sinus et cosinus des divisions de la circonférence ;

Par M. LexrtaeEric, docteur ¢&s sciences , professeur de
mathématiques et de pbysique au collége royal de
Montpellier,
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ON sait que, £ étant un nombre entier positif quelconque , on a
ok= . 2km\™ —_—-
(Cos. — 4/ =1 Sn. ——-) =Cos 2kw4y/ Z18inchke=1 ;
m m

d'ott il suit que les m racines de l'équation #™-—1=—=o sont
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donc, en vertu du méme théoréme , les n™¢ puissances de ces
racines seront respectivement

Cos. == /=% Sin. 22, )
Cos. "*—:ni-;—‘/:fSin-% ,
Cos. 2 py=sn&= ¢ @
m m
2mns — 2mnw

Mais, d’un autre cété, le théoréme de Newton sur les sommes
de puissances semblables des racines d’une équation quelconque ,
prouve que la somme des 2.™¢ puissances des racines de I'équa-
tion 2™—1==0 est égale & 7, ou nulle, suivant que 7z est ou n’est
pas multiple de 7 ; donc, en supposant n<m , la somme des fonc-
tions (2) doit étre nulle, et conséquemment la partie réelle et la
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partie imaginaire de cette somme doivent séparément s’anéaniir, On

a donc, pour n<m,

n
Cos. — . 20w0-4Cos.2 = .3w-4Cos.3 l.2w+..,..+Cos.m. = 2w=o0 ,
m m m m

. n n . n . n
Sin, — Sy —_— —_— —_— —_— -
Sin, — .20w--Sin. 2 ~ . 204 Sin.3 — 204 . Sinm . — . 20==0 ;

c’est-a~dire ,
La somme soit des sinus soit des cosinus de tous les muliiples

d'une fraction quelconque de la circonférence , & partir du sinus
ou du cosinus de cet arc lui-méme , jusqu'a aurant de fois cet
arc qu'il y @ dunités dans le dénominateur de la fraction dont

il s'agit, est constamment égale & zéro.
Si, en particulier, on avait n—m , la somme des sinus serait

encore nulle; mais la somme des cosinus serait alors égale a .
C’est d’ailleurs une chose manifeste , puisque chaque sinus serait

nal, et chaque cosinus égal A lunité.

On sait que , p étant un nombre entier positif quelconque on a
Cos.Pz= ;7)-1.7 g Cos.px—}—-f— Cos.(p——z)x-}- —':— f; Cos.(p—4)x.+.};

pourvu que l'on s’arréte dés qu’on ne rencontrera plus d’arcs posi-
tifs, et que, quand p sera un nombre pair, on ne prenne que
la moitié du terme qui contiendra I'arc nul, De cette formule on

conclura, sous les mémes conditions ,

(3)

C A {C 05, LT 42 Cos, KODT L PP s, 200y $ ,

r
Cos. 2Pl =t m T 2 m

p b= __ 1 dpm P blp—2)= | p p=1 4(p=—4i)=
Cos.f— = —— {Cos. ——+3 Cos. — -+ T a Cos. e

Tom; XV1T 6
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En prenant la somme de ces équations, on aura d’abord, par la
premiére des équations (3),

= = 6p= =
Cos. 2p =}~ Cos. —4%—- ~+ Cos. __’p;_ - ceraeene +Cos. i =0,
{ — D 7 — VT
Cos, 27207 -7 4 Cos. + Cos §—(—’i71—2)— + v =+Cos, 2—"1(%——)-—- =0,
en /] w o — Y 22
Cos. i(—p;zi)— ~+ Cos. 4= *) ——— 4 Cos. ———— 6(}7 = ~ esrerenne F-Cos. ﬂf’;ﬂ__ =0,

e ® & & 0 & s & s ¢ 4 & e s @

e &8 8 8 4 % e e & @ * 8 s & ¢ e s+ s & o 8 .

Quant & la somme des derniers termes des seconds membres , il
faut distinguer deux cas, 1.° si p est impair ,elle sera nulle , comme
les autres, et l'on aura conséquemment, en changeant p en 2241,

N1 z \2141 6z omz nd1
( COSO ( COS' ‘* ’*“( COS. 7 ) +n.u' -+(C03. —i'— =0 ; (4)

c’est-d-dire ,

Si, eyant divisé une circonférence en un nombre quelconque de
parties égales , on abaisse de tous les points de division des per-
pendiculaires sur un diaméire mené par lun d'eux ; la somme des
puissances impaires d'un méme degré quelconque des distances du

centre aux pieds de ces perpendiculaires, prises avec leurs signes,
sera égale a zéro.



<2COS.
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2.* Si, an contraire, p est un nombre pair, les derniers co-
sinus seront égaux & l'unité et auront pour coefficient commun

p—=2
p p—1 p—2 P— = .
1 2 3 1800188 p b4
2
ou, en changeant p en 27
27 2Nnw=I OQne=m3 n-1
1 2 3 n

il faudra donc prendre 7 fois la moitié de I'un de ces coefficiens
I ) . e d \
So7 OW =y 5 ce qui reviendra &

et multiplier le xrdésultat par

G L . . m
multiplier de suite ce coefficient par — on aura donc

2 o7 Ry 7’)+I

IR Mgy ————

n

c’est-a—dire ,

87, ayant divisé une circonférence en un nombre quelconque de
parties égales , on abaisse de tous les points de division des per-
pendiculaires sur un diaméire mené par l'un d'eux ; la somme des
puissances paires d'un méme degré quelcongue des doubles des distan-
ces du centre aux pieds de ces perpendiculaires sera égale & la méme
puissunce du rayon , prise autant de fois que la circonférence aura
de points de division et multipliée ensuite par autant d'unités qu’on
peut faire de produits différens de moilié moins de facteurs qu’tl
y a d'unités dans lexposant de la puissance , avec autant de fac
teurs que cel exposant a d'unités.

On sait aussi que, quel que soit =, on a

b

®
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(Sin.x)m =} = §Cos.4nx — _4_7:_ Cos.(ﬁin-—z)x—l-% Cos.(4n-—4)x—-.. . ; )

’(sm.x)”* — 551n.(4n+,)x_4"+‘5in.(4n REOPE S e fb (4n—3)x—-.....f

(sm.x>‘"+'=—- ﬁ{cos.(4n+2)x~4”f2cos.@x +4e. *”+’cO,.(4n-o)x—....§
- n

(Sin.x)‘ ;z—q4i+228in.(4n+3)x—— 2 Sin. (4r41)a 22 ¥ 5in (e r)om, §

pourva qu’encore ict on arréte le développement dés qu’on aura
plus d’arcs positifs , et que, dans les premiére et troisiéme for-
mules, on ne prenne que la moitié du terme qui contient le co-

sinus de l'arc nul.
Si, dans chacune de ces formules, on substitue successivement

pour z, comme ci~dessus, les arcs

27 4= 6= ama

— — —
[} g teetesinre ’

m m mn m

et qu'en ayant égard aux formules (3) on prenne la somme des
équations résultantes , on s’assurera que

(Sx 1"+l+ (Sm. 4= m+!+ (S n. -—)2"“ <Sln. 2 )M-H__o. (6)
et que
2Sm. __,> -|>(‘>Sm. %)m-f-(OSm -——-) +.......+<2Sm. m_..m%ziz:i-?iz- . (7)

ce qui revient & dire que les deux théorémes démontrés ci-dessus
subsistent encore , en substituant aux distances du centre aux pieds
des perpendiculaires les longueurs méme de ces perpendiculaires,
La chose était manifeste pour le cas oit 72 est multiple de quatre,
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puisque les perpendiculaires ne sont que les distances du centre
aux pieds des perpendiculaires abaissées des points de division sur
un diamétre perpendiculaire au premier , lequel passe aussi alors
par un point de division ; mais elle avait besoin d’étre directe~

tement établie pour les autres valeurs de .




