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CERCLE OSCULATEUR.
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GEOMETRIE ANALYTIQUE.

Recherche graphique du cercle osculateur
pour les lignes du second ordre;

Par M, Pruker, docteur de 1'Université de Bonn.
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SOIT rapportée une ligne du second ordre & I'un quelconque de
ses points, pris pour origine des coordonndes, et & sa tangente en
ce point prise pour axe des y, l'axe des # dtant dirigé suivant
la normale ; I'équation de la courbe sera de la forme

¥t 2ary~4-bx’+2cx—0 , (1)

olt @, b,c seront des quantités déterminées. Il faut en effet , d’aprés
la situation donnée de la courbe qu’en posant z=o0, on ait deux
valeurs nulles pour y.

Toutes les autres lignes du second ordre touchant celle-1a & Lori-
gine seront comprises dans I'équation générale.

y+2dxy4Ba'4-20xr =0 , (2)

ou A,B,C seront des quantités indétermindes.

Deux lignes du second ordre pouvant, en général , se couper en
quatre points, et un point de contact étant la réunion en un seul
de deux points d’intersection; il s’ensuit que les courbes (1) et
(2), outre leur point commun a 'origine, doivent en avoir encore
deux antres , réels ou imaginaires. Cherchons I’équation de la droite
qui joint ces deux derniers.
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70 CERCLE

Il est connu que, si I'on combine ensemble , d'une maniére quel-
conque , les équations de deux lieux géométriques , I'équation ré-
sultante sera celle d’un troisiéme lieu géométrique, contenant les
points communs aux deux premiers; donc, en particulier, la dif-
férence des équations (r) et (2) appartient & un lien géométrique
qui contient le point de contact qu’ont les deux courbes & lori~

gine et les deux autres points ol elles se coupent; or,cette dif-
férence est

x{2(Ad—a)y+(B—b)x+2(C—c)} =0 ,

qui exprime le systtme de deux droites , dont 'une est Jaxe des
¥ qui contient uniquement le point de contact, donc l'autre

2(d—a)y+(B—b)x+-2(C—c)=o0 , 3)

est la droite qui joint les deux points d’intersection des deux cour-
bes. Si ces poluts d'intersection sont imaginaires , la droite (3)
deviendra ce que M. Poncelet a appelé corde idéale , mais on pourra
toujours la construire,

Si lon profite de I'indétermination des constantes 4, B, C , pour
faire en sorte que la droite (3) passe par lorigine ; ce qui se ré-
duit & poser C=c¢, l'un des deux points d’intersection viendra se
joindre au point de contact; de sorte que les deux courbes auront
alors, & l'origine, un contact du second ordre. Alnsi, toutes les
courbes comprises dans I'équation générale

3,:+2Axy+8x2+2cx=o s (4)

dans laquelle 4 et B sont indéterminés,ont & lerigine , avec la
courbe (1), un contact du second ordre. Les deux courbes ont en
outre une intersection qui, dans ce cas, est nécessairement réelle,
~ Si T'on profitait de V'indétermination des constantes 4, B, C, pour
faire coincider la droite (3) avec l'axe des y , ce qui se réduirait
4 poser, a la fois, 4=a et C=c, les points d’intersection se con-



OSCULATEUR. A
fondraient alors tous deux avec l'origine ; de sorte que les deux
courbes auraient en ce point un contact du troisi¢me ordre. I.é-
quation

¥+ 20xy+ Br*t2cx=0 , )

ot Best indéterminé , est donc I'équation commune i toutes les
lignes du second ordre qui ont avec la courbe (1), & l'origine , un
contact du troisiéme ordre. Dans ce cas les deux courbes ne peu-
vent plus se couper autre part.

Quelles que soient la nature de lacourbe (1) et sa sifuation par
rapport aux axes, la courbe (4) peut fort bien devenir un cercle,
puisqu'il ne s’agit pour cela que de supposer d la fois 4=—0 et B=1.
Ainsi , il y @, pour chaque point d'une ligne du second ordre, un
cercle qui a avec la courbe , en ce point, un contact du second
ordre. Cest ce cercle qu’on appelle le cercle osculateur de la courbe;
il la coupe, en outre , en un autre point,

Mais 'équation (5) ne saurait devenir celle d'un cercle, qu’au-
tant qu'on aurait déjd , dans I'équation (1), =0 ; c’est-d-dire, qu’au-
tant que lorigine des coordonnées serait un des sommets de la
courbe ; cest-d-dire, qu'un ceércle ne saurait avoir avec une ligne
du second ordre, en lun de ses points, un contact du troisiéme
ordre qu'autant que ce point est un des sommels de la courbe.

La courbe (2) variant sans cesse, la corde commune (3) avec la
courbe (1) demeurera constamment parallele & elle-méme si le rap-
B—}) ’
A=—q
culier, si, A4 et B demeurant constans, on fait seulement varier
C , dans I'dquation (2) ; et cela quelles que soient d’ailleurs les
valéurs constantes de 4 et B; donc, il en sera ainsi, en parti-

port demeure constant. Or, cest ce qui arrivera, en parti~

culier, lorsqu’on aura 4=o0 et B=1, c'est-2-dire, lorsque '’équa—
tion (2) exprimera un cercle; ainsi, Zant de cercles gu'on voudra,
tungens en un méme point & une ligne du second ordre, la cou-
pent de manitre que les cordes qui joignent les points d'intersec—



72 EQUATION
tion sont toutes paralléles. Celui de ces cercles pour lequel la corde
passe par lorigine est, d’aprés ce qui préeéde, le cercle oscula-
teur de la courbe, en ce point. :

De 1a résulte une construction facile , pour obtenir le centre de
courbure, et conséquemment le cercle osculateur d’une ligne du
seccond ordre, en l'un de ses points. Par ce point soit menée 2 la
courbe une normale sur laquelle soit choisi un point tel qu'en dé-
crivant, de ce point comme centre, un cercle passant par le point
donné, ce cercle coupe la courbe en deux autres points. Soient
menées & la courbe une corde par ces deux poiats, et par le point
donné une nouvelle corde, paralléle a celle-la. La perpendiculaire
sur le milieu de cette dernieére corde coupera la normale au cen-
tre de courbure cherchée.

Cetle construction revient & une autre construction déa connue ;

mais 1l était difficile d’y parvenir par une voie plus simple,




