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GEOMETRIE DE SITUATION.

Recherches sur les lignes et surfaces algébri-
ques de tous les ordres ;

Par M. BosiLLiER , professeur & I'Ecole des arts et métiers
de Chalons-sur-Marne,

AV VAW

DAN'S tout ce qui va saivre, jemploirai les mots degré et classe
comme les a entendus M. Gergoane (pag. 151); c’est-d-dire , qu’une
ligne ou une surface sera dite da m.™ degré lorsqu’elle aura m
intersections , réelles ou iddales, avec une méme droite, et gu’elle

£2mne

sera dite de " classe lorsqu’on pourra lul mener m tangentes,
réelles ou idéules, concourant en un méwe point, ou bien m plans
tangens, réels ou idéaux , se counpant suivant une méme droite.

THEOREME 1. Soit C,, une courbe plane du m =™ degré. Soient
Coiy Cuaas Cos 5 weevee Gy, C,, G, une suite doutres lignes des
degrés respectifs m—1 , m-—2, m—3, wwne 3,2, 1, telles que
C.. passe par les points de contact de C, avec ses la}zgmifs Zs-
sues d'un méme point fixe P de son plan; et que chacune des au-
tres soil par rapport & celle qui la précede immédiatement et pour
le méme point P, ce gu'est C... par rapport ¢ C,, la derniére
C, de ces lignes , se réduira & une droite.

S7, par différens points de la droite C,, on méne 4 la courbe
C. toutes les tangentes possibles , les lignes du (m—1)' = degré dé-
terminées par les points de contact des langentes issues des mé-
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158 COURBES ET SURFACES .

mes poinis de cette droite, lesguelles ,comme Uon sait (*) , auront

les mémes (m—1)> poinis communs , passeront toutes par le point P.
Démonstration. St Von désigne généralement par z, une fonction

homogene du 2. degré en =z et y ; Véquation de la courbe C, ,

rapporiée a deux axes conduits par le point P, sera de la forme

Uttty Uittt uy w4, - Consti=—=0 , (1)

\

les équations des lignes C,.., Cny Cusy ewee G35, Gy, Gy, seront
-respectivement (**)

1um—l+2um-2+3um—3+nl--+(m"-n)un+--.-n+(m“3)u;+(m—l)u[+m00n5t.=o 3
1.2 2= 2.3Um3 e vinide (ramerrmem 1) (12 ==0 Yt e o (=2 ) (M — 1 )22, } (m~1)mConst,—=o ,
1.2.3 3230y s i ~n—2) (M =1 ) =Yg nnnt (2 =3) (M—2) (M~ 1)1 1 F- (m—2) (m}-1)mConst.==0

@ ¢ & & & P & # * 8 5 & W 4 ¢ 8 B 6 -8 & ¥ B 2 B & .+ & s s & 8 P & % S B . 8 e e & 8 »

.23 (me=—Du,41.2.3....0. (m=—1)mConst.=o .

Cette derniére équation, qui appirtientd la droite C,, divisde par
1.2 3. .(;m—1) devient u,+mConst. =0 ; et, si l'on appelle (#/, v')
uu point quelconque de cette droite , on aura

#,+mConst.—o0 . (2)

Actuellement , pour trouver I'équation de la ligne L qui contient
les points de contact des tangentes menées & la ligne G, par le point
(2',5"), il faut d’abord transperter l'origine en ce point , ce qu'on

(*) Voy. la pag. 153 du présent volume.
{**) Yoy. la pag. 83 du présent volume.
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fera en changeant, dans I'éguation (1) x et y , respectivement, en
a 42/ et y~by/ 5 il fandra ensuite multiplier respectivement les ter-
mes des degiés m, m—1 ,m—2, .. 3,2, 1, 0, €0 x et y,
respectivement par o, 1,2, 3... m—2, m—1, m; il faudra en-
fin revenir aux axes primitifs, en remplacant @ et y, respective-
ment x—z' et y—y'.

Il seffit, pour la démonstration du théoréme énoncé, de trouver,
dans l'éguation de la ligne L, le terme indépendant de x et y,
que nous désignerons par 7. Pour épargner les trop longs calculs,
nous représenterons aussi par 7, la partie de ce terme produite par
z,; de sorte qu'on aura

= S SR DS S R S S )

Cela posé, la fonction z,, quand on y chuange respectivement
z el y en a4 et y4y , devient

duln « dzulu 22 d3u’,, x3 + + d"uln ) x
da/ 1 dx/2 1.2 dx3  1.2.3 o dx’™ 12,00

. n,,t B -
du’, v 4 dwty, x ¥ d3uf,, x* ¥ + 4 dmu!, ) xnt y
m—— G o e e T T se0e - ——
dy' 1 da'd’ly 1 1 dw/zdy’ 1.2 1 da/mrdy!  Ta.(n==1) 1

deu/y y? d3u’y x Ay, an? y2

A

dys 1z :l?é;a 1

-+

x/um3 d),/; ) 1..(12=2) ) I.2

diuly 3’3+
-d—’_'-/?m « 8 8 2 ® 0 g ® 8 & % * o 8 s s @ o

d”u/” y"

dy”  1.z2..0

En multipliant les diverses colonnes respectivement par 7, m—ri
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M—2 , wwe. In—n , puis changeant respectivement z et ¥ en r—z'
et y—y', il viendra :

i )| S ()4 (7]

Fry=m-2, i d’u"n

1.2 da/2

na d:uln dzuln .
(x-—a:) -2 dardy’ (.z'-x/)(y—-—_y/)‘l' dy'a (.J" -y ’) i

- (=)'}

+ Ln:_g.g d3u, ( x/)3+3 x/*d - (x—x/) (y_y/)+ ‘r/dy,z( __x)(y_y,) + y[s

1.2.3 | daf3 |

+0.lul0.C.Q-.lo.-a'.tl.‘tl-nn..o,-.ll..'oll'&!ilc..l

/)g

(x R G o) L SRR

In
dy

n
Me=r z d"u/,, o ﬂ d™u! gy

I da/» ‘d_y

Or , le terme 7, représentant la quantité indépendante de z et de
y dans cette expression , il faudra, pour l'obtenir, y supposer x=0
et y=o0, ce qui donnera

m=—% du’,, du’,
t,—muy’ ,— —_——
* " 1 “dxt

1 e—=s dﬂuln , dzu(n dz2u’
2 o y " 2
+ ( dx’2 x +-' dx’dy' xy + d)"z .y/

1.2

me=3 / d3u/, 3 d3u, 20 e/
/ / /2 /3
- 1.2.3 < dax’3 203 o dx'zdy + ’d n 2y + dy’3 Y )

4"00‘!..!!0.1.l-lo..cni.no.'.l"'...

™m=—n doa! n dm’, n—1 dnut, duly
— n R Iy TS PP — [ YL LIV L . —_—r],
-+ ( 2" g a™y + < domdyn 2/ et T

“ L.3.a dxs 1 darrdy!
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Mais en vertn du 2héoréme des fonctions homogénes, on a

dwt,  ,  duy , ,
v x -t __dy’ y'=nu', ,

daw/, 2 da,,

P
dals 2 da/dy! zy +

y-/z yi —n(n'—'l)u a3

&y Bus, d3u’, d3w,
_— — — !/ L Y YY) . 73 o e ——
des T +3 da/2dy’ e di'dys 2yl an yi=nn—1)(n—2)u/, ,

5 8 8 & & 2 & & & ¢ 4 & & 8 6 & P 4 0 s 8 ¢ s & 85 5 = s B b 5 & 0 089 s 3 8 s 1 .

d%uly n dny! n ne—1 dng! drur,
e /J*+ — " + —t — — /02 58 .+. YL S
dx“‘ X 1 dx’""dy/ dx"‘“’dy’i X y +u-“ (,b o ) =I.2. O-...Jlu

En substituant donc, il viendra

Ay=u, {m——(m—-l) 4-(m—2) ----;- —(m—3) —--’-1-:3--'2 2

e (m—n) g

c’est-a~dire,

t,=mu/, (1__+ .'i.."—’ z nTrone=2 +.......j_~x>

1 2 3

ne—1t Nel Ne=2 n—1 pe—2 p==3 —_
+”u/n | S + b — h - +oul.+ 1

1 I 2 1 2 3

ou bien encore

t,=v/ {m(1—1)"+n(1—1)""} .

Pour toutes les valeurs de » plus grande que l'unitd, cette quan-
tité devient nulle; pour n=1, elle se réduit & #/;; et, comme
u/, est une constante, pour n=o, elle se réduit & mConst. On a
donc
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2nT=0 3 1y ==0 5 £y ,==0 5 wurs ;=0 , euwe £,==0, #,==u', , 1,=mConst,
En substituant ces valeurs dans I'équation (3), on aura

T'—=u’ 4 mConst. -

ou simplement, en vertu de Péquation (2), T==o. I;’e’quation de
lIa ligne L est donc dépourvue du terme indépendant de x et de
y ; cette ligne L passe donc par lorigine, cest-d-dire , par le point
P, comme nous 'avions annoncé,

Ce théoréme offre le moyen de faire passer par deux points don-
nés P et P/ une transversale curviligne du (m—1)*" degré , qui coupe
une courbe donnée du 7. degré er des points pour lesquels les
tangentes a celte derniere courbe cencourent toutes en yn point uni-
que. En déterminant, en effet, les droites C, et C/, correspondant
respectivement aux deux points P et P/, les tangentes mendées a la
courbe- proposée par leur intersection auront leurs points d’inter-
section sur une ligne da (m—1)* degré qui , suivant le théoréme,
devra passer & la fois par les deux points P et P/, et sera consé-
quemment la transversale demandée. .

Il est clair que la méme construction subsisterait encore , si les
drsites C,, C/, étaient paralleles ; mais , si elles se confondaient
en une seule, le probléme deviendrait indéterminé, et I'on pour-
rait se donner arbitrairement un troisiéme point P# de la trans-
versale curviligne demandée.

Si lon appelle généralement pdles d’une droite, par rapport A

une courbe du m.™ degré, les (m—1)* points fixes suivant les—

quels se coupent constamment les courbes du (m—1)""* degré , dé-
terminées par les points de contact des divers faisceaux de tangen-
tes & la courbe, issues des différens points de cette droite, on voit
qu'un seul de ces poéles étant connu, on en peut déduire tous les
autres. On voit en méme temps que la méme droite C, peut éire
déduite de (m—1)* points différens, *
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De ce théoréme , par la théorie des polaires réciproques, on pourrca
déduire le saivant :

THEOREME 1. Soit C, une courbe plane de m.*™ classe.
Scient Co.,y Cuy Cua s v Cy, C,, C, une suite d'auires lignes ,
des classes respectives m-—=1 ,m—2 , m=—3, ... 3, 2, 1, telles que
C..

intersections avec une droite fixe D ; et que chacune des autres

. Soit enveloppie par toutes les tangentes menées & C, par scs

sott, par rapport & celle qui la précéde immédiaternent | et pour la
méme droite D, ce gu'est Co. par rapport @& C, , la derniére G,
de ces courbes se réduira & un point.

87, aux points d'intersection de la courbe C, avec les diverses
sécantes conduites par le point C,, on lui méne des tangentes
les courbes de (w~—1)*™° classe, inscrites aux divers systémes de
tangentes répondant & ces diffirentes sécantes , lesquelles , comme
Lon sait (*), seront toutes inscrites aux (m——1)" mémes droites
Jixes, quront toutes la drofte D pour tungente commune.

On déduira de ce théoréme le moyen de faire toucher & deux
droites données D et D/ une courbe de (m—1) classe , telle qu’en
lui menant des tangentes comwmunes avec une courbe donnée de
m*™ classe, tous les points de contact de ces tangentes avec cette
derniére appartiennent & une droite unique. Ep détermivart, en
effet, les points C, et C/,, correspondant respectivement aux droi-
tes D et D/, les tangentes menédes & la courbe par ses points d'in-
tersection avec la sécante conduite par ces deux points, toucheront
une méme ligne de (m—r)*™ classe qui, sutvant le théoréme, de-
vra toucher a la fois les deux droites D et D/, et sera conséquem-
ment la courbe demandde. .

Il se pourrait que les points C, et €/, se confondissent ; le pro-
bléme serait alors indéterminé , et l'on pourrait se donner arbitrai-
rement une troisiéme tangente D/ & la courbe demandée.

(*) Voy. la pag. 153 du présent volume.
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Si T'on appelle généralement polaires d’un point, par rapport i
une courbe de m.™ clusse, les (m—1)* droites que touchent a la
fois toutes les courbes de (m—1)*" classe, inscrites aux systémes
de tangentes & la courbe proposée, qui répondent & ses intersec—
tions avec diverses sécantes menées arbitrairement par ce point, on
voit qu'une seule de ces polaires étant connue, on en peut dé-
duire toutes les autres. On voit , en méme temps, que le méme point
Cy peut étre déduit de (m—r1)* droites différentes.

THEOREME IHI. Soit S, une surface du m ™ degré, et soient
Su-is Saas Suas s 85, 8., S, , une suile dautres surfaces des
degrés respectifs m—1, m—2, m—3, w3, 2, 1, telles que
S.-: passe par la ligne de contact de S. avec la surface conigue
circonscrite & cette surface qui. a son sommel & un point fixe P
de lespace, et que chacune des autres soit , par repport a celle
qui la précede immédiatement, ce qu'est S,., par rapport & S,
la dernitre S, de ces surfaces se réduira ¢ un plan.

Si les différens points du plan S, sont pris tour & tour pour
sommets d'une suite de surfaces coniques circonscrites & la surface
S., les surfaces du (a—1 ™ degré auxquelles appartiendront leurs
lignes de eontact , lesquelles , comme lon sait (%) , auront les mé~
mes (mm—1)* points communs, passeront toutes par le point P.

Démonstration. La démonstration de ce théoréme est en tout sem-
blable a celle du T/éoréme I; il suflit seulement de supposer que
u, est une fonction homogéne du ».*™ degré en z, y et z,

De la on déduira la solation de ce probléme: Faire passer par
trois points donnés P, P/, P/ une surface du (m—1)*" degré qui
coupe une surface donnde du m. ™ degré suivant une courbe telle
que la sarface développable, circonscrite suivant cette courbe , soit

(® Voy. la pag. 153 du présent volume.
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une surface conigue ; problime gni peut guelguefois étre indéter~
miné, ce qui permettra d’assujettir la surface cherchée & passer par
un ou denx nouveaux points, pris arbitrairement dans Pespace.

Si T'on appelle généralement pdles d’un plan, par rapportd une
surface du m./ " degré, les (m—1)*® points fixes suivant lesquels se
coupent constamment les surfaces du (m—1)"* degré détermindes
par les lignes de contact de toutes les surfaces coniques circonscri-
tes qui ont lenrs sommets dans ce plan; on voit qu'un scul de ces
poles étant connu on peut en déduire tous les antres. On voit en
méme temps que le méme plan §, peut étre déduit de (m—1)?
points différens. |

Ce théoreme, par la théorie des polaires réciproques , conduit
au suivant :

THEOREME IV, Soit S, une surface de m.*™* classe, ef sorent
St s Suas Sus s wwnn S5, S., S, une suite dautres surfuces des
classes respeciives m—1, m—z2, m=—3, .. 3, 2, 1, felles que
S.... soit inscrite @ la surface développable circonscrite & S, , sui-
vant son intersection avec un plan fixe P; et que chacune des au-
tres soit, par rapport & celle gui la précede immédiatement et pour
le méme plan P, ce gu'est S,.. par rapport @ S, , la derniere S,
de ces surfaces se réduira @ un pornt.

Si, suivant les lignes dintersection de la surfuce S, avec les
divers plans conduits par lé point S,, on lui circonscrit des sur-
Jaces dévcloppabdles , les surfaces de (m—1Y™ classe inscrites &
ces diverses surfaces , lesguelles , comme Pon sait (*), auron! tou-
zes les (m—1)® mémes plans tangens fixes ,auront touies le plan
P pour plan tangent commun.

De ld on déduira la solution de ce probleme: Faire toucher &
trois plans donnés P, P/, P/ une surface de (m—1)"" classe telle

(» Voy. la pag. 153 du présent volume,
Tom, XVIII
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166 OBSERVATIONS
que ses surfaces développables circonscrites, communes avec nne sur-
face donnée de m.™ classe , touchent cette derniére suivant des cour-
bes planes comprises dans_un plan unique ; probléme qui peut étre
indéterminé , ce qui permettra d’assujettir la surface cherchée a
toucher un ou deux autres plans, pris arbitrairement dans I’espace.
Si lon appelle géuéralement plans polaires d’un point de l'es—
pace, par rapport a une surface de m."™ classe, les (m—r1)? plans
que touchent & Ia fois les surfaces de (72—1)*™ classe, inscrites aux
surfaces développables qui touchent la surface proposée suivant ses
intersections avec divers plans conduits par le point dont il s’agit;
on voit quun seul de ces plans polaires étant connu, on en peut
déduire tous les autres. On voit en méme temps que le méme point
S, peut étre déduit de (m—1)?® plans différens.

»

-~



