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203 OULESTIONS

QUESTIONS RESOLULS.
Solution des deux premiers problémes de géo-
métrie proposés a la pag. 124 du présent
- volume ;

Par M. VaLLks, éleve ingénieur des ponts et chaussées.

P ROBLEME I. Dans lintérieur dun triangle , on en a cons-
truit un autre, & volonté, dont les cliés sont respectivement pa-
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ralléles aux siens, et qui est tonwné dans le méme sens. Les co-
tés du triangle intérieur , prolongés jusqu’au périmétre de l'autre
partagent celui-ct en sept parties. Quelles sont les relations diver-
ses qui exisient entre ces parties ?

Solution. Les sept parties du triangle divisé sont:

1.° Le triangle intérieur que nous désiguerons par A ;

2.% Trois parallélogrammes que nous désignerons par P, P/, P/

3. Enfin, trois trapézes, respectivement opposés, que nous dé-
signerons par 1, 17, 1/,

Par celul des trois sommets de A qui lui est commun avec P,
concevons une paralltle au c6té opposé; cette droite divisera res—
pectivewent les deax trapézes 77 et 77, en deux parallélogram-
mes p/ et p//, et en deux triangles &7 et &/, respectivement op-
posés; de sorte que l'on aura

/ o J—— .
7 +3//___ T, p//_*_.g/____T// 5 (1)
mais alors les six parties
P, 7, P2
/
A, J, o,

se trouvant dans le cas dua théoréme II ( pag. 114 ), on aura,

comine alors ,
P’:_%S’S” . p":4A3” R }9”2=4on/ ; (2)
et il s'agira d'éliminer p’, p/, &, &7 entre les cinq équations (1)

et (2).

En mettant daos les trois derniéres les valeurs de &7 et ¢/ tirdes

des deux premicres, il vient
P=4(T—p)(T—p) ©
plr=4A(T"—p’) ,

(4)
" =4{A(TV—p") .
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Des équations (4) on tire facilement.

p' =2V a@a+1y—24 ,

pl=z2y aa+Tm—24 ;
et de lA

T'—p'=2A+T'—2/ a(a5 = a3+ T—V A)
T/—p"=28+T"—2y/ 2@+ TH=(V 5+T'—V &) 3

sabstituant dans I'équation (4) et extrayant la racine quarrée des
deux membres, on aura finalement

P=z2(/"a+T—v 3)(V 53xT—V'3) .

Mais , comme nous aurions pu raisonner sur P/ on P/, comme
nous avons raisonné sur P, il s’ensuit que les relations demandées
entre les sept parties du triangle sont les trois suivantes :

P=a(y/ TFT—y/ NV 5¥T—V'E)
Pi=s(y/ SFT—y/ D)V 5FT—v 3) ; (1)
P'=a /53T~y D)V TFT—V3) -

Ces équations donnent les valeurs de P, P/, P/, lorsque les au-
tres parties sont connues. \

Il est facile d'en déduire d'autres qui donnent les valeurs de T,
T',T”, en fonction de P, Pr, P et A. En divisant, en effet, par

chacune d’elles le produit des deux autres, il vient, en chassant les
dénominateurs ,

PP'=2P(y a4T—V'4)" ,

P'P=3P/(y/ 5FT—y/3)" ,
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PP =2 P/ 8§ T~/ 3)" ;

multipliant respectivement celies-ci par 2P, 2P’ , 2P” et extrayant

la racine quarrée des deux membres des dquations résultantes , on
aura

VaPPFi=2P(y 3yT—V'7) , -
V aPPFi=aP(V 3+T'—V/3) , (5)
Ve S L e IV

d’olt, en transposant,
3Py SFT=2Py Gty TP
alP'/ agT=2P'\/ a4/ 2BP P ,
2P/ 5FTI= 2Py Gy TP 3

puis, en quarrant de nouveau , réduisant et divisant respectivement
par 2P, 2P, 2P,

- 2PT-—=P P"A-2\/ 2aPP'P" ,
" 2P'T'==P/P4-2/ 7aPPP" , an
aP"TV=PP!4-2\/ AP F7 ;

<quations qui donneront T', T/, T, lorsque tout le reste sera connu.

En prenant la racine quarrée du double du produit des équations .
(I), on obtient

4 EFT—V B)(V axT—V AV 3+Ti—y 2)=y/ 2PPP . (1IT)

En égalant entre eux les seconds membres des éqnations (5) , on
obtient cetie double équation
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P(y/ 35—/ B)=P/(y SFT—V/ 5) =P/ 5T —\/T) . (V)

On obtient enfin , en égalant entre elles les valeurs des radicaux,
dans les équations (II), .

S PT— P! Pl o P/ /e Pl P P1 TV — P PI ; (V)

équations délivrées de A,
Si, dans ces divers résultats, on suppose A=o, on retombe sur
les relations obtenues tiéoréme III ( pag. 114 ), comme cela doit

étre.

PROBLEME II. Dans l'intéricur d'un tétraédre ,on en a cons—
truit un autre dont les jfaces sont respectivement paralléles aux
siennes, et qui est tourné dans le méme sens que lui. Les faces
du tétracdre intéricur , prolongées jusqu’e la surface de Pauire, par.
tagent celui-ci en quinze parties. Quelles sont les relations diver.
ses qul exisient enire ces parties ? '

Solution. Les quinze parties du tétraédre divisé sont:

1.° Le téraédre intérienr que nous représenterons par A ;

2.° Quatre parallélipipédes, que nous représenterons par P, P,
» P , P///; ‘
3 Quatre troncs de tétraddres, & “bases paralléles , respective-
meunt opposés , que nous représenterons par 1', 17, TV, T,

4.* Enfin, six troncs de parallélipipéde , que nous représenterons
respectivemeat par (pp’) , (pp’) , (pp") s PP, (p"py, (P'P"),
suivant les parallélipipédes entre lesquels ils se trouveront situés.

Par celui des quatre sommets du tétraédre A qui lui est com-
mun ‘avec le parallélipipéde P, concevons un plan paralléle a ce-
lui de la face opposde; ce plan divisera respectivement, savoir :

1.° Les troncs de parallélipipédes (pp’) , (pp”’) s (pp'"’) en trois
parallélipipédes TT', TI” , II", et en trois troncs de prismes quadran-
gulaires , ayant une aréte latérale nulle, que nous désignerons par

(po), (p=), (p=');
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2.° Les trois troncs de téuraédres 77, TV, T/, en trois téirac-
dres &/, &/, 3/, et eu trois troncs de prismes quadrangulaires ayant
une aréte latérale nulle,, que nous représenterons par (w’a”), (w''w),

(='=’).
En conséquence, nous aurons

rll+(p—m’):(ppl) R A (o aM)y=T" ,

"4 (pe=') = (pp") , ! (1) V(e =1", ° (2)
W)=Y s | el =T
Mais alors les quatorze corps
2,1V, I, I, (po'), (p='), (p=™) ,
A ¥, ¥, 80, (e, (othal), (alel)
se trouvant dans le cas du zhéoréme ¥ ( pag. 121 ), on aura, comme

alors ,
3 p— D 3
(p=’ =3y ¥+ v Ty g ,
3)

~

3 33
(p=)=3(v ¥+ VI S

-

(po)=3(y THV TV T

.3 S 3
(wia)=3(y/ T+ Ty 57,

(i) =3 THYTIVET, | &)

(e =3(y 34y F)y/ 59 ;

P3=2.647§"¢'" , (5)
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T3 =21648"§1
1" = 216487 6
M =216484%" .

11 s’agira donc d’éliminer, entre ces seize équations, les douze quantités
Y, W, ey, (@,
¥.oW, (en, (@),
oy \ we,  (p=”), (='w") .

En tirant d’abord les valeurs des six derniéres des équations (1)
et (2), pour les substituer dans les équations (3) et (4), celles-ci
deviennent

' 3 3 3

(PP)—TV=3(y/ Tty Ty 5757
3 3 3
()~ =3y Tty By TH, | ()

3 3 3
(") —T1"=3(y T4V T)y/ Ty 5

i

.3 .
T'—& =3 /54y Ty a¥ ,

3 3 3 .
Ti—3=3(/34y T y5¥, ( . (8

, 3 ‘
T'—3"=3({/Z+v/ ¥7)y/ 55 .
Les équations (8) peuvent, ensuite, étre mises sous cette forme

A+T'=(y/3+VT) ,
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A+1/=(y/ady T, -

AT =(y Sy T

puis sous celle-ci
VEFD=y T+ 1
V EFT=y sty 57,

3 3 3
VayTr=y/ a4/ 257 ;

ce qui donne
3 3
8/:(\/A+T'__\/Z)3 ’

3_—_ 3 _ ;
"=(y/ axTi—/5)}, (9)

s 3
8”/=(‘/A+T/”— v/ A)3-
En subtituant ces valeurs dans les équations (7), on en tire
7
'=(pp’)

3 3 3 3 3 3 3 3
—3{(VA+TV -\ 8)4(Va+T/—v/ A) ) (VAT =\ A)(V ATV =\3),

'=(pp")
3 s 3 3 s 33 3 ¢ 10)
=3{(VA+T"—y 8)+ (Va4 T =V 8) | (V A+ T~/ 8)(V A+ L'~V 2)
H///:(PP ///) -

3 3 3 3 3 3 3 3
=3{ (VAFT—V &) +(y A+ T'—V2) } (VAF T—y 8) (VA Ti—\/3),
Tom., XVIII, 29
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Ces dernitres valeurs et les valeurs (9), substituées dans les équa-
tions (5) et (6), donnent finalement

P=6y 5FT—y BN 55T —y 3Ny 55T—y &) »

, , | , ;
(PP =3(y/ 5FT— BNy ¥ Ti—V B)y FTV TFT7)

y s 8 . 1 3 § ‘
(pp")=3(y a¥T—y/ 3)(V AT —v 2)(V 24TV a4T,; »

3 3 —— | JE S S
Cop")=3(y TFT—V B)(y a7 07— SN 54T+ 5FT7) -

Il est clair présentement que, ce que nous avons dit du parallé-
lipipéde P, nous aurions pu le dire également des parallélipipédes
P/, Pt P17, de sorte que les relations demandées entre les quinze
parties du tétraédre proposé -nnt les dix suivantes :

P LI NS SR
P=6(y 35 T—V 5)(V 55—V D)V FT—\ %)
3 i _ 3 : JUNNES U P
Pr=6(y 51—V 3NV 3 Ti—y 2NV a+T—V'3) » ,
; r 1 3 3
P”:G(VA+11/II—V’A)(\/;A+T—\/A)(\/ A+T—V 8)

: —— 3 e 3,
P'=6(y AFT—v 3NV AFT-V A BFT—V D) /
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T 3 _ 3 33 3
() =3(v AxT—y 2)(V A+T"—V A (v A+T+V A+T) ,

T3 3 3
(77 )=3(y BFT—y &) (V ZFT~V D) (V AFT+V BTT >

3 3 3 __ % 3
(p")=3(v AFT—y DNV A+T—y D)V AFT+V AFT) »
)

(PP = 3(v AFT—y BNV -—C/Z)(C/ ATT+HVATD)

, 3, 3 3 3, 3 3
(pp)=3V A+T—V D)V A+T—V &) (V AFT+V AFT) ,

3

(rp"=3(y ZFT—V DNV THT—V BV AFTHy AFT) ©

Les éguations (1) donnent P, F/, P/, P/, en fonction des cing
quantités A, 7, T/, 77, 77/, 1l est trés-facile d’en déduire dau-
tres qui donuent ', 77, T%, 17/, en fonction des cinq quantités
A, P, P, P, P,

En divisant, en effet, tour & tour, par le quarré de chacune d’elles
le produit des trois autres, il vient

3 3

P'PUPH=6P*(VA+T—VA) ,
3 3

P/PHP=6P*(} AFT—} AP,

3 3
PHPPI=6P"V ATT —VA? ,

(D
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]
PP Pl==CPUr VAT — }”Z )

multipliant respectivement celles-ci par 36P, 36P/, 36P", 36P!!
et , extrayant ensuite la racine quarrée des deux membres des équa-
tions résultantes, on aura

3 3 3
Vierrepin—=6P(VAFT—VA)

3 3 3
VicprEipn =6P'(VATT—VA),

(1)

n'

3 3 3
V3epppipn=6P"(V AFT~V A),

-3

3 3
Ve P 6P (V AT T~V &) ,

d’olr, en transposant,

3 3 s
6F VAT =6PV A+ V3PP FPiDw ,
3 3 s
6P’V A+T—=6P'V A-+-V36PPP/PWm ,
(12)
3 .3 3
6PV AT =6P"VA+V3oppFripm ,
s 3 s
6PV AxT7=6P"V A+ V36PP PP ;

d'oli encore en cubant, réduisant et divisant respectivement par

18P, 18P/, 18P/, 18P
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3 3
12P* =2 P/PV PV VS AT P pr D=6 P VIS A PP D7 ,

3
12P"T'=2P/'P/"P V35 A P-P-Pripina +6P/;/36A2PP’P”P’/’ ,
(1)

3 3
:2P”2T"=2P”’PP’+ V36AP3P’3P”2P/”‘+6P//{/56A~'PP’P”P’” R

3 3
13P" " =2 PP' P'+ V36 AP PP D +6 P V35 A= PP P BT ;

équations qui donneront les valeurs de 7', 77, Tv , T,
Au moyen des équations (r1) et (12), les équations (II) devien-
nent facilement

3
2P”P”’(pp’)::PP"(P//+P//’) +2;’6AP’P/2P”3P”/= ) \

3
s PPl pp'!)y = PP/ (P A4-P)y - 2 VEA D PrDD7 )

3
QP/P//(}J'/’?/”):PP///(P,+P/’)+2PGAP)P"IP/“P’”’ .
o (1Y)

3
&PP’<[7//]7///) —__—p//p///<P+P/) -+ 2( V6 ADP-Prpi-pins ,

3
2PP”(/D’”,U’) — P///P/(P . P”)..{..g VG APpPuapispis

3
2 PP/ plpity== P'PUN P APy s FEAT DT 5/

équations déliveées de T, 57, T, T/,
En prenant la racine cubique de 36 fois le produit des équa-
tions (1) on obiient
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3 3 3 3_. 3 3 3 3 A X
36(VaFT—Va)(Vag T~V T)(V agTr—V 3)(V at T —V )=V 35ePPpn » (V)

En égalant entre eux les seconds membres des équations (11), on
obtient la triple équation

3 3 3 3 3 3 3
P(VATT -V R)=P/(V 37T~V &)= PV AFT—V &)= P"(VETT7—V'Z). (V)

On tire enfin facilement des équations (IV) la triple équation

PP/ p”P”’)+P’/ y ¢ /’/”/)= PP( plph+ P p/( FP//) =P P”’(p'p"H'P’ P”(pp"’) " (V[I)

Toutes ces diverses relations , en y supposant A nul, deviennent
celles du théoréme 7 ( pag. 121 ) ainsi que cela doit éire.

Dans tout ce qui précéde, nous avons jformellement supposé que
le triangle ou le téiraddre intérieur étaient tournés dans le méme sens
que le triangle ou le tétradédre & partager; et cest qu’en eflet,
lorsqu’ils sont tournés en sens inverse , les formules sont fort com-
pliquées et peu maniables. Bornons-nans donc & une indication som~
maire de ce qui arrive dans ce cas.

I. Pour le triangle, les sept parties sont =

1.* Le triangle intérieur A ;

b

2.° Trois autres triangles 7, 17, T ;

3.° Enfin trois pentagones ou troncs de parallélogrammes P, P",
P" , respectivement opposés.

Par des considérations analogues 3 celles que nousavons employées
ci-dessus, on trouve, entre ces sept parties, trois équations de la forme

A+-P=2(y TFTFF~y Ty TFTFP—Y T) -

-
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1I. Pour le tétraddre, les quinze parties sont:

1.®* Le tétracdre intérieur A

2.® Quatre autres tétraedres 7', 77, 1, TV,

3.° Quatre troncs de parallélipipédes, respectivement opposés P,
P/, P, P, A chacun desquels il manque le tétradédre A, pour
étre un parallélipipéde complet ; *

4.° Enfin six tétraédres doublement tronqués, A chacun desquels
il manque, pour &tre un tétraédre complet, deux des quatre té-
traédres T, 77, 7, T/, et qu’en conséquence nous représenterons
pac (i) 5 (227, (@), (/) , (), (¢'2'') , suivant les deux té-
traédres qui leur mangueront.

Par des considérations analogues & celles que nous avons employées
ci-dessus, on trouve, enire ces quinze parties, d’abord quatre équa- .
tions de la forme .

K

3 3 3 s 3
AYP=6{VTiriay-V Ty FTxT ey~ VTV TT7 (e -V T},

puis qustre groupes d’équalions de la forme

3 -

3 3 3 S 3
P—{-(l’”t”’):.?.{ Vg T//,,}.(t.‘t/r)——V';ﬁ} { Ve T/Il__{,(tlg///)-——Vi"-;} (FIxTig@vy + VTF1g (0o }

3 ] b} 3 3 3
P4 () =3 Ve oy =V Vi @ey—F 7 { P Tty +- VT4 174(00) }

3 < 3 3 3 3
P+(t/l'//) e 3{ VT TI(tl(/[/)-—-PW} { Varmapn 7 (onpny— ,VT///}{ VI P4 )+ V17T + (e //)} ;

mais il est clair que ces douze derniéres doiventﬂétre rédactibles &
six seulement (*).

(*) Au moment ol ceci s'imprimait , nous avons recu de M. Noél, profes«
seur 2 Luxembourg, une solution qui rentre exactement dans celle-la.

J. D. G,



