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202 QUESTIONS
Et de là encore,
Si 

. 

un plan se. meut dans ~l’es~aee , de rranz’ère que ses intersec«~
~ 

lions avec trois szirfaces de révolzitioiz cetpcalc~s du second ordre ,
crppartiennnr~t à trois cônes égaux de r~vnlr~ttvn , aL~~r~~lt leur~ foy~er
po.,-.,,r sorrrnlpt COM7nZ.In , ce plan eu~cld~nh~~ra ut.,e sur~f~ce con.,*îue du
second ordre.

12. Nous croyons devoir déclarer, en terminant) qu’i 1 est fort

loin de notre pensée de prétendre nous attribuer la propriété ex-
clusive des divers théorèmes que nous venons de démontrer ~ et

dont il nous eût été facile d’étendre indéfiniment la liste. Nous ne

doutons pas que quelques-uns d’entre eux ne soient déjà connus,
et il se pourrait même que tous eussent déjà été découverts par
d’autres que par nous. Tout ce que nous pouvons afRrmer avec cer-

titude , c’est qu’en rédigeant l’article qu’on vient de lire , nous ne

nous sommes uniquement aidés que du contenu de la lettre de JM.
Poncelet déjà citée. C’est sans doute un devoir , lorsqu’on s’aide du
travail d’autrui, de citer soigneusement les sources où l’on a puisé,
mais on serait évidemment découragé de toutes recherches si, après
être parvenu , par ses propres rnéditations , à quelque résultat que
l’on croit nouveau, on était tenu, avant de rien mettre au jour,
de lire tout ce qui aurait pu être écrit sur le même sujet.

QUESTIONS RÉSOLUES.
Solution des deux premiers problèmes de géo-

métrie proposés à la pag. I24 du présent
volume ;

Par M. VALLÈS , élève ingénieur des ponts et chaussées.

~liOB.L.~’N~’.L 1. Dans l’intérieur a~’un triangle, on en a cons-
truit un autre, à vvlonté , dont les côtés sont respectivement pa-
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rallèles aux siens , J et qui est toti-né dans le même sens. Les cô-

tés du triangle intérieur , prolor~a és j*usqu~*au périmétre de l’autre ,
partab~ent celui-ci en sept parties. Quelles sont les relations diver~.
ses qui existent entre ces parties ?

Solution. Les sept parties du triangle divisé sont :
1.0 Le triangle intérieur que nous désignerons par A ;
~.° Trois parqIIl~logran1rnes que nous désignerons par P, P~, &#x3E; JP~;
3.° Enfin, trois trapèzes respectiveinent opposés, que nous dé-

signerons par T, 7/, 7"//.

Par celui des trois sommets de A qui lui est commun avec P,
concevons une parallèle au côté opposé ; cette droite divisera res-

pectivement les deux trapèzes 1’/ et TII, en deux parallt~log rain-
mes pl et p’I, et en deux triangles ~/1 et respectivement op-
posés ; de soite que l’ori aura

mais alors les six parties

se trouvant dans le cas du /~w~/7~ II ( page 1 14 ) , on aura,

coauue alors,

et il s’agira d’éliiiiiiier p~ , p~~ , ~~ , ~// entre les cinq équations (1)
et ( 2) .
En menant dans les trois dernières les valeurs d~ ~~ et d~~ tirées

des deux premières, il vient
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Des équations (4) on tire facilement

et de là

substituant dans l’équation (4) et extrayant la racine quarrée des
deux membres , on aura finalement 

.

Mais, comme nous aurions pu raisonner sur Pl ou PII, comme
nous avons raisonné sur P, y il s’ensuit que les relations demandées
entre les sept parties du triangle sont les trois suivantes :

J

Ces équations donnent les valeurs de P, P~, P~~ , lorsque les au-

tres parties sont connues. 
’

. Il est facile d‘en déduire d’autres qui donnent les valeurs de ~’,
.T 1l T" , en fonction de P, Pl , P~~ et L1. En divisant, en effet, par
chacune d’elles le produit des deux autres , il vient, en chassant les
dénominateurs ,
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mulupimnt respectivement celle-ci par 2P , 2?~ 3 ~~ et extrayant
la racine quarrée des deux membres des équations résultantes , un

. aura
1

d’~û , en transposant

puis , en quarrant de nouveau, réduisant et divisant respectivement
par 2P . 2P’, 2~ ,

équations qui donneront T, T~, ~’", ~orsque tout le reste sera connu.
En prenant la racine quarrée du double du produit des équations

(1)~ on obtient ..

En égalant entre eux les seconds membres des équations (5) , on
obtient cette double équation
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On obtient ei~~n ~ en égalant entre elles les valeurs des radicaux ,
dans les équations (Il) , ,

équations délivrées de A.
Si , dans ces divers résultats, on suppose A~=o , t on retombe sur

les relations obtenues théorè,7ie III (pag. 114 COll1me cela doit

être.

PROBLÈME II. Dans l’intérieur d’un t~tra~dre, on en a cons-
truit un autre dont les faces sont respectivement parallèles aux
siennes , et qui est tourné dans le même sens que lr~i. Les f c:ces
du t~tra~~dre intérléur , proion~é~es~u.s~r~’â la sur~r~ce de l’autre, par-
tagent celui-ci en quinze parties. Quelles sont les relations diver_
ses qui existent entre ces parties ? 

.

~O~utlOll. Les quinze parties du tétraèdre divisé sont :

i.° Le tétraèdre intérieur que nous représenterons par A;
2.° Quatre parallélipipèdes, que nous représenterons par I’, P~ ~

jp// z?///.¡ ~ ~ ~ ,’ 

3.le Quatre troncs de tétraèdres , à -bases parallèles , respective-
ment opposés, que nous représenterons par T, T~, TII, 9 2"~;

4.. En~n , six troncs de parallélipipède ? que nous représenterons
respectivement par (/~) , (pp//) ~ (/y~) , /?~~) , ~P ~’ ~ ~ ~.I~~’ ~ ~
suivant les parallélipipèdes entre lesqnels ils se trouveront situés.

Par celui des quatre sommets du tétraèdre A qui lui est com-
mun avec le parallélipipède P, concevons un plan parallèle là ce-

lui de la face opposée; ce plan divisera respectivement y savoir :

1.0 Les troncs de parallélipipèdes (pp/) , (pp~l~ , ( pplf:) en trois

parallélipipèdes IT ~ I~’’ , rI"’ , et en trois troncs de prismes quadran-
gulaires, ayant une arête latérale nulle, que nous désignerons par
(/~) , (~~~) , (~~~) ; ,
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~. 0 Les trois troncs de tétraèdres ~’r, t TII, TIII , J en trois tétraè-

dres 81 , ~r~ , ~Jn , et en trois troncs de pnsmes quadrangulaires ayant
une arête latérale nulle, que nous représenterons par , 1 (Gr"! ’liT/),
(~y~~). .
En conséqtlence . nous aurons

Mais alors les quatorze corps

se trouvant. dans le cas du /~~r~7~? ~ ( pag. 1.21 ) , on aura, comme
alors,
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Il s’agira donc dtéliminer, entre ces seize équations, les douze quantités

’ 

En tirant d’abord les valeurs des six dernières des équations (i)
et (2), pour les substituer dans les équations (3) et (4), celles-ci

deviennent

Les équations (8) peuvent , ensuite, être mises sous cette forme
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puis sous celle-ci

ce qui donne

En subthuant ces valeurs dans les équations - (7), on en tire
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Ces dernières valeurs et les valeurs (3), substituées dans les équa-,
lions (5) et (6), donnent finalement

Il est clair présentement que , ce que nous avons dit du parallé-
lipipède P , nous aurions pu le dire également des parallélipipèdes
W , .~~r , pm , de sorte que les relations demandées entre les quinze .

parties du tétraèdre proposé ::0nt les dix suivantes : 
_



2IIRESOLUES

Les ecuations (i) donnent jP~~~~~~~~en fonction des cinq
quantités A, i , ~~~ , TII, 2~. Il est très-facile d’en déduire d’au-

tres qui donnent ?B TI, 7’,’/, TIll, en fonction des cinq quantités
A, F, P~ f ~%~ ? P~. .

En divisant, en effet. , tour à tour r par le quarré de chacune d’elles
le produit des trois autres, il vient
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multipliant respectivement celles-ci par 36P, 36P’, 3~Prj, 3~~°rrr ? .

et , extrayant ensuite la racine quarrée des deux membres des équa-
tions résultantes, on aura

~’0~1, en transposant ,

d’où encore en cubant, réduisant et divisant respectivement par
t8P, t8P~ t8P~, t i ~~~ll
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équations qui donneront les valeurs de T, ?~ y ~’~~ ~ 1
. Au moyen des équations (ïi)et (12) ? les équations (II) devien-
llent facilement

équations délivrées de F, ?B ?~, T~.
En prenant la racine cubique de 36 fois le produit des équa-

tions (’) on obtient
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En égalant entre eux les seconds membres des équations (11) ~ on
obtient la triple équation

On tire enfin facilement des équations (IV) la triple équation

Toutes ces diverses relations , en y supposant A nul, deviennent
celles du théorème V ( pag. 121 ) ainsi que cela doit être.

Dans tout ce qui précède, nous avons j~orrne~’~’em~n~ supposé que
le triangle ou le tétraèdre intérieur étaient tournés dans le r~~m~ ser~~
que le triangle out le tétraèdre à partager ; et c’est qu’en effet ,
lorsqu’ils sont tournés en sens inverse , les formules sont fort com-

pliquées et peu maniables. Bornons-nous donc à une indication soin-
maire de ce qui arrive dans ce cas.

I. Pour le triangle les sept parties sont :- 
’

1.. Le triangle intérieur A ;
.2,0 Trois autres triangles T, fi~ , 7~ ;
3.0 Enfin trois pentagones ou troncs de parallélogrammes P, Pr,

,P" , respectivement opposés.
Par des considérations analogues à celles que nous avons employées

ci-dessus, on trouve, entre ces sept parties, trois équations de la forme
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II. Pour le tétraèdre, les quinze parties sont :
1.* Le tétraèdre intérieur A ;
.3.* Quatre autres tétraèdres r, 7"~ 7"/, T~11;
3.° Quatre troncs de parallélipipèdes t respectivement opposés P~

jo/ ~ P/1 ; jp///~ ~ chacun desquels il manque le tétraèdre A, pour
être un parallélipipède complet ; 

.

4. G Enfin sis tétraèdres doublement tronqués, à chacun desquels
il manque, pour être un tétraèdre compter s deux des quatre té-

traèdres T, 2~, .~ n , ~~ et qu’en conséquence nous représenterons
par ~~~’~ ~ ~) , (~), (1//I/// ) , (/~~) , ~~1~ y ~ suivant les deux té-
tjraèdres qui leur manqueront.

Par des considérations analogues à celles que nous avons employées
ci-dessus, on trouve, entre ces quinze parties d"abord quatre équa- .

tions de la forme ,

puis quatre groupes d’équations de la forme

mais il est clair que ces douze dernières doivent être réductibles à
six seulement (~. 

’

* 
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.. 
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.. 

- - -- - .-. 

-.,.. 
- ..

’ 

(ie) Au moment où ceci s’Imprimait ~ nous avons reçu de 1~1, Noël, profes.
seul’ à Luxembourg , une solution qui rentre exactement dans celle-là.

J. D. G.


