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CONIQUES CONFOCALES. af

IS, 2P ARSI R

GIOMETRIE PURE.

Théorémes sur les sections coniques confocales ;
Par M. CrasrEs , ancien éleve de I'Ecole polytechnique.
ATV VIIVVIWARA
Au RepacrrEur des Annales,

MONSIEUR,

CE v'est sculcrient quhier au soir que votre numéro de jan-

vier w’est parvenu. J'ai parcouru le méwoire de M. Bobillier avec

Tom. XVill. . 38
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d’autant plas d’empressement que , comwe jai en I'honneur de
vous le dire & mon passage & Montpellier , je m’étais aussi occupé,
et il y a méme fort long-temps, de la transformation des surfaces
en d’autres surfaces, au moyen d’une surface auxiliaire du second
ordre , c’est-a-dire , des surfaces polaires , comme les a appeldes
M. Poncelet, dans son ouvrage si remarquable sur les propriétés
projectives des figures. J'avais été conduit A ces recherches en m’oc-
cupant d'un travail bien étranger aux surfaces du second ordre. Je
me suis souveut servi de la transformation polaire ; mais c’est sur-
tout pour la transformation des relations métriques que je l'ai trou-
vée utile; car , dans beaucoup d’autres questions, telles par exem-
ple que celle de la transformation des surfaces qui ont la méme
intersection en surfaces inscrites’d une méme développable, il est
une infinité d’antres maniéres de parvenir au but. Mais je dois
dire que l'examen spécial du cas ou I'on prend une sphére pour
surface auxiliaire avait été étranger & mes recherches, et ne m’a
été inspiré que par la lecture de l'analyse du mémoire présenté a
Plustitat par M. Poncelet en 1824 ( Annales , tom. XVII, pag. 265 )«
C’est cette lecture qui m’a fait reprendre des recherches géomé-
trigues interrompues depais bien des années. Yai pensé que M. Pon-
cciet avait di employer une sphére pour surface auxiliaire ; et, en
eilet, ce moyen qui s’est présenté aussi & la pensée de M. Bobil-
lier m’a conduit & un grand nombre de résultats curieus. Je me
hite de consigner ici ceux de ces résultats qui sont relatifs 3 la

diam{traux paralléles seront les conjugués; 4.° si 'on change la direction
commune de ces plans diamétraux paraliéles , la courbe a double courbure
décrira une surface du troisieme degré; 5.° enfin, cette surface sera le lien
des centres de toutes les surfaces initiales.

Il. Tant de surfaces du second ordre qu’on voudra étant inscrites & un
méme corps octotdre , 1.0 leurs centres sont situés sar une méme droite ;
2.2 leurs plans diamétraux conjugués & des diamétres paralléles touchent tous

une seule et méme surface de troisiéme classc,
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géométrie plane et 3 I'égard desquels M. Bobillier ne s’est pas ren-
contré avec moi. J'en omettrai la démonstration , toujours facile &
éablir au moyen de la théorie des polaires réciproques , et jap-
pelerat cercle directeur le cercle par rapport auquel on prend les
poles et polaires des droites et des points donnés,

1. Je dois commencer par énoncer un principe dontil nese trouve
aucun indice ni dans la lettre citée de M. Poncelet, ni dans le mé-
moire de M. Bobillier, et qui cependant est d’une application indis~
pensable dans les recherches dont il est question ici, c’est le snivant :

Le centre de la polaire réciprogue % d'une surface S du second or—
dre, relative & une surface directrice D, n'est autre que le pole
relaiif @ D du plan polaire du centre de D, pris par rapport d
S, considérée comme surface directrice.

2. Voici un auatre principe qui n’est gucre moins utile que ce-
lui qui précede:

Siz points en incolution sur une droite ont, pour plans polaires
récinroques , six plans se coupant suivant une méme droite et cou-
pant une transversale rectiligne quelconque en six points qui sont
eux-mémes en involution (*).

Il en est de méme pour quatre points en proportion harmonique.

3. Quelques lignes de calcul font voir que,

87 trois surfaces du second ordre ont les mémes courbes d'in-
tersection , elles couperont toute transversale rectiligne en six points
qur seront en involution ;

Douc , s trois surfaces du second ordre sont inscrites & une
méme surface développable de cet ordre, et que, par une droite
prise arbitrairement , on leur méne trois couples de plans tangens |
ces plans couperont toute transversale rectiligne en siz points qui

seront en involution.

(*) Voy., pour la définition des involutions , la pag. 181 du XVIL¢ volume
du présent recueil.
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4. Je passe, Monsieur , & l'objet principal de ceite lettre , qui
est de faire une application spéciale de la théorie des polaires ré-
ciproques aux propriétés des coniques confocales.

Une des plus caractéristiques de ces propriétés , c’est gue les deux
rayons vecteurs d’un méme poiut font des angles égaux avec la tan-
gente en ce point; ce qui revient encore & dire que les rayons vec-
teurs , mends d’un méme foyer aux points de contact de deux tan-—
gentes paralleles , font des angles respectivement égaux avec ces tan-
geates, C'est cette propriété qui va nous faire découvrir la nature
de la polaire réciproque d’an cercle relative & un antre cercle,

La courbe polaire P d’un cercle C, relative & un cercle direc-
teur D, aura son centre (1) sur la droite- qui joint les centres des
deux cercles C et D et cette droite sera un diamétre principal de
P, puisque tout est égal de part et d’autre.

Deux tangentes au Ttercle C ont pour pdles deux points de sa
polaire P, et les tangentes & cette courbe en ces points ont pour
poles les deux points de contact sur C. La corde qui joint ces deux
points a pour pdéle l'intersection des deux tangentes & P, Les trois
rayons menés du centre de D, aux déux points de contact sur P
et au point de concours des tangentes en ces points sont perpea—
diculaires sur les deux tangentes & C et sur la corde de contact;
or, cette corde fait des angles ¢gaux avec les deux tangentes ; le
troisicme rayon fait donc aussi des angles égaux avec les deux au-
tres. La polaire réciproque P d’ua cercle C jouit donc de cette pro_
pridté que, si, par le centre du cercle directeur I}, on méne des
rayons vecteurs & deux de ses points , et un troisitme au point
de concours des tangentes en ces deux points, ce dernier fera des
augles égaux avec les deux autres. Dounc, st les deux tangentes
sont paraileles, le troisieme rayon leur sera paralléle, et fera des
angles dganx avec les rayous mends anx points de coutact; douc,
st deox tangentes & la polaire P de C sout paralleles , les rayons
meuds do centre du cercle directenr D aux points de contact fe-
ront des angles ¢gaux avec les deux tangentes ; or, c'est 1a la pro-
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priété caractéristique d’ume conique ; donc enfin /a2 polaire réci-
progue dun cercle, par rapport & un auire cercle , est une coni-
que gui a pour foyer le centre du cercle dirccteur.

5. Toutes les fois que le centre du cercle directenr D sera ex-
térieur au cercle C, oun pourra par ce centre lui mener deux tan-
gentes dont les poles , situés a linfini, scront des points de la
polaire réciproque D, qui sera ainsi une hyperbole.

Si le centre du cercle directenr D est sur la circonférence du cer-
cle C, le ceatre de la polaire P sera (1) situé a l'infini; cette po-
laire sera donc une parabole.

Si donc le centre de D est intérieur & C, la poluire P scra vne
ellipse ; car elle n'aura aucun point a linfini

Venons présentement aux applicatiouns.

6. Le sommet d’'un angle constant et mobile, dont les cétés pas-
sent constamment par deux points fixes, déerit un arc de cercle ;

Douc, si un angle de grandeur invariable tourne autour de son
sommet dans le plan de devx droites fives, la droite qui joindra
les points d'interszction respectifs de ses cdtés avec ces deux droi-
tes enveloppera une conique qui aura pour joyer le sommel _fixe de
Langle mobile. '

7. Les norwales & un cercle concourent toutes en un méme point ;

Donc, /la tungente a uvne conique et la droite menée par le foyer,
perpendiculairement auw royon secteur qui passe par le point de con-
tact , concourent en un point dont le licu est une ligne droise.

Cu reconnait ici la directrice de la courbe ; de sorte que la di-
rectrice de la polaire réeiproque P d’un cercle C , relative au cer-
cle directeur D, est la polaire du centre C, du moins en prenant
pour foyer le centre de D.

8. Deux cercles n’ont que deux intersections , extrémités d’une
corde commune, perpendiculaire & la droite qui joiut leurs centres ;

Bone , deux conigues gui ont un joyer commun ne saurarent avorr
que deux tangenies communes réelles. Les droites menées du foyer

commun au point de concours des deux tangentes et au point de
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corzours des deux direcirices sont perpendiculaires Pune & lautre.

9. Tous les cercles tangens & la fois & deux cercles donnés ont
lenrs centres sur deux coniques ;

Donc , guand deux conigues ont un foyer commun , les direc-
Irices de toules les coniques tangentes & ces deux-la, et de méme
Joyer qi’elles , enveloppent deux autres conigues.

Ou transporte facilement, aux coniques qui ont un foyer commun
toutes les propriéiés des cercles qui se touchent, la description d’un
cercle qui en touche 2 la fois trois autres douués , etc. , etc.

1o Si plusicars cercles ont une corde commune , leurs centres se~
ront en ligune droite; et , si on leur circonscrit des angles ayant leurs
sommets an méme point, les cordes de contact concourront en un
aulre poiut; ’ »

Douoc , st plusieurs coniques de méme jfoyer sont inscrites & un
méme angle , leurs direcirices relatives & ce foyer concourront en
un méme point ; et si on les coupe toutes par une transversale rec-
tiligne , les poles de ceite transversale , relatifs & ces coniques, se-
ront en ligne droite ; don il suit que les centres des coniques se-
ront aussi en ligne droite.

11. 8i Pon meéne A deux cercles quatre tangentes paralléles , les
droiles qui joindront les points de contact sur I'nu anx points de
contact sur l'autre passeront par leurs deux centres de similitude ; N

Done, deux coniques ayant un foyer commun , si on leur méne
guatre langentes par leurs points dintersection avec un méme
rayon vecteur mobile , les tangenies & la premiére rencontreront
les tangentes o lo seconde en des points dont le liew géométrigue
sera le systéme de devx droites.

Cette proposition n'est qu’'un cas particulier d’une belle propriété du
systtme de deux coniques qu’on peut démontrer directement.

12. Lorsque deux cercles ne se coupent pas, il existe, sur ia
droite qui joint leurs centres, deus points qui jouissent de ces deux
propriétés remarquables, savoir : 1.° qu’une méme droite est i la
fois polaire de ces deux points par rapport aux deux cercles; 2.° que ,
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si I'on méne une langente commune aux deux cercles, les droites
mendes de 'un ou de l'autre de ces deux points aux deux points

de contact seront perpendiculaires l'une a lautre.
En faisant la transformation polaire de maniére que 'un des deux

points dont il s’agit soit le centre du cercle directeur, on obtien-

dra ce théoréme connu :

Deux conigues de méme foyer se coupent erthogonalement.

13. Les droites qui divisent les angles d’un triangle en deux par-
ties égales concourent toutes lrois en un méme point, centre da
cercle inscrit ;

Donc , un triangle étant arbitrairement inscrit & une conigue, et
des rayons vecleurs élant menés du foyer & ses trois sommets , les
drottes qui divisent , en deux parties égales, les angles des rayons
pecteurs rencontrent respectivement ces 1rois mémes célés en trois
points qui appartiendront & la directrice.

VYoild donc un moyen trés-simple de construire la directrice d’une
conique, lorsqu’on connait son foyer et trois points de son périmétre,

14. La comparaison des triangles, dansla figure que nécessite cette
construction , prouve d'ailleurs que les perpendiculaires abaissées des
poiuts de la courbe sur la directrice sont proportionnelles aux rayons
vecteurs de ces points ;

Donc , les distances des points d'une conique & sa directrice
sont proportionnelles aux distances des mémes points & son foyer.

15. Lorsque la conique a deux foyers, elle a aussi deux direc-
trices , et les distances des points de la courbe & la seconde direc—~
trice doivent étre encore dans le méme rapport avec les distances
des mémes points au deuxiéme foyer , puisque tout est symétrique
de part et d’autre du centre ; donc la somme ou la différence des
rayons vecteurs menés d’un méme point de la courbe aux deux
foyers doit étre égale & la distance entre les deux directrices mul-

tiplides par une constante ;
Donc , dans une conique & deux foyers, la somme ou la diffé-
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rence des rayons vecteurs des divers poinis de la courbe doit éire
une quantilé conslante.

16. Les perpendiculaires ¢levées sur les milienx des trois cotés
d’un triangle concourent en un méme point , centre du cercle
circonscrit;

Donc, pour inscrire & un iriangle une conique qui ait un foyer
en un point donné sur son plan, or menera de ce point unrayon
vecteur a l'un des sommets du triangle. On consiruira une quatriéme
harmonique @& ce rayon vecteur el aux deux cdiés qui comprennent
ce sommet , laquelle sera coupée par la perpendiculaire menée au
rayon vecteur , par le jfoyer , en un point de la directrice ; on
pourra, par de semblables constructions , construire deux auires
points de ceite directrice , et dés lors le probléme pourra étre
réputé résolu.

17. Les centres de quatre cercles qui touchent respectivement trois
& trois les ¢tés d'un guadrilatere sont sur une méme eirconférence ;

Douc, si guatre coniques du méme foyer sont telles que chacune
d'elles passe par irois des quatre sommets d'un méme quadrilatére,
leurs gquatre directrices touckeront une cinquiéme conique de méme
Joyer que les quatre autres.

18. Les tangentes mendes & plusieurs cercles concentriques, d’un
méme point de leur plan, ontleurs points de contact sur un méme
cercle passant par le centre commun des autres et par le point
dont 1l s’agit;

Lonc, sil'on coupe, par une transversale quelconque , tant de
coniques qu'on voudra de méme foyer et de méme direcirice , et
gu'on méne des tangentes & ces courbes , par les points ou elles
coupent cetle iransversale , toules ces langenies envez’opperont une
nouvelle conique , de méme foyer que les premiéres , touchant a
la fois la transcersale et la directrice commune.

Etc., etc., etc.

Nice , le 18 janvier 1828.



