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269CONIQUES CO~FOCALES.
intersection de deux surfaces du

second ordre ; 3.0 les polaires
conjuguées de cette droite coupe-
ront individuiellemer)t cette courbe

à double courbure en deux points;
Ir,~ si cette droice décrit un plan,
la courbe a double courbure dé-

crira dans l’espace une surface du
’ 

troisième degré ; 5.~ enfin, les

pôles de ce plan seront tous si-
tues sur cette dernière surface (*).

surfaces du second ordre ; 3 "’es

polaires conjuguées de cette c~rclxe
seront telles qc~e, par chacune d v’t-

les, on pourra conduire deux plans
tangens à cette surface dévelop-
pable ; 4.° si cette droite tourne

autour de Fun de ses points y la

surface développable enveloppera
une surface de troisième classe ;
5.° enfin, les plans polaires de

ce point seront tons tangens à

cette dernière surface (* .

GÉOMÉTRIE PURE.

Théorèmes sur les sections coniques confocales ;
Par M. CHASLES , ancien élevé de FEcoIe polytechnique.

Au REDACTEUR des Annales.

MONSIEUR,

CE n’est seulement qu’hier au soir que votre numéro de jan-
vier t-n est parvenu. J’ai parcouru le mémoire de M. BohIUier avec

(*) Si l’on suppose , dans ces corollaires que soit le point, soit in droite,
soit le point passe à l’Infini, on en déduira les propositions suivantes :

1. Tant de surfaces du second ordre qu’on voudra étant circonscrites à

un même corps octogone, 1.0 leurs plans diamétraux conjugues à des d~a"

n~ét~~es ~7arai~~les concourront en un 111 ~~ ln e point ; 2.0 si l’on fait varier ia

direction commune des diamètres parallèles, t de telle sorte qu’ils décrivent
un système de plans diamétraux parallèles , ce point décrira une courbe a

double courbure , intersection de deux surfaces du second ordre ; 3.° cette

courbe sera rencontrée en deus: points par tous les diamètres dont t ces plans
7~2. o ~~: ~’~~‘l.. . 38
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d’autant plus d’empressement que , comme j’ai eu l’honneur de
vous le dire à mon passage à Montpellier , je m’étais aussi occupé,
et il y a même fort long-temps, de la transformation des surfaces

en d’autres surfaces y au moyen d’une surface auxiliaire du second

ordre , c’est-à-dire ~ des surfaces polaires, comme les a appelées ,

M. Poncelet, dans son ouvrage si remarquable sur les propriétés
projectives des figures. J’avais été conduit à ces recherches en m’oc-

cupant d’un travail bien étranger aux surfaces du second ordre. Je
_ 

me suis souvent servi de la transformation polaire ; mais c’est sur-
tout pour la transformation des relations métriques que je l’ai trou-

vée utile ; car , dans beaucoup d’autres questions telles par exein-

ple que celle de la transformation des surfaces qui ont la même

intersection en surfaces inscrites ’à une même développable, il est

une infinité d’autres manières de parvenir au but. Mais je dois
dire que l’examen spécial du cas où l’on prend une sphère polir
surface auxiliaire avait été étranger à mes recherches, et ne m’a

été inspiré que par la lecture de l’analyse du mémoire présenté à
l’Institut par M. Poncelet en r 824 ( ~nr~ales , tom. XVII ~ pag. 265 ).
C’est cette lecture qui m’a fait reprendre des recherches géomé-
triques interrompues depuis bien des années. J’ai pensé que M. Pon-
cc ~r t avait du ernptoyer une sphère pour surface auxiliaire ; et , en
effet f ce moyen qui s’est présenté aussi à la pensée de 1I. Bobil-

lier m’a conduit à un grand nombre de résultats curieux. Je me

hâte de consigner ici ceux de ces résultats qui sont relatifs à la

diam~trau~ parallèles seront les conjugues; 4.0 si l’on change la direction
commune de ces plans diamétraux parallèles , la courbe à double courbure

décrira une surface du troisième degré; 5.° enfin, cette surface sera le lieu
des centres de toutes les surfaces initiales.

Il. Tant de surfaces du second ordre qu’on voudra étant inscrites à un

même corps octoèdre , ï.° leurs centres sont situés sur une même droite ;
2.0 leurs plans diamétraux, conjugués à des diamètres parallèles touchent toua
une seule et même surface de troisième classe.
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géométrie plane et à l’égard desquels ~1. Bobillier ne s’est pas ren-
contre avec moi. J’en omettrai la démonstration , toujours faci!c à

établir au moyen de la théorie des polaires réciproques ~ et j’ap-
pelerai cercle directeur le cercle par rapport auquel on prend les
pôles et polaires des droites et des points donnés

i. Je dois commencer par énoncer un principe dont il ne se trouve
aucun indice ni dans la lettre citée de M. Poncelet, ni dans le mé-
moire de M. Bobillier, et qui cependant est d’une application indis-
pensnhle dans les recherches dont il est question ici , c’est le suivant :

Le c~entre de /,(j polaire réciprorlue ~ d’urre surface S du seco~2d rsr-
dre 1 relative à une sz~r~’ace direcli~ice D , n’est ar~tre que le pôle
relatif à D du plan poluZ’rc du centre de D, pris par rapport à
S , Cor~sidér~e comme surface directrice.

2. Voici un autre principe qui u’est guère moins utile que ce-

lui qui précède :
Six points en irri~olution sur une droite ont , porrr ~~lans polaires

réci,~~ro~ues , six plans se coupant suivant une même droite et cou-
pant une transf,,ersale rectiligne ~uelcvngr~e en six points qui sont
eu,~-p~nérnes era i,,ïvoliiiion (*).

Il en est de même pour quatre points en proportion harmonique.
3. Quelques lignes de calcul font voir que,
Si trois surfaces du second ordre ont les mêmes courbes d’rn-

tersection , elles couperont toute trar~sversale rectiligne en si.,r, points
qui seront en involution ;

DOUC , si trois surfaces du second ordre sont inscrites à une

même surface déveln~npable de cet ordre , et que, par une droite

prise arbitrairernetzt , on leur n.,ène trois couples de plans tan~erzs ~
ces plans couperont toute transversale recti‘lr~nc en six ~oints ~rrz
serorit en Zrtv~Olr~tlo~t.

(*) Voy., pour la définition des involutions , la P~a. 181 du ~~ II.e volume
du présent recueil.
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4. Je passe , l~~o~isiecir , à l’objet, principal de ce-,te lettre , qui

est de faire une application spéciale de la théorie des polaires ré-
ciproques aux propriétés des coniques confocales.

Une des plus caractéristiques de ces propriétés , c’est que les deux

rayons vecteurs d’un même point font des angles égaux avec la tan-
gente en ce point ; ce qui revient encore à dire que les rayons vec-
teurs, menés d’un même foyer aux points de contact de deux tau-
gentes parallèles, font des angles respectivement égaux avec ces tan-
gentes. C’est cette propriété qui va nous faire découvrir la nature

de la polaire réciproque t)B1Il cercle relative à un autre cercle.
La courbe polaire P d’un cercle C , relative à un cercle direc-

teur D, aura son centre (1) sur la droite’ qui joint les centres des

deux cercles C et D ; et cette droite sera un diamètre principal de
P, puisque tout est égal de part et d’autre.

Deux tangentes au cercle C ont pour pôles deux points de sa

polaire P, p et les tangentes à cette courbe en ces points ont pour
pôles les deux points de contact sur C. La corde qui joint ces deux
points a pour pule 1 Intersection des deux tangentes à P. Les trois

rayons menés du centre de D, aux deux points de contact sur P

et au point de concours des tangentes en ces points sont perpen-
diculaires sur les deux tangentes à C et sur la corde de contact ;

or cette corde fait des angles égaux avec les deux tangentes ; le ’

troisième rayon fait donc aussi des angles égaux avec les deux au-

tres. La polaire réciproque P d’un cercle C jouit donc de cette pro_
p~iété qne, si, 9 par le centre du cercle directeur f:~ , on mène des

rayons vecteurs à deux de ses points et un troisième au point
de concours des tangentes en ces deux points, ce dernier fera des

angles égaux avec les deux autres. Donc, si les deux tangentes
sont parallèles, le troisième rayon leur sera parallèle, y et fera des

angles égaux avec les rayons menés aux points de contact; Joue,
si d;e~x tangentes a la polaire P de C sont l)arallèles , les rayons
menés du centre du cercle directeur D aux points de contact fe-

runt des angics égaux avec les deux tangentes ; or c’est là la pro-
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priété caractéristique d’une conique ; donc enfin la ~r.~laire r~,~i-

,proqzie a’~un cercle , par rapport à iiii autre cercle, est une coni-

que qui a po,,,jr _Ioj-er li,- ee;î~re du cercle a’i’t,ccteur.

5. Toutes les fois que le centre du cercle directeur D sera ex-

térieur au cercle C , ou pourra par ce centre lui mener deux tau

gentes dont les pôles, situes à rinf!nl , seront des points de la

polaire réciproque D, qui sera ainsi une hyperbole.
Si le centre du cercle directeur D est sur la circonférence du cer-

cle C , p le centre de la polaire P sera (i) situé à l’in fini; cette po-
laire sera donc une parabole.

Si donc le centre de D est Intérieur à C , la polaire P sera une
ellipse ; car elle n’aura aucun point à l’infini.

Venons présentement aux applications.
6. Le sommet d’un angle constant et mohiîe y dont les côtés pas.

sent constamment par deux points fixes y décrit un arc de cercle
Donc y si a7a ajr~;le de ~randear i‘~z~arialale tourne autour de son

somrnet dans le pr’a~z de der~~ droites ft’-res , la dr(-,i*ie ~ui joW ara
les ~~~’~~~s d*iizters,-&#x3E;clioiz respec.-lifs de sas r,«tcs avec ces -lezix d!-oi-

tes envel~~~~era ur2e co,~ai~r.re ~rrEi ar~ra ~eur~o~~c?r le sotnrt2el~T,~~e de
l’aryle -,-i o b tle.

7. Les iiorti-tales à un cercle concourent tontes en un même point;
Donc, la tan~e~zte à u~~e con~~ll~e et la dr~oi~e -nenée par le f ~~~rer ,

perpe,ridi*cu.f,-i,,*rüi,r-ieiit au ra~,rozz c~c ~°te~~r ~r~i ~crsse par le ~oirz~ de coli-
tact, con,,,:ourent en un ~~oÎfat dont le lieu est r~r~e l~~ ne c~’ro~~e,

Ou reconnaît ici la directrice de la courbe ; de sorte que la di-
rectrice de la polaire réciproque P d’un cercle C , y rotative au cer-

cle directeur D, est la po!aire du centre C, du moins en prenant
pour foyer le centre de D. ‘

8. Deux cercles n’ont que deux Intersections , extrémités d’une

corde co n1 n1 U Il e, ~e~’~e~~ci~cc~laire à la d l’a i te q n i j 0 i [] loti tres ;
Du~~c 9 ~~~T ~/2/~~ y/// orzt 7//2 /~~ ~~//2~/2 //~ ~~~~~//~/2//7~/r

que deux tC~;’l~f’12~r’S C(~t~~2~:Zfll?~’S rt’Pi~P.S, Les droites mre~; ps du ~’ny~er
CO"i"zun a~~ poa’rr~ de conc~ou~~s des deux ~~~~~ c~;~ttes et c~t~ 1~;~~i~i de
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des dei-,x directrices sont perpendiculaires l’une à l’autre.

9. Tous les cercles tangens à la fois à deux cercles donnés ont

leurs centres sur deux coniques ;
Donc , ~narzd deux cc~nz~zzes ont un foyer com,~nun , les dir~cc-

trice.s de toutes les coniques tan~~entPS à ces deux-là , et de même

, f ’u~~cr qu’elles , enveloppent deux autres coniques.
On transporte facileinetit, aux coniques qui ont un foyer commun

toutes les propriétés des cercles qui se touchent, la description d’un
cercle qui en touche à la fois trois autres doucsé5 , etc. , etc.

10 Si plusieurs cercles ont une corde commune leurs centres se- 
‘

ront en ligne droite ; et , si on leur circonscrit des angles ayant leurs
sommets au même point, les corder de contact concourront en un
autre point;
Donc y si plusieurs corzi~ues de r~z~me foyer sont inscrites là un

rnérne arz~ le , leurs directrices relatives ~ ce fr~~yer concourront en
un 17iêi-.,-~e point ; et si on les coupe toutes par une transv.ersale rec-

////~/2~, &#x3E; les pôles de cette transversale, r~elatifs â ces coniques, .se-
ront en ligne droite ; g d’où il suit que les centres des coniques se-
ront aussi en lz~ane droite.

tf. Si l’on mène à deux cercles quatre tangentes parallèles, les
droites qui joindront les points de contact sur l’un aux points de
contact sur l’autre passeront par leurs deux centres de similitude ;

I)onc , deux coniques ayant un foyer commun, si on leur mène
qi-,atre tan~~?cates par leurs points d’intersection avec un même

ra~~on vecteur mol,~ile , les tan~ entc~s à la première rencontreront

les tata~ent~~s ~ la seconde en des points dont le lieu ~éométri~ue
sera le ~~~/~~ ~ deux droites.

Cette proposhion n’est qu’un cas particulier d’une belle propriété du
système de deux coniques qu’on peut démontrer directement.

12. Lorsque deux cercles ne se coupent pas , il existe, sur la

droite qui joint leurs centres , deux points qui jouissent de ces deux
propriétés re 111 a rq ua b l es, savoir : i.1) qu’une ru è fil e droite est à la

fois polaire de ces deux points par rapport aux deux cercles; .2~ que
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i

si l’on mené une tangente commune aux deux cercles , les droites
menées de l’un ou de l’autre de ces deux points aux deux points
de contact seront perpendiculaires l’une à l’autre.

En faisant la transformation polaire de manière que l’un des deux
points dont il s’agit soit le centre du cercle directeur. on obtien-
dra ce théorème connu :

Deux coniques de même foyer se coupent orth(;gonalement.
a 13. Les droites qui divisent les angles d’un triangle en deux par-

ties égales concourent toutes trois en un même puint, centre du

cercle inscrit ;
Donc, y un triangle étant arbitrarr~~r~eni inscrit à une conique, et

des rayons vecteurs dia-tit rnené.r du foyer à ses trcrs sommets , les
droïte.s qui divisent , en deux part: es égales, ~’e.s angles des rayons
nocteurs rencontrent res~ective~nent ces trois mêmes c~le~s en trois

~aoints qui a~partie~adront à la directrice.

Voilà donc un moyen très-simple de construire la directrice d’une
conique, lorsqu’on connaît son foyer et trois points de son périmètre.
1 La comparaison des triangles, dans la figure que nécessite cette

construction , prouve d’ailleurs que les perpendiculaires abaissées des
poiuti de la courbe sur la directrice sont proportionnelles aux rayons
vecteurs de ces points ;

Donc , les dl’st~rnces des points d’une conique à sa de"rectri,-e

sont proportionnelles aux distances des m~nies points à son foyer.
15. Lorsque la conique a deux foyers, elle a aussi deux direc-

trices, et les distances des points de la courbe à la seconde direc-

trice doivent être encore dans le même rapport avec les distances

des mêmes points au deuxième foyer , puisque tout est symétrique
de part et d’autre du centre ; dunc la somme ou la différence des

rayons vecteurs menés d’un même point de la courbe aux deux

foyers doit être égale à la distance entre les deux directrices mul-

tipliées par une constante ;
Donc, dans une conique à deux foyers, la somme ou la dig’c---
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nej~ce des rayons c~ectcurs des divers points de la courbe doit e"ire
une ~idrf;ntitê constante.

16. Les ~acr~ex~dicalaires ~le~Tees sur les niilienx des trois côtés

d’un triangle co~aconr~nt en un mèlne point, centre du cercle

circonscri t ;
Donc, pour inscrire à ~~n triangle une conique quiait un foyer

en un poi.ni df-?nné sur son plan, on menera de ce point un rayon
vecteur à l’un des sorrmets du trian ~le. On construira ~~ne qziatri’ème
~larmonique à ce, rayon vecteur et aux deux côtés qui.comprennerit
ce sov,,nzet , a Iiiquelle, sera coupée par la perpendiculaire menée au
rayon vecteur , par le fo~~er , e~z un point de la directrice ; on

pourra, par de sc,~a~lables constructions , construire deux autres

points d~~ cette directrice, et dès lors le problème pourra être

r~êputê résolu.
17. Les centres de quatre cercles qui toucllent respectivement trois

à trois les côtés d’un quadrilatère S011t sur tiiie même circbiiférence
~Jo~~c , si quatre coniques du même foyer sont telles que chacune

d’elles passe par trois des quatre sommets d’un rnême quadrilatère,
leurs quatre directrices toucheront une cinquième conique de ~nême
,~oyrer que les quatre autres.

18. Les tangentes menées à plusieurs cercles concen~t~°iqr~es , d’11n
nlêlne point de leur plan, ont leurs points de contact sur un même "
cercle passant par le centre conllllun des autres et par le point
dont il s’agit; 

,

Donc, si l’on coupe a par une ti-aîîs~,ersale. quelconque , tant de
coniques qu’on voudra de même foy~cr et de même directrice, et

qu’on mène des tangentes à ces courbes , par les p~int s où elles
coupent celle transversale , toutes ces tangentes envelopperont une
nox~~elle conique, de rnêrne foyer que les pre~~~’ères , touchant à

la fois la transversale et -la directrice commune.

Etc., etc., etc.

Nice , It t8 janvier 1828.


