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SURFACES ALGEBRIQUES DE TOUS LES DEGRES. 1ag

GEOMETRIE ANALYTIQUE.

Recherches sur les surfaces algébriques de tous
les degrés;

Par- M. le docteur PLucker, professeur 3 I'Université de
Bonn,
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§ L

ON sait que neuf points sont nécessaires dans I'espace , pour de-
terminer complétement une surface du second degré, et que, géné~
ralement parlant, on n’en saurait faire passer gqn’une seule par neuf
points donnés: d’ou il suit qu'une infinité de surfaces de ce degré
peuvent passer par les huit mémes points. On ne savrait donc éure
surpris , d’aprés cela, de voir trois surfaces du second degré se
couper en Zuif points,

Mais on sait aussi que drz-neuf poinls sont nécessaires pour dé-
terminer cowplétement une surface du troisiéme degré, et qﬁ’en
général , il n’en saurait passer plus d’une par dix-neuf points don-
nés; et on doit, en conséquence , éprouver quelque surprise en
considérant que trois sorfaces du lroisiétme degré se coupent en
vingi-sept points,

Pareillement , #rente-quatre points de espace déterminent com-
plétement une surface conique du quatriéme degré; et néanmoins
trois surfaces de ce degré peuvent avoir entre elles soivante-qua—
Zre points communs.

En général, le nombre des points de l'espace nécessaires pour
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-»

la détermination compléte d’une surface du m.*™ degré est

—— 1 et ces points n’en déterminent qu’une seule. D'un
2

autre c6té, trois surfaces de ce degré peuvent se couper en m?
points de D'espace. Si donc on choisit le nombre entier m , de telle
m-+4-1 md2 m+43
1 2 3
arrivera toujours pour m>2, on aura un extmple de trois sur-
faces du méme degré, assujéties & passer par plus de points qu'il
n'en faudrait pour la détermination compléte d’une seule d’entre
elles.

sorte que m? soit plus grand que —1, cequi

Voild donc un paradoxe apparent tout A fait analogue & celui
qui nous a déja eccupé , relativement aux lignes courbes, dans un
précédent article , et qui s’explique, comme celui-la, en considé-
rant que, lorsqu’on parle du nombre des points de I'espace né-
cessaires et suffisans pour la détermination compléte d’une surface ,
on sous-entend toujours qu’il s’agit de points pris an hasard dans
l'espace, n’étant liés entre eux par aucune relation; et que tels ne
sont poiut, en gdénéral , les m? points d’intersection de trois sur-
faces du m.™ degré.

Ce paradoxe donne naissance & des théorémes analogues & cenx
que nous avons déduits, a la pag. g7 du présent volume, du sem-
blable paradoxe relatif aux lignes courbes ; théorémes mnon moins
féconds que ceux-1i en conséquences curieuses, et dont la recher-
che va présentement nous occuper.

§ 1L

Deux surfaces du m.™ degré se coupent, comme l'on sait, sui-
vant une courbe & double courbure, dont la projection sur un plan
quelconque est, en général, une courbe du (m*)*™ degré; et trois
pareilles surfaces se coupent, comme nous venons de l'observer,
en m*® points au plus.
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Soient donc

M=o , M=o Mi=o ;
les équations de ces trois surfaces; l'équation
pMA4-p M 4-M =0 ,

dans laquelle g et p/ sont supposdes des constantes indéterminées ,
sera celle de toutes les surfaces du m.*™ degré, passant par les m3

points d’intersection des trois premiéres; de sorte que, bicn que
~ces points soient, en général, en plus grand nombre qu’il n’est
nécessaire pour déterminer complétement une de ces surfaces, ils
les laisseront toutes néanmoins indétermindes. Mais si 'on se donne
seulement deux points de plus, ces derniers, joints aux m?* autres,
détermineront complétement une de ces surfaces ; car ils donneront
naissance A deux déquations de conditions lindaires en p et p/, qui
sufiront pour déterminer ces deux coeflicicns, et, par suite, pour
particulariser la surface cherchée.

Remarquons , en outre , que les équations

pM+4M'=0 , p M/ 4-M"=o0 , [J-M+[J./ﬂ.[’:\_.0 s

représentent respectivement toutes les surfaces du m.** degré pas-
sant par les courbes & double courbure, intersections deux a
deux des surfaces proposées. Une surface du 7. degré n’est donc
pas déterminée par la seule condition de passer par les courbes &
double courbure, intersections de deux autres surfaces de ce degré.
Mais ici un seul point de I'espace par lequel une de ces surfaces,
en nombre infini, sera assujétie a passer, suffira pour la déter-

miner complétement ; car il en résultera une équation linéaire, soit
. . 74
en p, soit en p/, soit en — , suflisante pour fixer la valeur de
P .

ce coeflicient,
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On voit par la que toutes les surfaces du m.*™ degré qui pas-
sent par les m?® points d’intersection de trois autres surfaces de ce
degré, et en outre par un point donné, ont la méme courbe d’'in-

tersection,
Concevons présentement que, sur la courbe d’intersection de deux
. C m~4-1 m42
surfaces du_m.om degré, on prenne arbitrairement mr .
) ¢ 2
m--3 ats: si 1 at ) | -
—5— —2 points; si l'on y ajoute un nouveau point quelconque

de I’espace, une troisi¢me surface, assujétie 4 passer par tous ces
points, sera complétement déterminée ; mais nous venons de voir
qu'elle le serait aussi, si on l'assujétissait & passer par ce méme
point et par la courbe d’intersection des deux premiéres; en in-
voquant donc le principe de dualité, on aura ces deux théorémes:

THEOREME I. Toutes les sur-
Saces du wm.™ degré qui passent
m-1 miaz m+43

£ 2

A
par les —2mé-

mes points, se coupent , en géné-
ral , suivant une méme courbed
double courbure.

Donc, en particulier ,

Corollaire. Toutes les surfaces
du second ordre qui passent par
les huit mémes points, se cou-
pent suivant nne méme courbe a
double courbure.

THEOREME 1. Toutes les sur-
Jaces de m>™ classe qui touchent
Jes m+1_ mt}-z‘ m—-3

X 2 3
plans , sont , en général , circons-,
crites a une méme surface dé=

w2 28MNES

veloppable.

Corollaire. Toutes les surfaces
du second ordre qui touchent les
huit mémes plans, sont inscrites '
4 une méme surface développa-
ble.

De méme , trois surfaces du 7. degré se coupant en 7* poinis ;

.1 m-+1 m-f2 mf3
si on prend - «—
1

2 3

—3 de ces points, et qu'on y joigne

deux points quelconques de l'espace , une quatriéme surface de ce
degré sera tout aussi complétement déterminée, par ce systéme de
poinis , qu'elle le serait par les deux derniéres et par la totalité des
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m® points d'intersection des trois premiéres ; en invoquant done
encore ici le principe de dualité, on aura ces deux théorémes :

THEOREME II. Toutes les
surfaces du m.*™ degré assujéties
m41 m$2 m+$3

- - -—3

2 3
points donnés , passent en outre
m-:—r 3 m+2- m3+3 +3

a passer par

par les m*—
2

mémes poinis fizes.
Donc, en particulier,
Corollaire. Toutes les sarfaces
du second ordre :qui passent par
sept points donnés, ont en ou-
tre un huitiéme point commun (*).

THEOREME Il Toutes les
surfaces dem.*™ classe assujéties
m4-1 m-a m3 3

1

& toucher

2 3

plans donnés , touchent en outre

mef=1 . m+z_ m;}-S 43

les mi e
X 2

mémes plans fizes.

Corollaire. Toutes les surfaces
du second ordre qui touchent sept
plans donnés , ont en outre un
huitiéme plan tangent commun (*),

{* Dansle troisiéme volume du Journael de M. CRELLE ( pag. 20e et 205),
on recontre ces deus théoremes fort analogues 4 ceux-la,

THEOREME. Toutes les surfaces du
second ordre qui passent par sept des

THEOREME. Toutes les surfaces du
second ordre gui touchent sept des hu.t

huit sommets d'un hexaédre oclogone , faces d'un ocladdre hexagone, touchent

passent aussi par le huitiéme et lui sont
conséguemment circonscrites.

oussi la huitiéme et lui sont conséquem~
ment inscrites.

Un anonyme démontre le premier de ces théorémes , par un calcul direct

qui n'est pas dépourva d’une certaine élégance ; M. Steiner en déduit Pau-
tre par la théorie des polaires réciproques,

Le premier de ces théorémes, le seul qu’il soit nécessaire de démontrer,
pous parait pouvoir &tre assez simplement établi comme il suit:

Soient

M=o

s M=o ,

Mi=o , (D

trois équations du second degré en x,y, z, donl chacune exprime deus
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Ici encore , comme nous l'avons déjd remarqué pour les lignes
courbes , on pourra admettre que tous ou partie des points fixes
donnés se confondent par groupes plus ou moins nombreux en
un point unique , auquel cas les surfaces dont il s’agit auront, en
ces points, des contacts d’ordres plus ou moins élevés.

On peuat également ici, comme alors, remplacer chaque point
donné de la surface cherchée, soit par I'vn des coefficiens de son
équation, soit par une équation linéaire entre tous ou partie de ces
coefliciens. Nos deux théorémes ses changeront ainsi dans les deux
théorémes plus généraux que voici: ‘

THEOREME 1II. Etant donnés n cogfficiens de P'éguation gé-
nérale du m.)™ degré, & trois indéterminées , ou encore , (tant
données n équations linéaires enire tous ou partie de ces coeffi-
ciens , toutes les surfaces représentées par I'équation générale ainsi
modifie , et passant par les mby mbe oS (n+-2) mé-

1 2 3

plans ; elles seront satisfaites toutes trois par les coordonnées des sommets de
T'hexaddre octogone qui aura ces couples de plans pour les plans de leurs

faces opposées; or, tout point qui satisfera a ces trois équations satisfera
aussi & Uéquation da ‘second degré

M4/ M4-M'=0 ,. (2 -

dans laquelle p et x/ sont deux constantes indéterminées; donc , cette,
derniére est 1'équation commune & toutes les surfaces du second ordre cir-
conscrites 4 l'hexa¢dre octogone dont il s'agit; et , comme d’ailleurs, cet
hexaedre se trouve visiblement déterminé par sept de ses hait sommets, il
s’ensuit que , pourvu qu'une surface du second ordre passe par ces sept
sommets , elle devra nécessairement passer par le huitiéme.

Au surplus, ce théoréme se trouve aussi compris dans le théoréme V de
la pag. 246 de notre XVILe vol.
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mes points fixes , se couperont suivant une seule et méme courbe
@ double courbure.

Donc, en particalier ,

Corollaire. Etant donnés n coefliciens de I'équation générale du
second degré, & trois indétermindes, ou encore, étant doanées n
équations lindaires , eatre tous ou partie de ces coefliciens ; toutes
les surfaces représentées par I'équation générale ainsi modifiée, et
passant par les 8—» mémes points fixes, se couperont suivant tne
seule et méme courbe & double courbure.

THEOREME 1V. Etant donnés n cocfficiens de l'équation gé-
nérale du w™ degré, & trois indéterminées , ou encore , élant
données n égualions linéaires entre tous ou partie de ces coeffi-
ciens , toutes les surfaces représentées par I'équation générale ainsi

. m--1 m-4-2 m-f3
modifiée , et passant par les b o :— —(n+4-3) mé-
I 2
. ) ) 3 m--1
mes points fixes donnés , se couperont, en outre , aux m®— —_—

m--2 m--3 .
¥ -—::——}-(n—i—l%) , autres mémes points fixes,

2

Donc, en particulier,

Corollaire. Frant donnés n coefliciens de I’équation générale du
du second degré, & trois indéterminées, ou encore, étant données
n équations lindaires, entre tous ou partie de ces coefficiens, tou-
tes les surfaces représentées par Péquation générale ainsi modi-
fide , et passant par les 7—n mémes points fixes donnés, se cou-
perount, en outre, aux n-+r, autres mémes points fixes,

Il est essentiel d’observer que , dans tout ceci, on suppose
que Van des termes de I'égquation générale est privé de son coefli-
cient ; ou, ce qui revient au méme, que le coeflicient de I'un de
ses termes est une quantité donnde,

On fera, de ces diverses propositions, un usage pareil & celui que
nous avons fait, pag. 102, de leurs analogues relatives aux lignes
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courbes.. On en déduira, par exemple, sans aucune sorte de cal
cul, les propositions suivantes :

I. Toutes les surfaces du second ordre passanl par six points
donnés, et assujéties, en outre, & cette condition que les plans dia-
métraux, conjugués & des diaméetres paralléles & une droite fixe, se
coupent tous en un point donné, passeront ¢n oulre par deux nou-
veaux points fizes. :

-1I. Toutes les surfaces du second ordre passant par cinq points
-donnés, et assujéties en outre & une des conditions suivantes : 1° que
les plans diamétraux conjugués & des diamétres paralléles & une
droite fixe,se coupent tous suivant une méme droite ou soient pa~
ralléles & un wméme plan; 2.2 que les diamétres conjugués a des
plans diamétraux paralléles concourent en un point donné ou soient
paralléles 3 une droite donnée, passeront en outre par trois nou-

veaux points fixes,

~ HIL Toutes les surfaces du se-
cond ordre passant par six poinls
donnés, et assujéties en outre A cette
condition que les plans polaires
d’un méme point donné se coun-
pent tous en un autre point donné,
passeront par deux nouveaux
points fixes.

IV. Toutes les surfaces du se-
cond ordre passant par cinq points
donnés , et assujéties en outre &
cette condition que les plans po-
laires d’'un méme point se cou-
pent tous suivant la méme droite,
passeront en outre par troisnou-
veaux points fixes.

Y. Dans toutes les surfaces du

II. Toutes les surfaces du se-
cond ordre touchant six plans
donnés, et assujéties en outre i
cette condition que les pdles d’un
méme plan donné soient tous
dans un autre plan donné, tou-
cheront deux nouveaux plans
fixes.

IV. Toules les surfaces du se-
cond ordre touchant cinq plans
donnés, et assujéties en outre &
cette condition que les pdles d’un
méme plan soient tous situés sur
une méme droite , toucheront en
outre trois nouveaux plans fixes.

Y. Dans toutes les surfaces du
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second ordre passant par sept
poiats donnés, les plans polai-
res d’'un point quelconque se cou-
pent tous en un aulre point fixe,

V1. Dans toutes les surfaces du
second ordre passant par huit
points donnés, les plans polaires
d’un point quelconque se coupent
tous suivant une méme droite
fixe.

135
second ordre touchant sept plans
donnés, les péles d’un plan quel.
conque sont lous situés dans un
autre plan fixe. ‘

VI. Dans toutes les surfaces dg
second ordre touchant huit plar?s
donnés , les pbles d’un plan quel-
conqﬁe sont tous situés sur une
méme droite fixe.

VII. Dans toutes les surfaces du second ordre passant par sept

points dounés, les plans diamétraux conjugués aux diamétres pa-
ralléles & une méme droite fixe, se coupent en un méme point fixe,

VIHI. Dans toutes les surfaces du second ordre passant par huit
points donnés, les plans diamétraux conjugués aux diamétres pa-

by

ralléles a

tre droite fixe.

IX. Toutes les surfaces du se-
cond ordre, assujéties a la condi-
tion que les plans polaires de
quatre points donnés passent res-
pectivement par quatre droites
données , ont la méme courbe
d’intersection,

Etc., ete., ete,

Tom. XIX.

une méme droite fixe, se coupent tous suivant une au-

IX. Toutes les surfaces du se-
cond ordre , assujéties & la con-
dition que les poéles de quatre
plans donnés soient situés respec-
tivement sur quatre droites don-
nées , sont inscrites 3 une méme"
surface développable,

Bonn, 8 juin 1828,
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