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TRIANGLE ET TETRALEDRE. 85
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GEOMETRIE ELEMENTAIRE.

Recherche des relations entre les rayons des
cercles qui touchent trois droites données sur
un plan et entre les rayons des sphéres qui
touchent quatre plans donnés dans Uespace ;

Par M. J. STEINER.
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1. SOIENT a,b,c les trois c6tés d’un triangle ; ces cotés, eonsi~
sidérés comme des droites indéfinies , divisent le plan du triangle
en sept régions, dont une seule finie qui est le triangle lui-méme.
Trois des six autres sont termindes chacune par un ¢6té du trian-
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gle et les prolongemens des deux autres au-deld des extrémités de
celui 1a. Quant aux trois derniéres ce sont des angles respective=-
ment, opposés & ceux du triangle.

Comunie trois conditions sont nécessaires: pour déterminer un cer-
cle, ce n'est que dans les quatre premidres régions que l'on peut
se proposer d'inscrire des cercles. L'un de ces cercles sera intériear
au triangle ; c’est proprement le cercle Znseriz, dout nous désigne-
rous le rayon par r; les trois autres seront ce que M. Lhuilier a
appelé les cercles ex—inscrits ; nous désignerons respectivement leurs
rayons par «, 3, y, suivant les c6tés duo triangle sur lesquels ils
s'appuyeront. On démontre aisément que ces quatre cercles sont
touchés 3 la fois par celui que L'on fuit passer par les milicux des
cOtés du uiangle. :

Soit 7 laire du triangle ; en considérent les tilangles qui ayant
pour bases les trois cdtés @, &, ¢ du triangle donné et pour som-
mets les centres des quatre cercles, on a

2T=rla$-b+4c) ,
2T:a(b+c—-fa) )

2T=0 c+ta—-2) ,

al= -y(‘a+5~—-c) .

En prenant la somme des produits respectifs de ces équations pag
—aBy, 4By, v, 4-28r, il vient, en divisant 27 ,

oy =r (ko)

ou bien

1)

Tt (2)
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Cest-d-dire, linverse du raycn du cercle inscrit 3 un triangle est
égal & la somme des inverses des rayons des trois cercles ex—ins—
crits au méme iriangle (*). 7

Ou, en d'autres termes , le parallélipipéde rectangle, construrt
sur les rayons des trois cercles ex—inscrils , est équivalent & la
somme des trois parallélipipédes rectungles consiruits sur ces mé-
mes rayons pris deux & deux et sur le rayon du cercle inscrit.

Au moyen de la relation (2) le rayon de chacun des quatre cer-
cles se trouve délerminé par les rayons des trois aulres.

St le triangle est équilatéral, on a

e=B=y=3r=tk ,
% érant la hautenr du triangle.
II. En observant que
16T =(a+b~+c)(b4-c—a)(c-}a—b)(a+b—c) 5

le produit des équations (1) donne, en réduisant

T*—=—afyr , 3)
d’ont ‘
T=\/ by ;

c'est-d-dire , laire dun triangle est égal & la racine carrée du
du produit des rayons des quatre cercles qui touchent a la fors ses
trois cdtés. Théoreme publié pour la premiére fois par Mahieu, et

™ 1l y a plusienrs mois que ce théoréme nous a €té adressé, avec plu-
sieurs autres, par M, Bobillier, dans une nole que le défaut d’espace nous a
empéché jusqu’ici de publier, :
J. D. Gs
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postérieurement par M. Lhuilier. ( 4nnales, tom. I, pag. 150 ) (*)
Pour le triangle sphérique, on aurait

Sin._{ T: \/Tang.uTang./sTaHg_yT?ng,r
' 25in.{a.5in.20.5in.1¢

Si de I'équation (3) on élimine tour 3 tour les quatre rayons, au
moyen de la relation (2), on trouvera

. arf2yn ' . 8191 -

== =r3 -:r
By+yad-ap By=-r(f4y)

PP w23

.yu——(y-{-u):r" afe=r{a48) | (4’

Des équations (1) on tire (3)

e P rm
gz —— I=(a; r)V_“_r. ,

b=l g 2 (5)

gr Br

S sl TV “f
=T r=0-n) 2

d’ott

et par suite (3)

(*) Ce théoréme fait aussi partie de la note de M. Bobillier.
Jl Di Gl
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o) { By ) (gyme
abo== L) r;’)” N 7.

(7)

Soit Ii le rayon du cercle eirconscrit; on sail que

L abe .
= s
done (7}
= (*"f)(ﬁ;r)('y"“’? ) ()
La 4i-inact v

r de cette valeur , au moyen de la relation (2),on
trouvera

B+ (v+2) (et-£)
R— *y .,
Crgraten O (9)

) Taprls les dquations (5) on peut éderire

r @ J\ T &

abo=1? (2= DY 1 ( L

cu Lien, ea développant et ordonnant,

£a moyen de la relation (2), les deux premiers termes de ce développe-
zaen: disparaissent , et Pon a simplement

Tom., XIX, 13
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Si, de la méme valeur, on élimine snccessivement «, 3, ¥, au moyen
de la méme relation, on trouvera

(B=—2)(y==r)(B47) (y==r)(z==r)(v4-a)  (amr)(E=r)(z+8)
R— - = = «(10)
4(By==pre=yr) 4(yz—yr—ar) 4(af—ar—pr)

I Si le triangle est supposé rectangle, en désignant par ¢ hy-

pothénuse, on aura 2T=ab, au moyen de quoi les équations (1)
deviendront '

ab
bfcoma

ab
cf-a=—b

-

(e1)

ab
Gofrb i

ob
ad-bd-c

Ta Ta 7= T
abe=T ( et T W)
ou bien (3)

gbe=T(a}-pt-yomr) ;
d’olt enfin

Re= - (a-B4o—7) ;

c'est-h.dire , le rayon du cercle circonscrit & un triangle est le quart de Pexcis
de la somme des rayons des trois cercles ex-inscrits & ce triangle sur le rayon
du cercle inscrit, Cet élégant théoreme appartient a M. Bobilier.

J. D. G.
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En divisant chacune des trois premiéres par la derniére, il vien-
dra, en chassant les dénominateurs ,

Fa-pbe)y==a(b-po—a) =B(e+a—B)=y(atb—-c) ,
&'ofr on tirera aisément

plamr) _ a{f=r) _ rladp) (12)
a - b - ¢ ) }

Ainsi (11), siles trois cotés du triangle rectangle sont commen-

surables, les rayons des quatre cercles le seront aussi, et récipro-
quement (12).

Si, par exemple, il s'agit da triangle de Pythagore , pour le-
quel on a @=3, b=4 , ¢=5, on aura

amz , =3, w=b, rmz2

L'équation @*4-0'==¢* donne 24b=:(a-{-£)"~-¢" ou bien

20b=(a4-b-4c)(a+l <) ;
mais les denx dernidres équations (11) doument

ab2

P bt oati—a

done
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b
yre=— = =7;
2

équation qui, comparée & I'équation (3), donne
af=yr=T ; (13)

c'est-i-dire , dans tout triangle rectangle, le rectangle des rayons
des cercles ex-inscrits , qui répondent aux deux cbiés de langle
droit , est équivalent au rectangle des rayons du cercle inscrit et
du cercle ex-inserit qui répond & l'hypothénuse, et Uun et l'autre
sont égquivalens & laire du triangle.

1V. Soient 2, 4, ¢, d les quatre faces d’un tétraé¢dre dans leur
ordre de grandeur, de la plas grande & la plus petite ; ces faces,
considérées comme des plans indéfinis , diviseront 'espace en guinze
régions , dont wne seule finie qui sera le tétraédre lui-méme. Qua-
tre des quatorze restantes seront terminées chacune par une des
faces du tétracdre et par les prolongemens des plans des trois au-
tres au-deld de celle-la. Il y en aura siz dont chacune sera terminée
par les prolongemens des plans des quatre faces au-deld d’une méme
aréte. Enfin, les gnatre dernieres seront des angles triedres opposés
4 ceux du tétraédre.

Comme quatre conditions sont nécessaires pour déterminer une
sphére, ce n’est que dans les onze premiéres régions qu’on peut
se proposer d’inscrire des spheéres. Mais il est aisé voir qu’il ne
saurait y en exister 4 la fois dans les six régions sur les arétes,
opposdes deux & deux, et que l'existence d’une sphére, dans l'une
d’elles , entraine I'impossibilité d’en inscrire une dans la région qui
lui est opposée.
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Il ne saurait donc y avoir plus de huit sphéres, une inscrite et
sept ex-inscrites qui touchent & la fois les quatre faces d’un tétraé-
dre, considérées comme des plans indéfinis; et ces derniéres se di-
visent en deux classes, savoir: quatre sphéres ex-inscrites aux fa-
ces, et les trois aulres ex-inscrites aux arétes.

Soit 7 le rayon de la sphére inscrite; soient a«, $, v , 8 les rayons
des quatre sphéres respectivement ex~inscrites sur les faces a, &,
¢, d; soient o/, ', y/ les rayons des sphéres ex-inscrites respec-
tivement sur les arltes ad ou bc, bd ou ca, ¢d ou ab; soit en-

fin T le volume du téiratdre.

En. cogsidérant les tétracdres ayant leur sommet commun aux

centres de ces différentes spheres et pour bases les faces du tétraé-
dre T, on trouvera aisément

3T = r(atbdotd) ; (1)
3T=a(b-c4d=a) , (2)
3 T=p(c-dt-a—2) , 3)
3 Tmy(dat b—i) @
3T = 8(a4-Iq-c—d) , )
3T=tol(bf-c—a—d) , (6)
3=+ (cFa—bd) o

3T=rty/(at-bmemd) ; ®)
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les signes des seconds membres des trois dernitres équations de-
vant étre pris de maniére que ces seconds membres soient positifs.

Des équations ( 2, 3, 4, 5 ) on tire aisément

'ﬁ
/“\
+
o, M
|
IE

)
ks
A e
+
+
R |-
|
L

¢ (9)

T 1 p 1
=% §+_¢‘ 75'_;')’
T 1 1 1
d= - (— LANRLELA
4 8 ¥ &/ i

+5 3 (i10)

Cest-d-dire , la somme des inverses des rayons des sphéres ex-ins-
crites sur les faces d'un téiraédre , est double de linverse du rayon
de la sphére qui lui est inscrite.

Les mémes valeurs {9) substituées dans les équations ( 6, 7,
8 ) donnent
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2 4 I I ) {
“*“'—.:-—- - — e S—
— ¢+J 8 » 2.
2 I i ¥ &
i;‘/‘:—“—;"*‘}'—;"—: > (ll)
2 b ¢ 1  § 1
+._——'-—- e e e T -
—_71 7+;‘ - ﬁ »

c'est-d-dire , la somme des inverses des rayons des sphires ex-
inscrites sur deux des faces d'un tétraédre , moins la somme des
inverses des rayons des sphéres ex-inscriles sur ses deux aulres
Jaces , est double de linverse du rayon de la sphére ex-inscrite
sur laréte des deux premiéres ou sur l'aréte des deux derniéres
Jaces.

On voit donc que les rayons de nos huit sphéres sont liés 1és

uns aux autres par quatre relations au moyen desquelles quatre d’en=
tre eux sont déterminés par les quatre autres.

En ajoutant et retranchant tour & tour chacune des équations
‘(11) & 'équation (10) on aura

A ’ \

b 3 1 1 ) ¢ 1 1 4 X
- _— - = - —_— T =
-+ 5=t s to=s%g
x 111 X 1 1 "1
sts=:X5, 02 —+o=7%5, 103
1 x 1 P T x 1
g — = = — s — —= - -

a\ r——-y,’i &+ﬁ r_'l"'y/’
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c'est-d-dire , la somme des inverses des rayons des .rp/zérfs ex—
inscrites sur deux faces d'un tétraddre , est égale & la somme ou &
la différence des inverses des rayons de la sphére inscrite et de
la sphére ex-inscrite sur Paréte de ces deux jfaces ou sur son op-

posée.

Sile tétraddre est régulier, on a a=fi=y=d=ar, ¢’/=f=y—=o;
d’otr résuite ce théoréme :

8i, & un angle triedre régulier dont les trois angles plans sont
les deux tiers d'un angle droit, on inscrit une suiie de sphéres , de
maniére que chacune dellzs touche celle qui la précéde immédia-

tement, les ruyons de ces sphires formeront une progression géa-
métrique dont la raison sera deux,

A TR Y Sy e e Zm e e o e



