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INTRODUCTION.

Introduite en 1957 par Broadbent et Hammersley ([4]), la notion de perco-
lation a fourni un mod&le pour décrire de nombreux systémes, pour la plupart pro—-
posés par la physique (voir [6], [11], [23] pour une série d'exemples), et pré-
sentant en particulier des liens &troits avec la question des transitions de pha-

se en mécanique statistique (c¢f [11, [51, (81, [17]).

Indépendamment de ses multiples illustrations en physique, en chimie ou en
biologie, la percolation suscite l'inté&rét des mathématiciens par sa formulation
relativement simple; cependant, malgré certaines techniques devenues classiques
(comme la dualité entre graphes, les inégalités F.K.G. (cf [9]1, [10]) ou les ar =

guments de Peierls...), cette théorie n'a aujourd'hui 3 son acquis qu'un nombre

assez restreint de ré@sultats rigoureux, qui suivent 3 des années d'intervalle

ceux obtenus par la physique (c'est le cas du résultat P, = %- concernant le mo-

déle de percolation des liens dans Zz, démontré en 1980 par Kesten [15]).

La formulation du probléme en termes de €percolation des liens> (voir par
exemple [7] ou [11] pour la <ercolation des sites®) est la suivante :
il s'agit d'étudier la structure des composantes connexes (amas) d'un graphe aléa-
toire obtenu & partir d'un graphe donné é; (connexe, infini dénombrable) en sup-
primant des liens (dits alors fermés) suivant une certaine loi de probabilité.
On précise parfois <%percolation indépendante® pour signifier que 1l'état des dif-
férents liens (fermé& ou, au contraire, ouvert) est déterminé par des tirages indé-

pendants.
Les questions abordées sont de plusieurs sortes :

* détermination des seuils critiques de percolation (c'est-3-dire de présen~
ce d'amas infinis; cf [2], [t4], [15]1, C1e6l, C19]1, C[20]1, [26], [27], [28]), et com-

paraison de ce seuil avec diverses autres valeurs eritiques-{cf [13], [24]).

* &tude de la régularité de la fonction probabilité de percolation (probabi-
1lit& pour un point donné de faire partie d'un amas infini; cf [16]1, [19]1, [20]),
question reliée (dans [3]) & celle du nombre d'amas infinis (cf [7], [14], [17],

(181,

* recherche d'é&quivalents au voisinage du point critique pour diverses quan-
tités comme la fonction de percolation, la taille moyenne des amas, ou leur densité

moyenne (cf [12], [13] pour cette derniére); c'est le probléme des exposants criti-
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ques (ces quantités se comportdant comme des puissances de lp-pcl, oi p est la

probabilité@ pour chacun des liens d'@tre ouvert) (cf [16]1, [25]).

* Etude de la percolation avec &volution dans le temps (<First passage per-
colation® en Anglais) (cf [24]).

Cette thése de 3éme cycle s'inscrit dans le cadre du premier type de ques-
tions, et, en particulier, des articles de L. Russo [19], [20] et [21].
Ces articles &tablissent la relation pc-+p: = 1 entre le seuil de percolation p,
d'un graphe périodique plan %% et celui, p:, de son graphe dual Q%*, lorsque les
liens sont ouverts avec méme probabilité.
[ Ce résultat signifie que fermer dans %%* les liens duaux des liens ouverts dans
Q% donne : si p>p} absence presque sire d'amas infini dans %é*

si p <p: présence presque slire d‘un tel amas J.

Ceci permet de retrouver, par auto—dualité, la valeur P, = -;— pour ZZ.

I1 est 1légitime de se demander ce que devient ce résultat lorsque les é&tats
des différents liens sont déterminés par des tirages encore indépendants, mais cet-

te fois avec une probabilité d'ouverture variant d'un lien 3 un autre.

Peut—on alors avoir des indications, pour un graphe auto-dual QZZ), sur le
domaine critique (qui est ici une partie de [0,1J o3 L est 1'ensemble des

liens) ?

L'analogue du résultat de Russo serait l'existence d'une hypersurface A
dans [0,1JF (la surface critique) hors de laquelle les configurations présente-~
raient avec probabilité I, un et un seul des 2 types d'amas infini :
amas infini dans % pour p au-dessus de A dams [0,13F

amas infini dans Q%* pour p au-dessous de 5 dans [0,1]L,

Un argument simple permet de constater que ce résultat est faux dans, [O,IJL
tout entier (les domaines d'existence presque sire de chacun des 2 types d'amas in—
finis sont 1'un et 1'autre négligeables dans [0,1]L muni du produit des mesures

de Lebesgue sur [0,1]).

Il est vrai si 1'on se restreint 3 l'ensemble des distributions de probabi-
lités aux différents liens qui sont périodiques et sym@triques par rapport 3 des
axes de coordonnées convenablement choisis; et il s'&tend par densité aux distribu-

tions limites périodiques et symétriques par rapport aux axes.



Ceci constitue le résultat principal de cette th@se et est &tabli au chapi-

tre II, théoréme 2.

. . . . 2
Remarque : on raisonne dans ce chapitre sur la percolation des liens dans Z7;

on aurait pu (comme le fait Kesten dans [16]) &tudier le probléme plus général (cf
[7) ou [11]) de la percolation des sites dans un graphe périodique plan quelconque,
mais ceci aurait nécessité des définitions un peu plus générales, et alourdi les dé-

monstrations.

Le chapitre III donne quelques conséquences : on montre en particulier que,

par auto—-dualité, Pp*p, = I est la surface critique pour le modéle de percola-

tion des liens de ZZ ol 1l'on ouvre les liens horizontaux avec probabilité P
et les liens verticaux avec probabilité p, (ce qui est aussi &établi par Kesten
dans [161]).

Le cas du réseau triangulaire dont les liens sont ouverts, selon leur direction,

avec probabilité P;» P, OuU P,y reste non résolu dans cas général, 3 cause de
1'exigence de symétries; il est déduit du théordme 2 dans le cas ol Py = P3» la
courbe critique est alors pl'P2p2'-p1p§ = 1 (voir aussi dans [16]).

La méthode de démonstration suit dans ses grandes lignes celle de Russo [19],
[20] et [21], et la plupart des résultats intermédiaires sont des généralisations
au cas périodique qui nous intéresse de lemmes é&tablis dans ces articles pour le
probléme 3 | paramétre. En particulier, pour généraliser la méthode utilisée dans
[21] au paragraphe : <€An application to percolation theory®, on est conduit 3 &ta-
blir une extension de la loi-z&ro un approchée au cas de probabilités de Bernoulli
quelconques; ceci fait 1l'objet du chapitre I et constitue ici le seul résultat qui

ne requiert aucune hypethése ni de périodicité, ni de symétrie.
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I EXTENSION DE LA LOI ZERO-UN APPROCHEE DE RUSSO.

Ce chapitre reprend les notations de [7] "An approximate zero-one law" et
consiste 3 &tendre, étape par &tape, les résultats de Russo au cas de probabilités

de Bernoulli quelconques.

Rappelons qu'on travaille sur 1l'espace = {-1, +1}L oi L est un ensem—

ble dénombrable, et que l'on note :

v
'-P‘) la tribu sur ( engendrée par les événements E; ={weQ/wlk) =+1} kel
(on note aussi EI: = {weQ/wk) = -1} kel)

(351( (oi KcL) 1la tribu engendrée par les événements E; » keXk
.
J?.)w la tribu a @L /K
K fini cL
62733 la famille d'é&vénements : %33 = U @K
K finicL
Appelons S, (pour tout i dans L) l'application de dans lui-mé€me qui change

en son gpposée la coordonnée d'indice 1i.

i

Notons, pour tout i dans L et tout A dans {Q) :
§TA={weR /S, () A}, 65 A={wéA /S.(w)eAl, 6, A =6 Aust A
i i ’ i i RS | i i

I

et 6A=U6§A,6EA=UGEA,5A=GIAU6EA

iel iel

Pour tout ® dans CA(w) = {ielL / wedi A} est dit ensemble des indices cri-

tiques de w pour A.

L'ensemble Q est muni de l'ordre partiel défini par :

w S w' si et seulement si, pour tout i dams L, ona w(i) < w'(i)

Un événement A de 33) est dit positif si sa fonction caractéristique (notée )(A)

est croissante.

-~

L'extension annoncée consiste 3 travailler avec la loi de probabilité sur Q :
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Hoo= I v ol x=(xi) e[O,l]L

iel i el
et Vv _ estla loi de probabilité sur {-1,+1} telle
i
vx.{ﬂ} =X
que

1
vx.{-l} = l-x;
1

Alors le résultat de [7] se généralise en :

Théoréme 1 : pour tout € >0, il existe n>0 tel que

si x e[O,l]L vérifie Sup x, = I et Infx, 2¢

iel iel
et si A e@y est positif et vérifie Max u_ (6. A) <n
. t.x l
1€l
tel0,1]
t stx’A—e =m>> “t.x(A) <e

alors il existe t el0,1]1 tel que
X,A

et t 2t +£ =m> ut x(A) 21 -€

X,A

(autrement dit, la fonction det M x(A) davient trés rapidement proche de 1 dés

qu'elle s'é@loigne légérement de 0).

Pour &tablir ce théoréme, on &tudie séparément chaque direction x (vérifiant

Sup x, = 1 et Inf x; > 0), et on montre que les résultats intermédiaires obtenus
dans [7] pour x=(1) se généralisent,

On suppose désormais € >0 et x vérifiant Sup X, = 1 et Inf X, 2 ¢€ fixés;

on montre alors :

Proposition : si Ae 3551 est positif, t e[0,1], u__(A) 2e et p x(SI A) <e*

alors (A) 21~ ¢

u(t"’E)x

. . d . -~ *
ceci en utilisant le lemme suivant (od 1'on suppose L =N) :

Lemme | : si Vv est une loi de probabilité sur (Q,55)
si Ce@ vérifie v(C) 2 1=-¢

et pour tout weC et tout keN* \)(E; | w(k—]))

= %

€
alors vy
x
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€
[oi v sy signifie qu'il existe une représentation jointe m de Vv et U sur

QxQ telle que mi(w,w') eRxQ/wsw'} 21-~¢

et w(k) désigne le cylindre {w' eQ/¥%¥ isk w' (i) = w{)} et w(o) = QJ.

On considére ensuite pour A € J) les variables aldatoires suivantes :

X I E
n,(w = ¥ x, X ,(w n(w= I X, (w n(w) = I X, (w
A fer I U6A A iel GiA A iel 6§A

Alors le théoréme se dé&duit de la proposition en utilisant :

Lemme 2 : si Aef)}sf est positif, alors pour tout t e[0,1] Etx(nZ) = ad? utx(A)

Lemme 3 : si A 6‘%33 A non vide, alors pour tout ¥y e[O,l]L tel que

!

y' = inf [min (y.,I=-y.)]1 >0
. i i
1el

X
Ey(nAlA) > s.logy. uy(A)

Lemme 4 : pour tous x, &, B eJ0,I[ et pour tout y eJO,x']
(avec x'= inf [min (xi , l—xi) j)]

iel

X0, (1=-x)B x'. 'a—B'
log v [xa+(l-x)B] < m log v oa + mlog v B + m

puis, en définissant /& = {S et@)g pouvant s'écrire S = A\B
avec A, Befﬁ;rd: positifs}

B

Mo, (S)de <2 [ Inf E (n"IS)]'1

Lemme 5 : si O0<a<B<! et Se.p alors, I ex s
t ela,8] ¥

(o)

Lemme 6 : si A« @Qg est positif alors pour tout entier k>0

AIE A={weA /ni(w) = k} et AE A={wéA /nﬁ(w) =k} sont dans 4.

Lemme 7 : pour tout & €]O ,l[ et pour tout Ace 53@* positif :

I-a 4 “;.'
I utx(éA)dt < EEIOgae nl oi n = Max
o t e[0,1]
iel

utx(GiA)
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Démonstrations : Les lemmes 2 3 6 servent 3 &tablir le lemme 7, qui avec la propo-

sition entraTne le théorame.
J'omettrai les démonstrations des lemmes 1| et6, ce dernier étant démontré dans [7],

et le premier n'étant qu'une généralisation immédiate du lemme 1 de [7].

Démonstration de la proposition : on veut appliquer le lemme 1 aux deux mesures

«©
= e ' =
v utx( |A) et Hipre)x * ©F d 1l'ensemble C 1::1 Cy

od = {weq /utx(dllé A ’w(k-l)) < e.xk.utx(A ' w(k-l))} .

Ck
I1 faut pour cela vérifier que, sous les hypothéses de la proposition :
1) utx(ClA) 2 1-¢

WD

* +
2) ¥ weC ¥ k eN utx(Ekl et A) s (t:+e).xk

Or :

D M @) 2e => u_(@\c|a) s T.u_(4n2\0) =L I u_(anD)

k=1
k=1 )
od D =[/M C,1nlR\C 1 (done 2\C = \J D, union disjointe)
k i=1 1 k k’l o

et par définition des Cy ¢

. I 1= . (k-l)
utx(dk A IDk) > t-:.xk. utx(A le) (ka n'étant fonction que de w )

> 2. M (A [D)

1 | 1
(6;AnD,) £—= I u__(5°AnD
Kk k 5:3 k=1 tx

o0
donc utx(S'Z\CIA) 5-13- I u

)
€” k=l k

tx

1 I
s-g utx(s A) <e

€

2) ¥ weC tel que ¥ keN utx(A nw(k.l)) >0 ona:

Utx(E; lw(k-l) NA) = [utx(w(k‘l) nA) ]"‘l < [utx(E; n (A \6112 A) nw(k-]))

+ utx(El': n 6; A nw(k-l))J

+

. I
or A positif > SkACEk



- 69 -

D'autre part E; et (A \61](: A) nw(k-l) sont utx-indépendants (E; ne dépend

(k=1) < I .
que de wk; w ne dépend que de wl,...,(nk_] et A\5k A que des wi, i#k,

. . I — I
puisque : weA \Gk A <==> Sk(w) €A \Gk A)

donc utx(E; lw(k-l) na)

= [utx(w(k-l) nA) ]-l . [txk . utx((A \6; A) ﬂw(k_])) + utx(sé A nw‘k-l))]

u (65 A nwk1)y -
< tx, + — < (t+¢g) puisque W€ C
& utx(Anm(k 1)) xk k=1 k

Pour les weC tels que utx(A nw(k-])) = 0 on a aussi

+ 1 (k=1) . o | (k1)
utx(Ek | w naA) < (t -l-c-:)xk en choisissant pour utx( | w nA) 1la mesure

u(t+€:)x’ ou bien Heg sooe

(k=1)

(on est libre de prendre n'importe quelle mesure puisque est 3@ valeurs

dans {-1I ,+l}k"l fini).
€
! e .
D'aprés le lemme 1, on conclut que utx( |A) < u(t-f-e)x

donec, A é&tant positive, utx(A IA) < uft+s)x(A> + € <=m=m> u(t+€)x(A) 21=-e.

€
Remarque : on utilise ici : A positif et VvV Sy ===> v(A) S u(A) + €
v(A) = m(A xQ)

n(a) = m@xa) °F n({(w,0') fws<w'}) 21-¢€

en effet

donc u(A) 2m(A XA) = m(AXQ) - m(AxX(Q\A)) 2 Vv(A) - ¢

car A 20 ===> A X(Q\A) c{(w,w") eQz /w2w'} ensemble de mesure (m) <€

Démonstration du lemme 2 : il résulte immédiatement de la formule de dérivation :

pour A€ G?)S: A positif 531: ux(A) = ux(GkA) démontrée dans [6] lemme 3

d > X
(car alors Eutx(A) = kil xk.utx(GkA) = Etx(nA).
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Remarque : la somme intervenant dans ce 2&me membre est en fait finie puisque

A e(}?)&:z donc ux(A) est fonction d'un nombre fini de xk).

Démonstration du lemme 3 : elle se fait en 2 temps :

1) si A est un cylindre : A = {0 €Q /¥ i e. A w(i) =0(i)} oa <L est fini
- A
Vye[O,l]L tel que y'= inf [inf (yi,l-yi)]>o oef-1,1}
iel
Ey(nz |a) = ) z X, car sur A, n: est constante et vaut z X,
iel ield
donc Ey(nX |a) 2 € x |4
1 . .
3 (1+0(1)) 7 (=0 4
or u (A) = I y. 1=y 2 y!
y . 1 i
iel

2
donc IAI log ' uy(A)

X
et donc Ey(nA ]A) 2 € .log ' uy(A).

2) pour A 5333: non vide quelconque : on raisonne par récurrence sur |A| oi

Ae&A

*8i |A| =0 A=Q (car A# @) donc les 2 membres de 1'in&galité voulue

sont nuls.

* si |A| =1 A est un cylindre, donc le résultat est vérifid.

* supposons le résultat démontré jusqu'a l'ordre |A| =1 :
¥ieA A s'écrit de fagon unique : A = (E; nA;) u (E;.: nA;)
+ -
Si ¥iel A; ou A; est vide, c'est que A est un cylindre, donc 1'inéga-
lité est vraie.

Sinon iieA/AZa‘¢ et A;#q); alors

o gs I + I  + - JI -
¥ jAi GjAatEimSj AJ._]U[EJ._mSj Ai]’
I, _ ot . ,.- - -, .+t
et Gi A= [Ei n(Ai \A) 1 [Ei n (A \Ai)]

¥ ye[O,l]L tel que y'>0 :
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X -1 I
= . Zox.. .
Ey(nA | &) [uy(A)] ) x uy(GJ A)

-1 I + I .-
Euy(A)] . [j eAz\{i} x5 . (yi 11},(6j A + (1 v;) uy(cSj Ai))

Xy Op WA \AD + (Imyp) (4] \AD)]

(]

+ + .
(remarque : Ei et &. Ai sont uy indépendants car

(&)

+ I, + . .

o - I,-
de mé€me pour Ei et Gj Ai)

=1 + X + - X -
= [uy(A)] . Eyi uy(Ai) -Ey(nAI lAi) + (l-yi) vuy(Ai) Ey(nAI lAi)

%3 (75 Wy (A7 \AD + (1=y) W (A7 \AD)]

+ x + I .+ ’ I .+
.) . ) = X . . A) = z . 8, A,
(car w (A} Ey(nA-ir la)) I x; U (8, An) i x; U (85 A7)

puisque pour B 5331\ on a GJ; B=9¢ si j£N0).
eqe + -
En utilisant uy(A) =y; uy(Ai) + (l-yi) uy(Ai)
et x,(y: M (A; \A7) + (I=y.) w (A7 \AD) 2 e.y!.u @ aa])
ivi FyMi oM i’ TyYi M R4 SR i |

+ -
' -
2 e.yp.uap W (A0 |

- ' = . - . . :
(ot y; = min (yi s 1 yl)) on obtient

Ey(nz [a) =

> [uy(A) 7! [yiuy(A;)EY (n: . IA;) + (1-yi)uy(A;)Ey(nZT IA;) +e.y! |uy(A*i') -y (A;) |1
1 1

+ + _ - - , o -
> e Yiuy(Ai)logy.uy(Ai) + (1 Yi)uy(Ai)logy'uy(A-) + YilHy(Ai) uy(Ai)l

TiMy A + (1=y;)u (AD)
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. . ~ - P + -
(ceci en appliquant 1'hypothé&se de récurrence aux événements Ai et Ai de

631&\{1})

+ -

d'aprés le lemme 4, puisque y'= inf [min (yi R l-yi)] < yi .
jel

Démonstration du lemme 4 : on suppose par exemple que 0<B<a

I1 suffit alors de montrer que la fonction fa définie sur ]0,a] par
fa(B) = [xa + (l-x)BJ-l.[xa.logya+ (l-x)B.logyB+x'(0L-B)] - log [xo+ (1=-x)R]
est positive.

1

- '
I‘og},) x')

or  £,(B) = [xa+ (=0T [(xa + (1-%)8) ((1-x) (Log B +

] =-x
[xa + (1-x)B] Log y

- (1=x)(xa logya + (1=-x)8B logyB +x'"(=B))] -
- Log B
(rappellons que logyB -I-Eg—-y-)

(1-x) [xa + (1-x) 8]
Log vy

x'ol

[xa + (1-x) sz.[x(l-x)a.logy(é) +

1 =-x
[xa + (1=x)B] Log y

[xa + (l-x)B]—z.[x(l-x)a.logy(-g-) - x'al

x'o.[xa + (l-x)B]-z.[(l-x') 1ogy(-g) - 1]

. . T=x"
f& s'annule donc en un unique point de 10,al : Bo =0.y
1
' 1 l-x'
(0 < 1-x <1 ==> ] <qmyp<+® ==> 0<y <y <1)

de plus £ (B) >0 sur 10,B,(
u —> log_u étant décroissante
£1(8) <0 sur 18,0l v

. - ' x' x'
Bl_:;nz) fa(B) — [xa logya-l-x ol logy(xa) = 1ogyx 2 = 1ogx,x 20
8>0
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4

(car y <x' ==> 1ogy Slogx, sur 10,1])

]

1)
et X_ - 1°gxx' = L -— m
X X

0 si x=x' i.e. si xs-%-

lI=x _ Log x - (1-x) Log(l=x) - x Log x S . 1
x Tog(l-x) X Log(1-x) 20 si x 295

-1
fa(a) = a .o logya logya = 0

donc fa est positive sur 10,al, ce qui prouve le lemme.

Démonstration du lemme 5.

Soient 0<a<B<l et g§e.b, donc il existe A et Be’Bg positifs tedls que
S = A\B.

. I + E - I E
¥iel Gi ACEi et 61._ BCEi donc 61’. AnGi B=¢

et <s§ S = (6% AnS) u (cli': B ns)
done X = X E( + X B]
sl s S LsTa 6
1 1 1

d'ol pour weS nls:(m)s pX XX = I x .X + I x.
1€l GiS iel

= my (W) + ny(w)

done ¥t elo,B] 1 ().E (a5 [S) = u (8).E (n} +nf|5) < B (my + 03

B

B
utx(S)dt < I utx(S).EtX(nSIS)dt < E‘tx(A) +utx(B)]a <2

B
===> Inf E_ (n IS) I
tx''S . a

tela,B]

1'avant derniére inégalité résultant du lemme 2, A et B &tant positifs et dans
Py -

Démonstration du lemme 7.

Appliquons le lemme 5 aux &vénements Ai A et Ai A, qui sont dans & d'aprés
le lemme 6.
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Fael l[ f]-au (Al]iA) dt s 2¢[ Inf E._ (¥ lAlléA)]- (1)
"2 o tx t e [a,1=a]

p.4 I I -1 X I I
E__(n l A = [u_(aA] z E__(n A, . A).u__(A; . A)
tx Ai A Ak tx Ak ISil<...<i tx AEA 11"”1k tx 11""1k
k
oi AL . A = {weA / S.(w) A <==> ief{i ,...,i }}
Liseeesly i 1 k
(ou encore = {weA / Cy(w) = {il""’ik}})
b4 I X I
E_ (n Ay 5eees:A) = E_ (n A, . A)
=g alh eI CAL Epreeely
ll’.'.’lk
car sur A? . A les variables n’ et n" coincident puis-
1.5000yl I I
1 k AkA A, . A
Liseeeniy
. I,,I I, I
que ¥ i el si(Ail,..,ikA) 6i(AkA)
S, (w) £AIA ===> 5. (w) ¢Al . A
i k i Liseeeniy
(en effet ¥ u)eA¥ . A et
l ’Q..’
1 x I .
Si(00 eAkA === Si(uD eAil""’ikA
"la lére implication résultant simplement de 1'inclusion Ai i A CA§A, et la
1°°°°7k
w SSi(uD
seconde du fait que ou donc, W —> CA(uD étant décroissante sur A
wzsi(w)
positif, ou ; ces 2 ensembles sont donc égaux si de méme cardinal).
C, (W) =C, (5, (w))
Utilisons le lemme 3 (pour les Ai . A non vides);on obtient :

poeeesiy
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X

I ~
Etx(n I AkA) e, log(tx),n oi 1 Max utx(GiA)
AkA 1€l
t el0,1]
I ~ .
(chaque utx(Ai],...,ikA) étant majoré par utx(GiIA) donc par n)

on rappelle la notation (tx)' = inf Emin(txi,l-txi)]
iel

¥ telo,l-a] (tx)' 2a.e car ¥ iel a.c stx, Sl-a<l-o.e (si esl)
(x a été fixé tel que Sup x; =1 et Inf X, 2€)

donc Et (nx

xAlfA

I
’AkA) 2e, 1°gaen ¥ tela,l1-0] (uel0,1] —> logun

étant croissante)

o> Inf E_(o* AIA) 2 €.log, n donc en reportant cette inégalité
tx" I k oe
t e [a,1-0] A A
l1-a 1 -1
dans la relation (1) : [a utx(AkA) dt s 2[e. 1°gaen ]

3 ~ - - *
En raisonnant de la méme fagon avec les &vénements aEa (k eN), on

k
1-q E -1
obtiendrait L‘ utx(AkA) dt < 2[e. logaen ]
1-a - .
et finalement f U, (A A) dt < 4[e.log _nl ¥ keN.
a tx 'k ae
- . _1
- . LK) - . - —_— =
On peut en déduire 1'inégalité [a utx(é'A) dt < = [logazn]

I-a
En effet, posons wy =€ I utx(AkA) dt, la suite (“k)kzl vérifie :
o

¥keN w, S 4 [log,.n 77!

w et =0 o 1=-0.
Zkou = EZI I k.u__ (45 A)dE sf z (x, +..+x. du__(A, .+ A)dt
k=1 K o k=I ex @ 1€i,<...<i 4 e

I=-a
- Xy - q1=a
fa Etx(nA, dt [utx(A)_‘a <1
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2 . 1 2
alors kfl u sS4 Elogaen ] car si on note ko = [-2- (logaen) 1
(C+] désignant ici la partie entiére)
© ka © 1 © K
T a I + z <k x4[log. nl + z
el B pap K ke _+1 R ae ke _+1 T
-1 -1 -1
2 2
< 2[10ga€n] + 2[10ga€n] = 4ﬁloga€n]
I=a 4 -z
] S JR. .4 -te
c'est-3~-dire I utx(GA) dt < = [logasn ]

o

Démonstration du théoréme.

Soit €>0 donné; x ¢ [O,IJL vérifiant Sup x, = 1 et Inf x. 2 ¢
. ‘ s ielL * ielL '

Soit A€ \)3?: événement positif.

La fonction t e[0,1] —> utx(A) est alors croissante (sa dérivée est E(n:)

d'aprés lemme 2).

Soit t_ = inf {t el0,1] / Moy (8) ¢}

(on suppose que {t ¢[0,1] /utx(A) 2c} # @; sinon l'existence de te A vérifiant
y
la conclusion du théoréme est immédiate : tx AS 1 convient, et ceci ¥ n).
?
t°+l
ler cas : t:o >1=2¢ alors le théoréme est vérifié (¥ n) avec tx AT 5
b
2éme cas : t, s 1-2¢ on applique alors le lemme 7 avec & = %
1 1
3n >0/ n< > i[lo ]-i<-€-5 (car 1lim i[10 ]-E=O)
o n<n, € Bae" 2 n+0 € Bae"
alors, si A désigne la mesure de Lebesgue sur [0,1] :
A({t €[0,11 /u__(8TA) 254}) et [° ()t <=+ £=¢  (slacea
€LY Hex :4' o Mex 2 2 )
4
donc 3 tx’Ae[to,to-t-e] / My _x(6A) <eg .

X,A
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Comme d'autre part M, x(A) 2¢ puisque t. 2t , la proposition s'applique

x,A° »A

(A) 21-€ donc par monotonie de u‘tx(A) on a bien :

et u(tx +£)

»A

< -
t tx,A € == tsto ===> utx(A) <€

et

tatx’A+e > utx(A) 21l=-€

ceci dés que Ae@y est positif et vérifie n = Max Moo @(Si A) <N
iel
t e[0,1]

pius 0, est indépendant du choix de x varifiant Sup X, = 1 et Inf x; 2 €
iel iel

n, de dépend que de €. Ceci achéve la démonstration du théoréme.

IT PERCOLATION DES LIAISONS DU RESEAU Zz AVEC PROBABILITE DEPENDANT DU LIEN

DE FACON PERIODIQUE ET SYMETRIQUE PAR RAPPORT AUX AXES.

A -~ Définitions et notationms.

Soient L 1'ensemble des liens du réseau Zz, Ll (resp. L2) 1'ensemble

des liens horizontaux (resp. verticaux), c'est 3 dire paralléles i 1'axe 0x,

2

(resp. Oxz) de Z~, et L* 1'ensemble des liens du réseau dual de ZZ, @z + %)2.

. . x . . . * . .
Pour tout 1ie€L on notera i son lien dual : unique lien de L qui coupe 1i.

On considére l'espace = {-I, +1}L et on utilise les notations du chapi=-
tre I : en particulier  est muni de la tribu 53 engendrée par les &vénements
Eﬁ , keL. Les éléments de 2 sont appelés configurations, et un lien i est dit
ouvert (resp. fermé) dans la configuration w si et seulement si w(i) = +I

(resp. w(i) = =1), (Fig. 1 donne un exemple de configuration).

" Sur Q on s'int8resse aux mesures de probabilité up ol pe [0,1]L est
périodique et symétrique par rapport 3 2 axes X, =a et x, =b, avec a,beZ u @& +%)
(ceci signifie qu'il existe un entier K>O tel que
désigne la translation de

¥iel P; = P, ol t(x

., =P .
(K,0) (1) t(O,K) (1) ]:xz)
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vecteur (x,,x,), pour (x,,X,) eR2 et que ¥ ielL p, =0p =p ol
1272 1°72 i sl(’) 82(.)
a't bt
s; et si sont les symétries orthogonales par rapport aux axes X =a et X, =b,

Ces notations seront utilis@es tout au long de ce chapitre pour désigner les trans—
lations et les symétries d'axes horizontaux ou verticaux).

L'ensemble des telles distributions p pour une période donnée K est noté @K.

*
A tout p e[O,l]L on associe p* e[O,l]L défini par : ¥ iel p;* = l-pi.

On appelle chaine, ou chemin, une suite (vo’il’vl’iZ’“"in’vn) finie ol pour
. 2 . .

tout jef{l,...,n} v.eZ° et i.elL avee 1i. = [v. v.].
Tetlorees i i j =173

Une chaine (vo,...,vn) telle que v,= v, est appelée boucle,

Une partie L' de L est dite connexe si la réunion de ses &léments (considérés

comme segments dans Rz) est connexe.

Si we on dit qu'um chemin (resp.une boucle) est ouvert dans w s'il est dans

w (+1).
On appelle amas de w 1les composantes connexes de w‘l(ﬂ).

Oh s'intéresse 3 1'événement A = {weQ / w a un amas infini}.
- . - L
A”eﬂw donc d'aprés la loi zéro-un : ¥ p ¢[0,1] up(Aw) e{o,1}.

Le probléme est de déterminer les &léments p de @K pour lesquels up(Aw) = 1,

%*
Remarque : Soit S 1'application { —> Q"= {-1 ,+1}L qui associe 3 wef

sa configuration duale w*, qui est 1'&lément de Q* défini par :

. x . .
¥iel w*(i*) = - (i) (c'est=d-dire i ouvert <===> | fermé).

* . .
S envoie la mesure | sur la mesure U _ = I v . Sur  qui, en 1iden-
P P iel p *
i

tifiant L* 2 L par la translation de vecteur (-;-,-é—), s'identifie 3 une mesure
U~ avec 55[0,1]1'.

P

De plus, si p e?K on a aussi p E@K'

~

p sera appelée répartition duale de p.
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- . . . 2 .
(Ce résultat est particulier au réseau Z, qui est son propre dual; pour un
- * . -~
autre réseau, non auto-dual, p et p ne varient pas dans le méme ensemble).
* *
On appellera *-amas de ® les amas de ® dans L (composantes connexes

de o —1(4-1) dans L*); on parlera aussi d'amas dual.

B - Enoncé des résultats.

Le résultat qu'on se propose de démontrer est le suivant :

Théoréme 2 : pour tout p dans SDK vérifiant Min p; >0 et Max P; = 1
iel iel

il existe tp e[0,1] tel que pour tout tel[0,1]:

t <t =ma> U (Am)ao et H_(A) =1
P tp t';,

t>t = A) =1 t A =0
p “cp( ) e ut,;( ")

de plus si tp<1 ou si tp=l et Max pi<l alors My P(Am)ao ou

iel )
W (a) =o0.

t
pP

Ce théoréme s'étend ensuite par densité 3 1'adhérence

de U ‘:53 dans
K eN* K

est 1'ensemble des

D D

[O,l]L muni de la norme de la convergence uniforme :
€léments de [O,l]L qui sont limites périodiques (i.e limites uniforme d'&lé-
ments périodiques) et symétriques par rapport 3 2 axes X, =a et x2=b
a,beZu@+ 5.

On déduit alors du théoréme 2 :

Corollaire : pour tout p dans J° vérifiant Inf p; >0 et Sup p; =1
iel iel

il existe tp e[0,11 tel que pour tout ¢t e[0,1] :

t <t ==> u (A) =0 et u_(a) =1
P tp &

t>t ==> py (A)=1 e p_(4)=0
P tp o

[ On ne peut rien dire ici en tp 1.
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Remarques :

a) Ce théoréme signifie que dans chaque direction de {Fk (non située dans un
hyperplan frontiére p; = 0) il existe une valeur critique commune pour 1l'exis-
tence presque sire d'un amas infini et celle d'un amas dual infini. Autrement dit,
il existe un domaine critique (de mesure de Lebesgue nulle dans QPK identifié
une partie de [0,1]2K2) qui sépare les domaines d'existence presque siixre de ces

2 types d'amas.

b) Le *héoréme n'est pas vrai sur [O,IJL tout entier, ni sur aucun ensemble de
directions de [O,IJL dont la réunion n'est pas négligeable pour la mesure
u= T A ()X étant la mesure de Lebesgue sur [0,1]).

iel
On peut en effet montrer que {p e[O,IJL / up(Au) = 1} est u-négligeable;
donc {p e[O,l]L / us(Au) = 1} 1'est aussi (p —> P conservant la mesure u);
est donc aussi p~négligeable toute partie de EO,IJL contenue dans la réunion
de ces 2 domaines et d'un troisiéme domaine (critique) p—-négligeable (car ne con-
tenant qu'un point dans chaque direction).
L'idée, pour prouver que uip e[o,le / up(Au) = ]} = 0, est que tirer au hasard
(avec la loi u) p dans [O,IJL, puis w dans § suivant up, se raméne 3 une

-

seule opération, qui consiste 3 tirer au hasard ®w dans § avec la loi

M (@(i) = +1) = A([0,p; D)
En effet u_ peut &tre définie par P
P ‘ les w(i), 1 €L sont des variables up-indé—

pendantes

On se place donc sur ([O,IJZL, H®u= 1T A®A) et a tout Elément (Pi’xi)

iel 1el

de cet espace on fait correspondre la configuration :

) = (wfi?)isL telle que w(i) = +1 si x; Sp; et w(i) = -1 si x; >p,.

Alors w suit la loi u 1 (car les w(i) sont des variables indépendantes et
)
2 1
A® ) (xi5pi) = 5-).
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. 1 _ - . .
Or on sait que 7 est la valeur critique pour le modéle de percolation des liens

dans ZZ d un paramétre, et que ul(Aw) = 0. (cf. (3D

2

Donc U ® U -presque slirement ® ne posséde pas d'amas infini.

Donc W ~-presque sirement up(Am) = 0.

(car si un événement A d'un espace produit El XEZ est Vv, ® Vy négligeable,
pour V., mesure sur Ei’ alors pour V;~presque tout élément %y de El on a

\)Z{xz €Ey / (x,%,) €A} = 0).
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C - Démonstrations.

Le théoréme 2 se démontre en 2 &tapes : la premiére donne un résultat de
disjonction des domaines d'existence presque siire de chacun des 2 types d'amas

infinis, et la seconde un résultat de complémentarité (au domaine critique prés).

Plus précisément, on montre :

1) ¥p e{‘PK vérifiant Min P; >0 et Max P; <1 ona

i eL] 1 eLl
up(Aw) =0 ou uE(AQ) = 0 (généralisation [5] Théoréme 1).
2) ¥p e@K vérifiant Min P; >0 et Max p; = 1, il existe, sur le
iel iel

segment {tp, t €[0,1]}, au maximum un point £, tel que utp(Aoo) =0 et

u~(Aw) = 0.

tp
Démonstration du 1) : soit p eg‘)K; on veut pour simplifier les calculs, ramener
les axes de symétrie de p, X, =a et x2=b, 3 coincider avec les axes Ox1 et
0x2.

Quatre cas de figures peuvent se présenter, selon que a et b appartiennent &
Z ouida Z+ -%-; dans chacun des cas on améne l'origine au point (a,b) par trans-

lation, et 1'on obtient ainsi un nouveau réseau :

1°¥ cas : aeZ et beZ —> réseau Zz d'ensemble de liens L(1) =L

2%me a5 a eZ et beZ + -;- —> réseau ZX@Z+ —;—) d'ensemble de liens L(2)
3éme cas : aeZ + -%- et beZ —> réseau @+ %—) XZ d'ensemble de liens L(3)
4éme cas : aeZ + -;— et bez + -;- —> réseau &+ —;—)2 d'ensemble de liens L(45

e g P, ‘ i eau résea
Alors, en considérant p comme élément de [O,ll{hen du nouveau u}

(wl (W2 (O3 @4 ~
‘SKU\;KU\SKU‘)K (:SDK

, P varie
dans

G)E = {pe [O,IJL(I) / p est périodique de période K et symétrique par rapport i

OxI et Oxz}.
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* . .. . . .
De plus p —> p établit une bijection entre ‘ et (SD s ainsi qu'entre

('32 (’3,)3

Pour tout (L,M) eNz on définit les rectangles dans ’R2 :

.

L, - [MK,MK] x [-IK, LK] (voir Fig. 2)
Aéfg{ = [-MK, MK] x [=(LK +—;-) , LK +-%—]
AI(‘% = [0+ ,MK+5] x [-IK, IX]
AI(.fgI = [-(MK-«-—;) ,MK+-%-] X [-(LK+%—) ,LK+%]

ainsi que les é&vénements suivants de Q(l) = {-1, +l}L(1) (i=1,...,4)

AI(.II?;—) = {weﬂ(l) / il existe un chemn ouvert inclus dans Aélb){ et
’
dont une extr@mité est sur le cGté gauche de Al(.ll?t et l'autre
sur le cOté droit}
AI(‘131$ = {weﬂ(l) / il existe un chemin ouvert contenu dans Aélgi et
9
ayant une extr@mité sur le coté inférieur de Aélp)/[ et 1l'autre

sur le cOté& supérieur)}.

o,

Enfin on pose, pour p e@éi) RL (p) = u ( (1)< ) et RI?,M (p) = u ( (1)$)

I1 est immédiat que 1l'on a les propriétés suivantes de monotonie des A]Ell)d et
?
donc des RL (p) en fonctionde L et M :
M

AI(.1)<_>(p)’ et donc RE—>(p), croit avec L et décroit avec M
M oM

A‘L(.tb)d:t (p), et donc RL?M (p), croit avec M et décroilt avec L.
On va maintenant &tablir des in&galités qui généralisent les inégalités &tablies par
Russo dans [6] (pour la percolation de sites avec un seul paramétre p); la premiére est
un résultat géométrique &lémentaire basé sur la dualité, les 2 suivantes é&tant con-—
séquence de 1'inégalité F.K.G. et constituant le seui point de la démonstration ol

intervienne la symétrie (voir la remarque@qui suit la démonstration du théoréme).
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Pour tout (L,M) eN2 et pour tout p E@K

(1 sz;f(p) + RL:},’M G 2 1

B @) 2 RL?M ®7 - E - i-x (p>]" . E - /1 -R.:j(p)]s
L RﬁM(p) 2 RS @ E— Vi -R{j@)]" . E- / 'R'?,M (p)]8

(2)

(1) résulte du fait que, si pour tout rectangle [-a,+a]lx[-b,+b] 2a,beZu@ +-:l§-)
1

2
le complémentaire de (1)< dans Q(l) (i=1,.4.,4) est l'événement :
M

on note ([-a,+a]x [-b,+b])* le rectangle [-a +-;- , a-—;-] X [-b=%,b +-‘2-] , alors

i . . * . . i) % -
{w sﬂ(l) /il existe dans ® un chemin ouvert inclus dans A (1) ayant une extré-

L,M
(i)
AL,M

et, par des propriétés de monotonie analogues 3 celles qui précédent, cet &vénement

5-1)
oM

chacun des cas i = 1,...,4 éue le rectangle A

mité sur le coté inférieur de et 1l'autre sur son cdté supérieur}

$) (rappelons que S : w —> w*), car on vérifie dans

(i) *
L,M

est contenu dans S-l(AI(‘

est "moins large et plus haut"
(5-1)

que AL,M .

(i) <>

-1, (5~1)
Donc up(AL,M ) + up[S (A.L’ $)] 2 1

qui n'est autre que la relation (1) (voir la remgrque du II A).



- 86 -

h
- T i
—~ 7 t
<L t
b e — - 1
r.u L“
X /
%L [PV AR SR Y A X
y \w
Y
2l \l\ \
A A
A 1 / /

SMK+A

1= 3 ou A

T4 ou 2

T

3

by

ey
~ = T
H.A nllll Pv..nm

N 1

4
I
!

/| ) V4
x \\
W /
W A7

117 .

/ /
)m\
od
<

=

Fia 3

(a3 ouwh

Y KN
< ,./ / /
= a..t/%ou/!.;/r:.
N SIS
M. \ \M/ ///
&\v
L
S ) ////4// o
NN NN
N N\ M
N
N

V%
7
e

X/

M

wt

g}

e e o —

M

b — et

1)
AL
/:
!
i
!

R
/
/|

iV
4

AL

=3 ou §

L, 3M

3

e — — - — o]

- ———

il

‘ M
|~4 °U2

¢, 3™

e

Wt



- 87 -

(2) est basé sur des arguments géométriques et sur les inégalités F.K.G. (voir
[1] et [2]) @énoncées et utilisdes ici dans le cas particulier de probabilités de

Bernoulli.

Inégalité F.K.G. : pour tout x dans [O,IJL

" tous deux positifs

pour tous A,B dans (9)5;/ événements ou

tous deux de complé-
mentaire positif

ona u (AnB) 2 u (4) * u (B)

3 ' I3
On considére maintenant le rectangle Aﬁli déduit de .Aélg par la translation
9’ ’
F(MK,0)°
. : 2N\!
On note A(l; le rectangle .A£1; ] Aé1; (voir Fig.3)
L,2 ? 9’

(i)'

L.y S@ partie supé-
9

a, a et ap désignent respectivement le cdté gauche de A

rieure, et sa partie inférieure; plus précisément :

a, = ({0} xm,) nat) ag = ({0}xe) nA{D) et a=a ua,

Par analogie avec les notations déji introduites, on note :

A(lgé-> = {u)eﬂ(l) / 11 existe dans w un chemin ouvert inclus dans A(lg
ayant une extrémité& sur le coté gauche de A(lg et l'autre sur
L,
le cBté droit}. 2
R, (p) = u (A(l)<->) pour p egb(l)
3 o) 3 K
L,2 L’EM

Remarque : Désormais le mot "chemin" signifiera toujours '"chemin auto-é&vitant"

(un chemin auto—é&vitant &tant une suite (vo,i],vl,...,i ,vn) finie de points

n

(vj) et de liens (ij) telle que ¥ je{l,...,n} ij = [vj_l ,vj]

et vV ,V,s...,v _, sont 2 3 2 distincts).
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Cela ne change rien pour la définition des A{l; puisque de tout chemin reliant
9

2 parties du plan on peut extraire un chemin auto-é&vitant reliant ces 2 parties.
Cette restriction est nécessaire pour pouvoir définir (voir ci-dessous) la notion
de "chemin le plus bas" (qui ne serait pas unique dans tous les cas puisqu'une

boucle peut &tre orientée de 2 fagoms).

C désigne l'ensemble des chemins joignant dans ‘Aﬁlé un point du cdté gauche de
”

-

Aélg i un point de son cdté& droit.
bl

Si ceC, 2 désigne la derniére intersection de ¢ (ordonné du cGté gauche de
A(i)

apz . 1 az . 2 L.
LM au coté droit) avec a (¢ considéré comme la partie de R" réunion de ses
’

. r . s . . s . a
liens) et ¢ est le chemin constitué des points et liens de ¢ & partir de c¢

(i), r'

jusqu'd 1l'extrémité de c¢ situde sur le co6té droit de A ¢ est le chemin
Jusq

LM’

symétrique de et par rapport 3 la droite x, = MK,

On note aussi : Cp = {cec/ ca'eaz}

On considére les événements suivants : pour tout chemin c¢ de G,
E, = {u)eQ(l) /¢ est le chemin de C ouvert le plus bas dans w}
le sens de "chemin le plus bas" &tant donné par ce qui suit :

C est muni de la relation d'ordre partiel : c <c' <===> A(c) 2A(c"),

(1)

L.M® i.e. la
b

ol A(c) est la partie de A{lé située "au-dessus" de c¢ dans A

réunion dans ZRZ des composantes connexes de Aélg
. bl

(1)

L,M°

On montre que toute partie non vide C' de C admet un plus petit &lément, appelé

\C qui rencontrent le cOté

supérieur de A

chemin le plus bas de C'; ce qui est ici utilisé avec C' l'ensemble des chemins

de C ouverts dans w.
On considérera les é&vénements suivants : pour tout c¢ dans C,

: 2y '
Fc = {wesQ(l) / il existe dans A{li n A(cr vef ) un chemin commengant sur le
bl

(i)'

. . r
LM et finissant sur c }

coté supérieur de A
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] 2\ !
(ici, par abus de notation, A(cr uet ) désigne la partie de A(l) , et non de
L,M
. 1

1\1(‘]})'1 , située au—-dessus de e uet ).

t]

c= U (Ec nFc) ¢'= UJ ({weQ/c est ouvert dans w} nFc)

ce€ CJL ce CSZ,

» 2\ .
Hu (resp. HQ,) = {w eﬂ(l) / il existe dans Aélh){ un chemin commengant sur a,
3

T\t
(resp. al) et finissant sur le cGté droit de A{lh),l }
)

A(1.2,‘<--->
L,-iM

I1 est facile de voir que 2G'n H (voir Fig. 3)

Donc par 1'inégalitd F.K.G., puisque G' et Hu sont des événements positifs :

(i)

si Pedy

<_-> l o [ ] = L]
R 3 ® =z W@ u) 2 up(G) M (Hy) z W (E, nF.) up(Hu)
L,=M ceC
2 2
(la 2°™® inégalité provenant de : .6 € G')
Oor Ec et Fc sont up-indépendants puisque Ec dépend des w(i) pour les liens

i situés sur c¢ ou au-dessous de c¢ dans AI(,II)'I (en effet on montre facilement
>

que :

Ec = {w eﬂ(l) / c est ouvert dans w et il n'existe aucun chemin de C ouvert

dans w et situé au-dessus de cl})

>
Donc R ® 2 I W(E) - u(F) e u(H) (a)
L,-32-M c eCl p ¢ p ¢ pu

En utilisant 3 nouveau 1'inégalité F.K.G., ainsi que les propriété@s de symétrie
de U_ :
P

l—R;:;)(p) = u (@ \A&g:—)) = WI@\E) n(@\E)] 2 u @ \Hu]2 = [1 _up(Hu)]z

(Hu et Hy sont des événements positifs de méme probabilité et de réunion &gale
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(1)<—>

3 AyT) d'od l'on déduit W (H) 2 1-/1—3{]’(;;) (b)

De la méme fagon on obtient p(Y E) 2 1~ l'-Rf_—>(p) (c)
P ceCz ¢ M

et pour tout c¢ eCz up(Fc) 2 1 - /l-RéEM(p) (d)

(Pour cette derniére inégalité, c'est la symétrie de u_ par rapport 3 1l'axe
& %

Oxz, couplée avec l'invariance par les translations multiples de K, qui intervient :

. . . . r r'
si Fé = {weQ / il existe un chemin ouvert dans  contenu dans A(c” uc™ ),

2! '
P 2 s i - r r
commengant sur le cOté supérieur de A{ & et finissant sur ¢ uc }

»

tuv
"PQ
&
..

: EONS
F. M tok,0) LM )

1= RLj;M(p)

] SR ] : -0- 2
up(fz \Ar N ) 2 My (Q\F)) up[(sz \F ) 0 (@\ s (F))I = [1 My (F)1
6& 1'on rappelle que s&K désigne la symétrie d'axe X, = MK).

Reportées dans l'inégalité (a), les inégalités (b), (¢), (d) donnent donc :

R, () 2 [ - A-R? @1+ 01 = 1= (7

3 M M
L,in 9 k]
te = {té F.K.G. d - <> . s > .
L'inégalité F.K.G. va alors permettre de passer & RL,ZM(p) puis 3 RL,BM(p)
- Vo= .= > 1: o> 2
elle entraine en effet- 1'inégalité : RL 2M(p) 2 RL M(p) *« R 3 (p)
’ ’ L,=M
2

puisqu'il suffit, pour avoir un chemin ouvert de gauche & droite dans le rectangle

(i)
tor,0) M,

un chemin ouvert de gauche 3 droite dans A(lg
L,Eil
d'avoir un chemin ouvert de gauche 3 droite dans t(MK 0) (A(lg )
’ L,sM
(i) 2

.et_un chemin ouvert de haut en bas dans AL M
’
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(voir fig. 4) ceci aussi bien pour i=1,2 ou 1i=3,4.

(L'invariance de u_ par ¢t intervient ici encore une fois).
P (MK,0)

Par un argument analogue : (voir Fig. 5)

i x <> 4

REw® 2 R @) R’ oz R @ R o)

8
2 R}M @3- 0- I-RL:EM @ - 0- N-r. )]
qui est 1'inégalité recherchée.

Viz aiez T <=>, 3, AR 4 _A-T 8

L'inégalité R3L,M(p) 2 RL,M () ¢ 0O 1 R.L’M (p)] L1 1 Ry (p)1]

n'est autre que 1'inégalité précédente appliquée 3 la répartition p' symétrique de

p par rapport 3 la diagonale x; =x, et avec M,L) au lieu de (L,M)
<> 4y 2rd T 1y o g

(car Ry \(p") Ry (p) et Ry (') = Ry ;" (P))

(2) est donc démontré.

La démonstration de 1) va consister 3 généraliser 3 p eSDK 1'argument de Russo
(cf. [5]), c'est-3-dire montrer que up-presque sirement ou U _-presque siirement,
1'origine est entourée d'une infinité de boucles ouvertes disjointes (sous les
hypothéses Min p, >0 et Max p., < 1).

. i . i

1elL i1el

1 1

On introduit pour cela, pour L,M dans N, les "couronmes" : (voir fig. 6)

1 -2
&I(,,\){ = {(x;,x) €R"/MK < |x,| 3 MK et IK < [x,| <3 LK}

g 2 1 :
81(331 = {(xl,xz) eR™ /MK < lxll <S3MK et LK- -i-s Ile < 3 LK+ .2..}

g (3

Ly = {(xl,xz) eRZ/MK-

N —

s|x1|s3m<+% et LK < [x,| <3 LK}

L.t LK-—l-slx

8(4) = {(x,xy) R’ /MK - %S lxll S3IMK+ 3 7

L,M o

1
< 31K+ E}
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et les événements de Q(l) = {-1 ,+1}L(l) (i=1,...,4) :

BI(,II)'I = {w eQ(l) / il existe dans {3{1& une boucle ouverte entourant l'origine}.
9 b}

M) i . (1)
pour p €J .7, on note : CL,M(p) up(BL,M)'

Vs 2 124z 'e . .
Alors, par/l inégalité F.K.G., l'invariance de up par les translations t(ZMK,O)

et t(O LK) ° et 1'inclusion (résultant de considérations géométriques) :
t4

(1) (1) <> (1) —>
Bpm 2 Lo,eomxy @ram 230 Lo iy Gpom )

@ Ty,

()
0 g0y A Tyia € a0y Borou

3L,M

on obtient pour tout (L,M) eN% et pour tout p dans @K :

Coom @) 2 ERTT,;: (® - R3I:,[,M ®1°

donc, en utilisant les inégalités (2) et 1'inégalité : 1 = V1 -u 2 -;-u (¥ uel0,1])

1,48

on trouve CL,M (p) 2 (-2—) . [Rf:;r(p) . PI?M ()] 30 (3)

Pour obtenir presque siirement une infinit& de boucles ouvertes disjointes autour
de 0, il suffit d'avoir presque sirement une infinité de couples (L,M) d'en-

(1)

tiers tels que les couronnes éq (1) soient 2 3 2 disjointes et que les
L,M L,M

soient réalisés.

Cela sera conséquence du lemme de Borel-Cantelli si l'on peut minorer par une

constante strictement positive tous les (p), ou bien tous les CL M(fa'), pour
?

c
L,M
les couples - (IL,M)- d'une suite infinie.
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Dans le cas od tous les p; sont égaux, donc ol R;-I>(p) = RL L (p) et
b 14

T

<—>, % * . . .
RL,L (p) = R‘L,L (), CL,L(p) est alors minoré en fonction uniquement de

P{:>(p)', et 1'inégalité (1) empéche que l'on ait 3 la fois lim REI>(p) =0
L+

et lim RS
. RL

" =o0

d'od CL L (p) 2 a pour une infinité d'entiers L et une constante >0
t 2

. * [ » 3 - »
ou bien CL L (p ) 2o pour une infinité d'entiers L et une constante o >0
b

Ceci reste vrai dans le cas ol p est symétrique par rapport 3 la diagonale

= <> = $ . . a s
X, =%, (on a alors encore R‘L,L (p) RL,L (p) ; remarque : nécessairement

! Wb
peSK ou ‘>K)’

Mais si n'est pas symétrique par rapport 3 x, =x,, il n'est pas exclu 3
P P P | =%

priori que l'on ait : 1lim RE—;>(p) =0 et lim RL$L (p) = 1, done par (1)
L0 ’ L+ ’

lim RE_I?)(p*) = 0 auquel cas RLQ—L.>(p) ° RL:EL (p) et R;_;:)(p*) o RL:tL )
Lﬁ'm ? ? ? }4 9

tendent vers O quand L tend vers l'infini.

On va donc chercher 3 remplacer les carrés par des rectangles de proportions con-
T . <‘—> - $
venables pour que l'une des quantités RL,M (p) R‘L,M (p) ou

> ko F * .
RL,M () Revy (p’) reste éloignée de O.

On peut &tablir le résultat suivant :

Q)

Lemme 8 : si peJK vérifie Min p; >0 et Max p; <1, alors:

1.eL1 1eL]

il existe une application Mp de N dans lui-méme et un réel B>0

[B = —;—[Min p.:J ZK] tels que
. i
1eLl

(a) pour tout entier positif L B < RE-;)(L) (p) <1=8
b

P

(b) lim sup M (L) = + =
L >+ > P
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- s . <> <>
Pour démon é - .
r démontrer ce lemme, on étudie la différence R‘L,M (p) RL,M+1 (p)
Si on note D 1l'ensemble des sommets du réseau qui se trouvent sur le cdté droit

(1) . . .
du rectangle t(-K,O) (AL,M)’ on a : (voir Fig. 7)

(i) —> (i) . s P (i)
A'L,M-l-l 2 {we / 3 s €D, s est relié au cdté gauche de t(-K,O) (AL,M) par

. (1)
un chemin ouvert contenu dans £(-x,0) (AL,M)’ et [s, t2x,0) ()1

a tous ses liens ouverts}

donc si p e@éi) :

R:—,;:] (p) =2 z [up {w eQ(l) /S est l'ensemble des points de D reliés au
> : s €D ey
s#+0 cSté gauche de t (-K,0) (A{lﬁ) par un chemin ouvert de
bl t]

W contenu dans ce rectangle}

X up {w eQ(i) /4 s €S tel que [s, t(ZK,O) (s)] a tous ses

liens ouverts dans w} ]

. . (1)
(puisque les liens de [s, t(ZK,O) (s)] sont hors du rectangle t(—K,O) (AL,M) ).

(1) .
or up {we@ /4 ses, [s, t(ZK,O) (s)] a tous ses liens ouverts}
s
2 1-[1-in p)%) > 28
ieLl

donc RE-,_DZI (p) 2= 2B« M, (t(-K,O) ( (fb)4<—->)) = 28 o RE:;> (p)

(par invariance de l-lp par t(-K,O))

<> <> <>
et donc RL,M (p) R'L,M-l-l (p) s (1-2B) R'L,M (p) < 1-28.
Posons alors MP(L) = inf {MeN / R;—}?(p) < 1-8} pour tout LeN,
?
quantité qui est bien définie, et au moins &gale 3 1 (avec la convention

Rl,0 (® = 1), car 1'hypothése Max p, < 1 entraine lim RS (p) = 0
’ iEL] Mo+ k4
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[ en effet RE':;>(p)

l-up {w 69(1) /il existe un chemin ouvert dans w* et

contenu dans Aélgl qui relie les cOtés horizon-

taux de ce rectangle}
(voir Fig. 8)

<1 -up {w eﬂ(l) /il existe un segment vertical ouvert dans

* . . P . 1) *
W et quli relie les cotés horizontaux de Al(.l‘)I }
9l

2AK+2, MK

IA

{1 - (1 -Max p;) qui tend vers O quand M

ieL]

tend vers + o]

MP(L) vérifie pour tout L dans N :

> <G>

R'L<-:I‘;p(1.) (® = KL,MP(L)—I (p) - (1-28) =2 1 -B=(1-28) = B8

M (@L)y-120 et R§—> (p) >1 -8 par définition de la borne inférieure)
% ,MP(L)-I

On a donc bien pour tout L &N B s RL M (L) (p) s1-8

Pour vérifier la condition (b), supposons par l'absurde que 1lim sup M (L) < +
L >+ o

alors il existe MeN tel que : ¥ L N Mp(L) <M

c'est-3~dire : ¥ L €N RL (p) < RI. M ) (p) s1-8

ce qui est impossible si Min P; >0 car alors 1lim RE_}?(p) = ]
i €L, L+ ’

[ ecar R:’_M->(p) 2 up {w eqd) /il existe dans A(l) un segment horizontal

ouvert dans 301gnant les cOtés verticaux de AI(..II){}

(voir Fig. 9) 2LE+1

2"{IK-”] qui tend vers 1 quand L

2 1 - [1-Min p)
leL

tend vers 1'infini ].



- 97 -

On a donc montré que 1lim sup M (L) = +, et le lemme est prouvé.
L >+

Soit (L s M)

Dnen U suite d'entiers vérifiant : pour tout neN :

Mn = Mp (Ln)

L, > 3L, +1 et M > 3M_, +1

(i)

Les couronnes % M somt alors 2 3 2 disjointes.
’
Deux cas peuvent se présenter :

ler cas : il existe un réel &8 >0 et une sous-sulte nk’Mnk)k N de
(Lu M )n N tels que ¥ k eN RLx (p) 2 6.

o

1,48
alors ¥ keN C M ()2(2)

RS

(ceci en utilisant 1'indgalité (3))

(B~ 6]30 constante > O

Donc d'aprés le lemme de Borel-Cantelli, les év&nements I(. i) M étant indépen-
(1) nk &
dants puisque les couronnes EL M somt disjointes :
?

" M

U presque siirement une infinité de B(l)
P L .M

e e

sont réalisés,
Ceci entraine que uﬁ, a) =0

(car tout lien i* de L* est presque slirement entouré@ d'une boucle ouverte

dans L, donc 1'amas de w* contenant i* est nécessairement fini).

28me cas : lim RLI (p) = 0 alors d'aprés 1'inégalité (1) lim R:—; (P =1
n-=+o n’ n n--+o n?’
donc il existe un entier n_ tel que : ¥ n2n > ( *) p-] 1
o q b o RLn,M P 2

et comme d'autre part : ¥ neN R.L (p) S1-8
nMn

donc (toujours par 1'inégalité (1)) ¥ neN RL$ (p ) 2 B
n’ n
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on a donc, par l'inégalité (3)) ¥ nzn C (p*) 2 (-l-)48 . [-l- ] ]30 >0
o Ln,Mn 2 2

et par le méme argument que précédemment up Aa,) =0

La l&re partie du théoréme est ainsi démontré.

Démonstration du 2) : La méthode, analogue 3 celle utilisée par Russo dans [7]
2

- * * o L
pour démontrer la relation P. < l-pc pour la percolation de sites dans Z

avec probabilité indépendante du site, est basée d'ume part sur la loi zéro-un
approchée généralisée au cas de probabilités dépendant du site (voir chap. I),
et d'autre part sur le lemme suivant :

Lemme 9 : s'il existe deux entiers positifs L et M pour lesquels

——

<—> -4 I -4
By @ >1=57" et Ryl () > 1-5

alors up Ay =1

Ce lemme est démontré par Russo dans [6], dans le cas de la percolation de sites

avec un seul paramétre (pi ap pour tout liemn 1i).
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-

La démonstration consiste 3 se ramener 3 un probléme de percolation de sites 3 un

paramétre sur ZZ, puis & utiliser un argument de Peierls (dénombrement des boucles
de longueur donnée) pour obtenir une condition suffisante d'existence presque siire
d'un amas infini (en utilisant, comme on 1'a déjid fait, 1'équivalence entre : exis-
tence d'une infinit& de boucles duales ouvertes disjointes entourant O et inexis-

tence d'un amas infini).

Soient donc L et M deux entiers vérifiant R;—L—; (p) > 1—5_4 et
]

RL:I,:3M () >1-5"% (oa p est fixé pePM  ic(1,2,3,4h.

On considére pour tout j = (j’,jz) € Z2 1les rectangles :

) ey o 1) . .o .
A1) t(O,ZLK(j1+j2)) °t(2m<(jl-52),0) Ai,mg st 3*3, est pair
(i),. (1) . e s . .
A &) t(O,ZLK(jl-i-jz)) o t(mﬁx‘jz)’o) ABL,M si j +j, est impair

(voir Fig. 10)

. 2 . e s PR
Pour tout j € Z~ on note zj la fonction caractéristique de 1'é&vénement :

A(i) G) = {w en(l) / il existe dans ®w un chemin ouvert contenu dans A(l) (1

et reliant ses cdtés verticaux (resp. horizontaux)} si j1+j2 est pair
(resp. impair).

oma : ¥jez? b (2; (@) =0) < Max (I ENPAC l-RBEM(p)) -6 <5

On remarque que :
iy 2
(a) 1'application ¢ : 9(1) —_— (-1 ,-l-l}z

= 6w = (2z,(@) = 1), 2

est telle que :
w

¥ meﬂ(i) W a un amas infini «<=== ¢(w) a un amas infini

(On rappelle que pour la percolation de sites dans Zz, 2 points j et j' sont
dits voisins si et seulement si |j -ji| + |j2-jél = 1; et que le dual de ce
modéle est l'ensemble des points de z? avec la notion de voisinage suivante :

j et j'e 22 sont “=voisins si et seulement si Max (Ij,"J'” , |j2-jé|) = 1)
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(B) si j et j' vérifient Max (,jl-jil , ]jz—jél) > 1, les variables Z et
zj. sont indépendantes (car A(i)(j) et A(i) (i'") n'ont aucun lien en commun).
On peut donc diviser 22 en 4 sous-réseaux disjoints tels que les variables zj
correspondant d l'un quelconque de ces réseaux soient des variables indé&pendantes.
D'aprés (d) il suffit donc de montrer que ¢(w) a presque slrement un amas infini
(sous 1l'hypothése & <5-4).

Or ¢(w) a un amas infini si et seulement si il n'existe pas dans ¢(w) une infi-

nité de *-boucles fermées auto-évitantes entourant l'origine.
* - L4 . - o
(Une -boucle &tant une boucle pour le voisinage * dans ZZ, c'est 3 dire une
] . L . L 2 . L3 £l o
suite (JO,JI,...,Jn) de points de Z tels que Ig=1, et Ty dpe sont
*—voisins pour tout ke{0,...,n~1}.
(jo’jl"“’jn) est dite auto-évitante si les (jk’ij) k e {0,...,n~1} sont
les seuls couples de points de la boucle *~voisins).
3 * - .
D'autre part si £ est une -boucle auto-évitante entourant O

et si on note BR. = {msﬂ(i) /¥ jel zj(w) =0}

2| . 3 . .
< § ==
alors ”p(Bz) ) A car au moins -~ points de £ sont dans le méme des
4 sous-réseaux mentionnés en (B).
L'argument de Peierls consiste 3 majorer le nombre d'*boucles auto-é&vitantes de

longueur k donnée par kz.Sk : en effet chaque point de Zz

a 8 *~yoisins, donc
tout * chemin auto-&vitant. peut &tre prolongé de 7 fagons dont 5 seulement don-
nent encore un *-chemin auto-@vitant; d'autre part une *-boucle de longueur k

entourant O a au moins un point j tel que O Sjl’jz <k , point que l'on peut

choisir comme point initial; d'ol la valeur kz.Sk.

|=*

En conséquence : up (‘ ]k} Bz) < kz.Sk.v.'S4 pour tout keN
2| =k

donce up ({gBZ) < +»
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et par le lemme de Borel-Cantelli : presque sirement un nombre fini seulement
de By sont réalisés; donc ¢(w) a up presque siirement un amas infini, donc

up (o) =1 d'aprés (o).

En utilisant les inégalités (2) (et 1lim x3 (1 - V¥1 ---x]4 o [1 = V1 -y]8 = 1),
X,y > 1 )
X,y <1

on peut re—énoncer ce lemme sous la forme suivante :

Lemme 9 (bis) : il existe un réel a >0 tel que

s'il existe 2 entiers L et M positifs vérifiant RL<_;>(p) 21=-a
?
t T 2 1l=a
et Ry ()

alors up (A“’), s ]

Démontrons la 28me partie du théoréme par 1'absurde.

L6 I .4 .
Pe JK étant fixé tel que Min p. >0 et Max p. =1, on pose
jeL 3 jel ]

t

 =infle €l0,11/us (8 =0} . t,=1 si ¥ telo,1] uf.p(Aw)-l

P et par convention
=inf{t el0,1] “:p(Aoo)'l} t

La l&re partie du thé&oréme entrailne que t St2

(car tout point t, avec 0<t<l vérifie Min t_ >0 et Max t_<I1)
jer, Pj jen, Pj

t

2

=1 si ¥ tel0,1] utp(Am)-o

Supposons donc que t <t2 : alors ¥ te ]tl,tz[ utp(Aw) = uE'p(Am) =0

On pose to =

0<t:o <1 entraine Min tp: >0 et Max tp. <1 donc le lemme 8 peut
j eLl j eLl

s'appliquer a tp il existe B >0 et une application M, de N dams N

tels que : ¥ LeN B < R:_;>(L) (top) <1-8
)

et lim sup M (L) = +»
L >+ > °



- 103 -

On va maintenant démontrer que 1'hypothése t, <t, entraine que la loi zéro-un

approchée du chapitre I peut s'appliquer dans la direction p aux événements

AL(I;;—) et ATSLI)QI quand L et M tendent vers l'infini; plus précisément :
b4 ’
Lemme 10 : si tl <t2 alors 1lim Max ut [S. ¢ (l&(——>)] = 0
LM++o tel[0,1] P ’
jeL $
et  lim Max o 08, @) V)1 = 0
LM >+ te [0, 1] p J 4
jeL

On pourra en particulier (puisque 1lim sup M (L) = +) appliquer la loi zéro-un
L++ ° :E
_ . (i)<—> (1) :
approchée aux événements AL M (L) et AL M (L) pour une sulte (Ln)n €N
n’ o n n’o''n
telle que lim Ln = lim Mo(Ln) = 4+ @
e 3auad n-+o
La démonstration de ce lemme repose sur la caractérisation suivante des liens cri-

(1) <—>
M

té du lemme, la 28me en &tant conséquence, en remplagant p par son symétrique

tiques d'une configuration w pour (on ne démontrera que la l8re égali-

par rapport 3 la diagonale x, =x2).

(1) (i) <—>

jel est critique pour w et A.L M si et seulement si les 3 conditions
’ .

suivantes sont réalisées : (voir Fig. 11)

. . (i)
(1) 1le lien j est dans AL,M

(2) on peut relier une extrémité& de j & un cOté vertical de AIElb)i , l'autre
, 4

extrémité 3 l'autre cOté vertical, par des chemins ouverts dans w, ne con-

tenant pas j et contenus dans Al(.ll)'i .

. P . * ~n . i
(3) on peut relier une extrémité de j d un coté horizontal de Al(.ll?i*’ 1'autre
9

- 4 - -~ ~ - . . *
extrémité 3 1'autre coté horizontal, par des chemins ouverts dans w , ne

passant pas par j* et contenus dans AISID)'I*'
9
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Il s'ensuit que si j est critique pour W et pour AI(.11)4<—>’ alors les 2 pro-
’

priétés suivantes sont vérifiées : (voir Fig.l3)
. Lk
(aj L M) Il n'existe pas de boucle ouverte dans w entourant j et

contenue dans le rectangle t (A{l))
a. L,

(bj L M) Il n'existe pas de boucle ouverte dans w" entourant j et
’
contenue dans le rectangle t (ALJ')"r

od, si a3 désigne 1l'extrémité "inférieure gauche de j (i.e de coordonnées mini-

males), a; est le point de Zz "le plus en haut @ droite" (i.e de coordonnées ma-
: ] '

ximales) dans le quart de plan X, Saj’] X, Saj,2 .

(t (Al(‘l)) est donc le translaté "centré en j" du rectangle A(l) , Si par conven-
a oM L,M

. P i . . o sz St pm_s
tion on considére que AI(. 1)4 est centré aux 2 liens d'extrémité inférieure gauche :
9

(0,0 si i=1 (0,H si i=2 @&,0) si i=3 (+,3) si i=4

(voir fig. 12)).
et oli pour tout rectangle R = [a,B] x[y,§] de Rz, on note :
*
R le rectangle [a+1,B-11x [y, 6]
sz le rectangle [0 B] x [y+1,8~-11
En effet :
pour (aj,L,M) : 1'existence d'une boucle ouverte dans w entourant j* et conte-
nue dans taj (1\1(.].'})4)xl empéche 1'existence d'un chemin ouvert dans ™ reliant upe
extrémité de j* au bord de ta; (Aél) et contenu dans ta; (A'L(.fb){*)'
Or A(i)* a un cdté horizontal situé entidrement i 1l'extérieur (au sens large) de
(Aﬁl)*) donc tout chemin reliant ce coté 3 une extrémité de 3 contient un

chemin reliant le bord de tj. (ALl)* i j" et contenu dans taJ (1\.[_‘1'),‘r

Donc (3) entraine (aj,L,M)'
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. * .
pour (b. L, M) : 1'existence d'une boucle ouverte dans entourant j et con-
* -~ . > L
tenue dans tg,, (A.Ll) ) *2 empeche 1'existence d'un chemin ouvert dans w reliant
(1) (1)
une extrémité de j au bord de t,, (AL ) et contenu dans tg,. (I\.L

(1)
M

large) de taj (A.[('lgi); donc tout chemin reliant ce cdté 3 une extrémité de j con-
9

Or 1'un des cBté&s verticaux de est situé entidrement 3 1'extérieur (au sens

tient un chemin reliant le bord de taj (A.[(‘lgi) d une extrémité de j et contenu
’

(1) -
dans taj (A'L,M)' Donc (2) entraine (bj,L,M)'
(i)

Par conséquent : pour tout jelL

. . . o .. (i) (i)<—> -
si j est 3 l'extérieur de M Gj (A'L,M ) 9
i)

* si j est 3 l'intérieur de A‘L,M

( (1) <—>

M )}

) £ {meﬂ(l) vérifiant (a. et

§,L,0 (bs LM

S.
J
or par invariance de utp par les translations multiples de K, cet &vénement est

de méme probabilit& que 1'événement {w e(®) /w vérifie (a

(i) L)

T(),L,w ©t

contenu dans A(l)

> T(j) est un lien de 1,1

(bT(j),L,M)} od, pour j el
et déduit de j par une translation multiple de K (il existe toujours au moins
un tel lien T(j) puisque les translatéds de Aflz par des vecteurs multiples de

K recouvrent le plan).

Donc Max M, £8.¢( (11?:—))] £ Max M, [w 69(1) vérifiant (a. L, M) et
tel0,1] P telo,1] P (J )1,
jel i e A1) i,L,M
I1 suffit maintenant, pour obtenir le lemme, de montrer que : ¥ j eA(l)
lim Max  uLwe@® verifiane (a, L et B V1= 0
L,M++» tel0,1] P 12 2%
C'est ici qu'intervient 1'hypothése £ <t:2 ! pour tous L,M23 et tout CAl(lz :
s 1

{w eQ(i) vérifiant (a, t (b. e~
( J,L,M) e (b_],L,M)} est contenu dans 1'événement
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w eﬂ(l) /il n'existe pas de boucle wef /il n'existe pas de boucle ouver—
ouverte

Y % * .
dans w entourant Al(lz et con=- n te dans w entourant Al(lz et con-
’ ’

(1)y¥) i) »*2
taj(AL,M) tenue dans ‘ ()(i) taj(Aéf&*)
i

tenue dans {]

. (1)
(=4
Il
Remarque : dé&s que L,M 23 on a pour tout j cAflz
?
. x
1,1

(1)
s taj( M R

. oy . X
et Af:z s_taj(Aél)* 2

On a méme pour L,M 23 (voir Fig. 14)

je cA(“

(i) (i) %1 (i) (i) %, %2
A2 -2 S nA(i) "aJ.(AL,M) et Ao w2 53. N 1) taj< M)
1,1 1,1

(1) .. (i) i)'
Donc {w eQ vérifiant (aj,L,M) et (bj,L,M)} SEEL’M UE }

L,M
ol
Eélé = {w eﬂ(l) /il n'existe pas de boucle ouverte dans w entourant Aflz*
b4 Hd
(i)
et contenue dans
LIRS

et

eN ? . .
Eél& = {w eﬂ(l) /il n'existe pas de boucle ouverte dans " entourant Aflg
? 2

et contenue dans Aéf%tw_z}
9

t, +t
. , _oath -
Or t,<t, entraine qu'en b= —5— uto-p(Au) = uf;'p(A“) 0

~ . . 1) *
donc ut\\p presque surement il existe une boucle ouverte dans w entourant Aflz
o ?

. . * i
et il existe une boucle ouverte dans entourant Aflz
H]

(puisque les amas de ® et de " qui contiennent O sont “trﬂp p.s. finis),
o

. iy

ey = 1 ow @Dy .

to p L,M LM+ to p L,M

D'ol lim H
LM >+
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(i)
B

poutr tout ¢t 2t

et comme Q(i) \

et I(. 131 sont des événements positifs :

<Eff§1) “h (E(l))

et pour tout t st M, (E(l) ) Sy, (E(i)')

donc pour L,M 23 et j 1lien contenu dans A(l)

(i) g
Max weR / w vérifie (a. ) et (b, )y ]
tel0,1] P j,L,M j,L.M

1) (i) (i) )

< . Max Hep (EL,M NE ) S Max (u ,,p(EL o ,Lt p(EL M)
elo,11]

ce qui donne : ¥ j cA'(i)

. (i) s
lim Max U L[wef / w vérifie (a, et (b. ]
L,M++o te[0,1] tp ¢ J,L,M) { isL, M)
. ' - . (1) <—>
qui, comme on l'a vu, entraine lim Max . [6.¢( )] 0
LM++0 tel0,1] °CP
jel

démontrant ainsi le lemme.

Soit alors (Ln)n N Ume suite d'entiers tels que

lim L =+ et
n-+o
lim M (L) = +»
o O 1
Le lemme 10 entraine :
. (1) e=—> .
lim Max My [ . ( = lim Max u, [6.¢( Y1=0
n++o te[0,1] AL M (L) n++o t e[0,1] e ALn’Mo(Ln)
j el jel
‘ ty &
Soit €>0 tel que € < Inf[ Inf p.,B,q, 3 ]
j el

(¢ &tant le réel >0 dé&fini dans le lemme 9 (bis))

Appliquons la loi z&ro-un approchée (théorZme 1) & la direction p (Inf p. 2¢)

j €L
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il existe 0, €N tel que : (voir Fig. 15)

—

! érifi ' - £ < <
3 € €[0,1] vérifiant {t < k) = € > RLn M (tp) < e}
o o
' PO <> -
{tzto-l-c. > Ry (tp) 21 - €}
n *'n
o o
" P n o :E

et 3 £y ¢[0,1] vérifiant {t < ty =€ => RLn M (tp) s €}

o o
" = -
{t2t) +e > R T (tp) 21 - €}
o ’'n

o o

Alors les inégalités B < F{-—»M (top)' <1 ~-B et € <8 entrainent :

’
% B
[t -t | < ¢
) o
ler Cas : tg < t_, alors pour tout te ]t0+28 s t2[ : (voir Fig. 15)
t >t'+¢e donc R (tp) 2 1= 21=~a
o R'Ln ,Mn
o o donc (par le lemme 9 bis) u__(A ) =1

tp
t > t" + € donc ‘x' f_p > - 2 -
o RL ,M ( ) ! !

[o] o

ce qui contredit 1'hypothése : utp(Aw) = 0 pour tout t <l:2

2&éme Cas : t; > t s alors pour tcut ¢t ¢ ]t] , t°—2€[ :

>
<t' - SeEsa
t t, - € donc RL M (tp)
n’mn

(¢}

<< " o __
t <t; - € donc RLnI’Mn (tp) seg s
o

o

' - feo = .. —> *
donc d'apré&s 1'inégalité (1) (RLn M (tp) + R.Lnj:,Mn ((tp) ) 21), on a
[°]

o [o] [o]
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RLJ;M ((tp)™) 2 1 -a
n ’
[o)

n ce qui, en vertu du lemme 9 bis, entraine
U (A) =1 ouencore U _(A) =1
e * * o0 ~ oo
et R ((tp)) 21-0 (tp) tp
n '’ n
o o

contredisant 1'hypothése : u _(A)) = 0 pour tout t>t
tp

On ne peut donc pas avoir £, <t,, et 2) est démontré.

Ceci achéve la démonstration du théoréme 2.

l L]

Passons maintenant 3 la démonstration du corollaire : elle se borne 3 utiliser la
monotonie des applications : p —> up(Aw) et p —=> U (A)), et la densité de
P

U @K dans @ pour la convergence uniforme.
KeN

Il s'agit de montrer que si p e\(S"\’ vérifie Inf P >0 et Sup p; = 1,
iel iel

alors si t

= inf {tel0,11 /u_(@) =0}

(avec la convention : tj =] si 1'en~

tp
- 3 - semble correspondant est vide).
t,= inf {tel0,1]/ utp(Aw) 1}
On a t] = t2
(a) supposons que t. >t, : alors ¥ te]tz,t][ oAy = u_@A) = 1
: 1 1 1 )
Soient t| et t; € [0,1]1 tels que ty <ty <t <ty
t! -t!

Il existe qe & ?,K tel que  Sup lqi-pi' =4 < 1 2. Inf P;

K eN iel t; + t:"? iel

Montrons qu'il existe alors, dans la direction de q, un segment non réduit 3 un

point, le long duquel U (Am) = u~(A°°) = ]
tp tp

! . t .,
t) (Igf p;) t) (Ir[tf p;)

En effet, par définition de q, <
(Inf p.) - 6 (Inf p.) + 6
i i . &
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t] ° (Inf p.) t! * (Inf p.) t! ¢Inf p.
2 L i 1 L i 1 L 1
< 1)

et ¥t e , = I (remarque :
Inf p, - § Infpi+6 Infpi+6

1

L L L

et ¥ ie€eL ona:

LIPS " .
t2 P; tz Inf P;
t)*p;, = (. -8 = (p; =9
2 Fi i
P; § Inf pi-G
| BPS ! o
ty *Inf p; € Py
<t < (p.+8) = (p.+8) = ¢! «p,
9 Inf p, + & * p; +8 1 N

donc comme U A A) = u () = 1
t;p tzp

on a pour tout tel u_(A) = p (A) = 1

ce qui est impossible d'aprés le théordme 2; donc t1 Stz

(b) supposons t, t, : alors pour tout t e]tl,tzf utp(Aw) = ut;(Aw) = 0

<t! <e! <¢

: ] t
Soient t! et t2€[0,1] tels que t) 1 2 2

1
t! -¢t!

et soit qe U @K tel que Sup lqi-pil = 5§ < 2 1 Inf *p.
Ke N iel t;+té ierL *
. ! o
t1 Igf P; t2 Inf P;
Montrons que ¥ t & y  ——— = J u (A«) = U_ (A«) =0
Inf p, - 6§ Inf p, + § tq tq
i i
L L
' [ ] ! [}
t] Inf P; t2 Inf P;
(comme en (a) < < 1)
Infpi-é Inf pi+6

En effet : ¥ teJ et ¥ ielL on a :
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LN : .
t:l P t:1 Inf P

t!*p, = ———— (p,=-68) < (p; =9)
1 i 1 1
P; § Inf p; = §
T o ! o
t2 Inf P; t2 P
< t.q, S (p.+68) = (p. +8) = ¢t! *p.
Lt Inf pi+6 : pi+<5 L 2 1

donc comme U (A) = H~(@4) =0
tp top

on a pour tout teJ W (A) = p_(4) = ‘0 ce qui contredit le théoréme 2
tq tq
Donc t, =t,, ce qui démontre le corollaire.

D - Remarques.

@ Dans la démonstration du théoréme 2, l'hypothé&se du 1) Max P; <1 a servi
ie L,
. < . <>
uniquement & montrer que pour tout LeN .Mhm RL,M (p) 0.

On peut la remplacer par 1'hypothé&se plus générale : il n'existe pas de chemin in-

fini contenu dans la bande paralléle 3 Ox1 s U Aéll){ et tel que, pour tout lien
MeN

j de ce chemin, on ait pj =],

(ol "chemin infini" signifie : suite (vn,jn)

o ez telle que {vn, n e Z} soit

infini et ¥ n eZ jn = [Vn-l’vn])' En effet :

a) Cette condition &quivaut 3 : pour tout L eN il n'existe pas de chemin infini

dans la bande {J (lh)’ tel que tout lien j de ce chemin vérifie pj =1,
Men ™

En effet 1l'existence d'un tel chemin dans Y} (11)4 entrafnerait 1'existence d'un
2

N
chemin analogue dans U A§11)4 , ceci 3 cause des propriétés de symétrie de p par
2

N

rapport @ tout axe x, = MK (M €Z) et de K-périodicité (voir fig. 16).

b) pour tout L eN, la condition : "il n'existe pas de chemin infini dans {J A{lb){
MeN
dont tout lien j vérifie p,. =1" entraine 1lim R:—>(p) = 0.
J W ’M
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(nn > > -~
En effet R{ M (p) décroit quand M augmente, et
9L

lim <--">(p) >0 <===> 1lin <._>(p) = | (car ¥ M eN <-—>( ) < <_>(P)2)
e B R r Ry, SRy

. <> <—>
Or 1lim (P) =1 <==> ¥ MeN () =1
Moo RL,M RL,M

<=m=> ¥ MeN il existe un chemin reliant les c8tés ver—

ticaux de AI(.]-IzI et dont tout lien j vérifie p;= 1.
’

(

] .
(car si Lszi = {j CAL(:I?i / pj =1} ne contient pas un tel chemin, alors :
(1) - .. (1) - . . a(1) . 4 (1)
up {lwe@ /m:i 1 si JEIL,M et mj 0 si je M et JéIL’M} >0

et cet &vénement est disjoint de A.L(‘lgf_)).
’

<===> il existe un chemin infini dans la bande @, (1)

Mew oM
dont tout lien j vérifie pj = ]

(car pour toute suite (‘YM)M N de chemins dans U AL(:b)d tels que, pour tout
MeN

M, Ym relie dans A'L(.lh)d les cotés verticaux de ce rectangle, la réunion J Yy
? MeN

de ces chemins contient un chemin infini, alors contenu dans U (1)

MeN M
(voir Fig. 17).

On peut donc ré-énoncer le 1) en remplagant 1'hypothése Max P; <1 par 1l'hy-
iel
1

pothése : "il n'existe pas de chemin infini contenu dans la bande U Al(lt?i et
MeWN

dont tout lien j vérifie p, = I",
N )
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C) La lére partie du théor@me 2 entraine l'unicité presque siire de 1l'amas infini

pour p au-dessus de la surface critique (et Min P; >0 et Max P; <1

lLe Ll 1e'L1

En effet si p est au-dessus de la surface critique, on a montré en 1) que (sous

les hypothéses Min p, >0 et Max p, < 1) il existe U _-presque siirement
. i . b p
iel LeL]

1
une infinité de boucles ouvertes entourant l'origine.
Alors 2 points quelconques du plan sont aussi up-presque sirement entourés pér
une méme boucle ouverte; si l'on suppose donc qu'il existe au moins 2 amas A]
et A, infinis dans une configuration w, on peut choisir un point a, dans
1'un des amas, un point a, dans 1'autre, et up-presque siirement il existe dans
w une boucle B ouverte entourant a, et a,; or une telle boucle coupe néces—
sairement A1 et AZ (puisque Ai a un point intérieur 3 B, a;, et au moins
un point extérieur 3 B puisque Ai est infini; de plus Ai est connexe, pour
i=1,2).
On en conclut que A et A, ne forment donc qu'un seul et méme amas infini.
C) L'hypothése de symétrie de p par rapport 3 2 axes paralléles respectivement
i Ox; et Oxp n'a servi qu'd &tablir les inégalités (2), analogues pour le cas

périodique des inégalités établies par Russo (cf. [6]) et Seymour et Welsh (cf.[81])

pour les problémes & 1 paramétre.

Ces inégalités sont cependant cruciales pour notre démonstration, et 1l'absence de
telles symétries empéche de résoudre entiérement le cas triangulaire 3 3 paramé-
tres (voir chap. III B. (Z)).

On peut facilement construire un contre-exemple 3 ces inégalités dans le cas ol p
n'est pas symétrique et avec p; €{0,1} pour tout lien i [voir fig. 18] od

les liens marqués en traits forts sont ceux pour lesquels p; = 1, et les autres :
<> <—> <>
p; = 0. Alors Ry ) () =1 et R 5(p) Ry 2 (p) = 0.

1,=
(ici la période est K = 2) . 2



- 116 -

IIT QUELQUES CONSEQUENCES.

A - Cas de 2 paramétres.

On considére les distributions (pi)i L de @K pour lesquelles il existe

1

2 nombres P, et p, dans 1'intervalle [0,1] et 2 parties complémentaires L

et Lé de L vérifiant P; = P; Pour tout i dans L! et P; = P, pour tout

1 1

i dans L'z.

@ Cas de période 1.

C'est 1l'ensemble le plus simple d'une telle distribution : ici les liens ho-
rizontaux sont ouverts avec une probabilité P> les liens verticaux avec une pro-
babilité Py
Si P, = 1 alors quelle que soit la valeur de P, * up (A) = 1.

Si P, = 0 alors up (A@) = | si et seulement si Py, = 1.

Etudions donc le probléme pour O <pl <1 :

(a) La lére partie du théoréme 2 donne, si 0<p,<1: up (A) =0 ou ”5 (a) =0

pl-l-pz <1
ci p= (l---p2 , l-pl) donc si et P <p donc My a) =0
O<p] <1

e

Or

(b) La 28me partie du théoréme nous dit que dans chaque direction de [0,1]2
distincte des axes, il existe au plus un point (pl,pz) ol up a) = us (A,)) =o.
Or 3 1'intersection avec la droite P, *p, = 1 on a justement, d'aprés (a),

My () = Uz (A) =0 (car p = ).

Donc en tout point (pl,pz) tel que P, >0, p2>0 et p,+p, #1

W (A =1 ou uy (A) = 1.

Or sur P, *P, >1 ona p=2p : donc ].lp (a) =1

La droite Py +p, = 1 est donc la courbe critique; plus précisément :

My A) =1 <===> Pj*Py > 1 ou  (p,p,) € {(1,0),(0,1)}}| (voir aussi [4))
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pour le probléme 3 | paramétre, cf. [3])

(qui généralise le résultat P, = -;-

@ Cas de période supérieure ou égale 3 2.

Le résultat de @ se généralise si 1'on suppose (ce qui &tait le cas en ©)
qu'il existe une isométrie de R?' qui échange L;* et Lé (donc aussi leurs com-—
plémentaires Lé* et L;).

(ot Li* est l'ensemble des liens duaux des liens de Lll. i=1,2)

Alors, par les mémes arguments que précédemment : si P, *pP, = 1 up(Aw) = HE(A“) =0

et la courbe critique est encore P, *p, = 1 (sur P, >0 et p2>0; mais on ne

peut rien affirmer ici pour les directioms P, =0 et p2=0).
Voir les exemples donnés en fig. 19.
(pour des périodes 2 3; on n'a aucun exemple de période 2)

(les liens représenté@s en traits forts sont ceux de Li , les autres ceux de Lé)

B - Application de II 3 d'autres.r@seaux plans.

@ On considére les réseaux obtenus 3 partir du réseau rectangulaire en iden-
tifiant 2 3 2, de fagon périodique de période K et symétrique par rapport 3 deux
axes X =a et x2=b (2a, 2b € Z), les extrémités de certains liens verticaux,
mais sans identifier une infinité de liens (verticaux) consécutifs.

On note {SL le réseau périodique obtenu, L' 1'ensemble de ses liens
(L' est identifié 3 une partie de L telleque L \L'g Lz).

Le réseau dual {PL,* de @ est alors obtenu 3 partir de @&+ -12-) 2 en sup-

primant certains liens horizontaux (les duaux des liems de L\L').

Par exemple : le réseau triangulaire est obtenu & partir de z? en identifiant les
points (x],xz) et (xl,x2+l) pour X, +x, €2 Z ; le réseau hexagonal (son dual)
est obtenu en supprimant dans 22 les liens horizontaux dont 1'extrémité& gauche

vérifie x, 6 +x

1 252 Z (voir fig. 20 (a)).
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)
On considére l'espace Q' = {-l,-l-l}L muni de la tribu ' engendrée par les
s ' 1 o 10 1 ' =
événements Ek = {w (w (1))1 €L’ €' / w'(k) = +1}

(plus généralement on utilisera pour les diverses quantités définies sur ' les

~ . . <'> e .
mémes notations, munies d'un s que celles utilisées sur § pour les quanti-

tés analogues).

Pour tout p = (p

L' - * -
i)i eL' € (0,11] on note up la mesure de probabilité sur Q'

L'application ¢ : Q' —> Q
w(i) =w(i) si ieL’

W ~—>w défini par {G(i) =1 si i4L'

1] -~
envoie up (p e[O,l]L) sur u; oi p e[O,l]L est défini par :

; Ppour iel' et Ei=l pour 1iéL’',

P; = Py

('3, 1] 29 2 L' = (3
On note SK 1l'ensemble des éléments p de [0,1] pour lesquels p e <

*
L'analogue de l'application S : §§ —> Q" = (-1, +1}L est 1'application

W— w = (-m(i“’))i ‘L

1%
S' : Q' —s Q' = {-1 ,+l}L

0 —> o = (-w(i*))ieL.

On s'intéresse aux &vénements de f : A = {weQ /w a un amas infini}
A: = {weR / S(w) a un amas infini}
etde Q' : Al ={weQ'" /w aun amas infini}

A;,*= {we®' / S'(w) a un amas infinil.

* * - PR
(les amas de wef' (resp, de w ef'") &tant définis comme les composantes con-—

nexes dans gRJ (resp. dans 63?.:*) de w-l(+l) (resp. de w*-](ﬂ))).

@, -

Alors pour tout p dans K
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WGl =) car al= 87 Ca (@ x4t (@
et us(Lr P xfer e}t =

L\L'

up(A;*) = u;(A:) car ¢! LA ({+1} x{=1,+1}1) 1 sal”

co (AT (b)
((a) nécessite 1'hypothése que L \L' ne contient pas une infinité de liens con-
sécutifs.

. - . s (tL\L' L' . mr_ e
(b) résulte du fait que si we{+1} x{=-1,+1} et S(w) a un amas infini,
cet amas ne contient que des liens de L'*, c'est donc un amas de S'[@-I(w)])

On peut &tablir le résultat suivant : (K et L' &tant fix&s, avec les hypothéses

qui précédent).

Théoréme 2 bis : pour tout p dans %D' tel quee Min p, >0 et Max p. <1
K ieL' * ieL' *

il existe tp €[0,1] tel que pour tout tel[0,1] :

%*
4 = ! =
t < t:p == utp (Am) 0 et utp (Aw) 1

*
— 'y = ' =
t > t:p > utp (A)) 1 et utp (AL) =0

I3 < : = . ' =
de plus, si tp 1 ou si tp 1 et yax P; <1 alors M, p(Aw) 0 ou
iely P *
' =
b L (aL") =0
P

Ce résultat généralise celui obtenu pour le réseau rectangulaire, mais ne peut pas
s'en déduire puisqu'on travaille ici le long de segments de ‘SDK sur lesquels

P; =1 pour certains ielL,.

Cependant on peut utiliser partiellement la démonstration faite dans le cas de
Z2 (en particulier toute la l@re partie) et appliquer la loi zéro-un approchée
(théoréme 1) dans Q' (pour la 28me partie) au lieu de £, afin d'obtenir un ré-
sultat sur chaque direction de qpk.

Démonstration.

@

1) On a montré que pour tout q de R

avec Min q, >0 et Max q, <1
. i . i
1e'Ll ie Ll

*
Mg () =0 ou u (a) =0
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En appliquant ce résultat i S (correspondant 3 p e@l'() et en utilisant (a) et

(b), on obtient : pour tout P E@I'( tel que Min P; >0 et Max p, <1
iel iel

1 1

" = ¥y o = (9.

oma W, (A) =0 ou My (85) =0 (ear (pi)ieL] (pl)ieLl)

2) Soit peJI'< tel que Min P; >0 et Max p, = 1; on définit :

iel' ieL' *
. *
t, = inf {teEO,l]/thp (AL") =0}
(si cet ensemble est vide, on pose t, = 1)
= 1 ? =

£ty inf {t el0,11/ Me, (A0 1}

(si cet ensemble est vide, on pose t2 = 1)
d'aprés 1) on a tl < tz

tl+t2

Supposons que t] < t2 ¢ soit alors to = —
0<t <1 domc Min tp; >0 et Max tp. <1 (%)

1eL 1eL

Pour tout couple (L,M) d'entiers positifs on considére les événements de Q'

AT <> 4

-1 -1 i
y =9 “‘LM A'I.:EM - 9? [AL,M

', y < <> = ' I = I =
On a donc pour tout q dans (SDK : u (A LM ) RL,M (q) et uq(A L,M) R'L,M (qQ)
(2) Les conditions (%) entrainent qu'il existe un réel Bo >0, et une application
Mo de N dams . N tels que :

<> ——
pour tout L dans N Bo < RL,MO(L) (top) < 1 Bo

* lim sup M(L) = +
L &>+

(B) Comme dans démonstration du théoréme 2, 1'hypothése t, <t2 entraine que

*
Be p(A) = B (LD =0, ou encore 1 u__ (&) = u__ (&) =0,

tp ®
(o} top top
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donc il existe M__ —-presque slrement une infinité de boucles entourant O dans
t p
o

w-l(+l) et dans S(w) (+1).
Ceci permet de majorer uniformément pour t el[0,1] et ielL Lles quantités

Lo . .
“E{;[Gi AL,M] par une fonctionde L et M qui tend vers O quand L et M

tendent vers 1'infini.
[ Tout ce qui est fait au chapitre II sur une direction de @K peut &tre répété
pour un segment de @K de la forme {fp , t €[0,1]}, les seuls arguments pour

obtenir ces majorations étant des arguments géométriques, et de monotonie des

fonctions :

) . (3 3 . . - *
£t —> ua-) (wWef / il existe une infinité de boucles entourant Al 1
?

dans w-l("'l) ﬂAL "

et t —> “EB (weQ / il existe une infinité de boucles entourant A1 1
2
a1 *
da w +1) n
ns (+1) AL’M)
(pour tout (L,M) eINZ) ]

De méme pour les uﬁ) [6i ALIM ] telo,1] 1ieL
9

Donc lim Max Hes [5]._ AL@;)J = 0 et lim Max U [61 ALIM] = 0
L,M++o t el0,1] P g L,M++2 tel0,1] P ’
iel ‘ iel

. <
Or pour tout i dams L' : &, A/ >

-1 <> ' -1 T
LA AT e gy AL:,EM=<I> [5; A0y

En effet, par exemple pour la premiére &galité :

>

<> <> C <> c <—>
S;Apu = [y NSy D1 v DA T T 0 S (A )]
et comme pour tout ielL' : QOSIZ_ = Sioé

(ot S]!_ est 1'application de ' dans lui-méme qui change en son opposée la

coordonnée d'indice 1i).
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On a donc

=—>C

@“tsi'A;',‘M‘ﬁ = & (ALM) n & ls. (A )1 u ¢! (A_LM >y o6 l(s, (A.LM

= § > 1 opr S2C <—>C ,<——> - y >
[AL,M nSi(AL’M Ylu ns! (AL 51 M
Donc lim Max M, (6 '<-’~I—>) = 0
LM++o te[0,1] P
iel'
et lim Max u (8, '3 ) = 0
LM++o te[0,1] P i
iel'

et la loi zéro-un approchée dans ' s'applique 3 ces événements : c'est 3 dire
pour tout €>0 il existe Lo €N tel que, pour tous L et M dans N tels

que L,M2L,, les fonctions [0,1] —> [0,1] ne sont comprises
<>

et t —_— utp(AI"?M ) = uﬁ')(AI.:?M)

1 <>y

t - utp ( M
?

entre € et 1-€& que sur un intervalle d'amplitude au plus égale 3 2 €.

On est donc ramené dans ) = {--l,+l}L et, en appliquant ce qui préc@de aux événe-

ments A:?b-‘!:(L) et AL?MO (L) (Mo étant définie en (d)), on peut reprendre i

partir d'ici la démonstration faite dans le cas du réseau rectangulaire et obtenir :
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ler Cas : RTT_I-'IQ(L) (tp) 21-a
"o

et pour un t e]to,tz[ et un L convenable

RLJ:M @ ) 21-a
)

(o o est le nombre intervenant dans le lemme 9 bis)
donc, le lemme 9 bis &tant applicable 3 tout ¢ GQPK (mé€me avec qi=l pour if€L')
on a donc “Eb(A«) = 1 ce qui &quivaut & utp(A;) = | et contredit donc 1'hypo-
thése t, <t,.
1 2
>

28me Cas : (tp) <a
Zme fos * 1 Rp,m (u)

et pour un t e]tl,tof et L convenable

p) sa
LM (L)

Ré%M ™) (tp) 2
0

Alors et et donc (par le lemme 9 bis) u~(A) =1

A <€§) F
RL,Mb(L)

|
L}
Q

l=-a

v

' . * . - vk . , _
c'est 3 dire ufﬁ(Aw) 1 ce qui équivaut a utp(A°° ) 1 et contredit 1'hypo
thése & <t2.

D'od t, = ty, ce qui achéve la démonstration du th&oréme 2.

1

Les figures 20(a) 3 (g) domnent des - exemples de réseaux obtenus & partir du ré-
seau rectangulairz par la méthode expliquée au début de ce paragraphe.
Pour tous ces réseaux, le théorédme 2 bis s'applique, et on a en particulier la

relation pc'+p: = 1 pour le modéle de percolation de liens 3 1 paramétre.

Qg) Cas du réseau triangulaire avec 3 paramétres.

On considé&re le réseau triangulaire dans lequel les liens sont ouverts,

selon leur direction, avec une probabilité P;» Pp OU Pj. (cf., Fig. 21)
Ce modéle se dé&duit du modéle périodique de période 2 sur le réseau rectangulaire

avec : pour 1ielL p: #&gal alternativement 3 p, ou d p
1 1 2 . .
(voir Fig. 21)

pour i.eL2 P; égal alternativement & P, ouad p,
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en prenant p, = 1. (cf. Fig. 22)

-

Le résultat précédent s'applique alors 3 condition d'imposer la symétrie par rap-

port aux axes, c'est 3 dire Py = Pj-

[ Remarque : 1l'ensemble des distributions pé&riodiques de période 2 i 4 paramétres
2=t ds p

du type précédent est stable par passage au dual :

P = (P;5PysP55P,) —> p = (l-py,1=p, ,1=p,,1-p,)
On sait que dans chaque direction sur laquelle Py = Py et Min P; > 0, le point

iel
critique est le seul point en lequel on peut avoir up(Am) = us(Aw).
Or il existe certaines distributions p pour lesquelles on peut affirmer que
: { verifd el ]

up(Ak) ”B(A“) : ce sont celles qui vérifient P, = P3=7 et p;+ p, 1
(car alors p = (—;— 3P, » Py ,%) se déduit de p par rotation d'angle %) .

Ces points sont donc critiques, et une condition suffisante pour que up(Aw) = ]

est donc que p, >-% Py > %- et p, + p, > 1 1.

Pour le réseau triangulaire 3 2 paramétres (p1 et p, = p3), on peut déterminer
complé&tement la surface critique gr3ce 3 un argument de Sykes et Essam (cf. [9])
qui permet de trouver dans chaque direction de [0,1]2, un point p en lequel
“p(Au) = up(A:), ceci entrainant, d'aprés ce qui précéde, que p est le point
critique dans cette direction.

L'argument consiste 3 translater le réseau dual H (hexagonal) de fagon que les
sommets (S) du réseau triangulaire T soient aussi sommets du réseau H, puis &

considérer les amas de points de S dans chacun des 2 modéles :
(T,p,,ppsPy) et (H,1=p, ,1=p,,1-p,) (voir Fig. 23)

Remarque : il y a équivalence entre existence d'un amas infini dans H et exis-
tence d'un amas infini de points de S dans H, puisqu'un sommet de H qui n'est

pas dans S a tous ses voisins dans S.
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Si on isole un triangle ayant en son centre un sommet de H, avec les 3 liens
du réseau T (ses cOtés) et les 3 liens du réseau H 1intérieurs au triangle,

qui relient entre eux les sommets a,b,c : les composantes connexes de {a,b,c}

a a
peuvent étre (dans 2N\ ou dans /L\ ) ¢
b c b" e

(1) {a,b,c} (2) {a,b} et {c} (3) {a,c} et {b}
(4) {b,c} et {a} (5) {a}l, (v}, {c}

On calcule les probabilités de ces cinq &vénements pour (T,p) et (H,I-p)

pour T (1) p;P,+PyP3+P3P) =P PyP3 pour H (1) (1-p)(1=py)(1-pjy)
(2) py(1=-p)(1=py) (2) py(1=p)(1=py)
(3) py(1=p))(1-p,) (3) p3(1=-p)(1-py)
(4) p,(1=py) (1 =py) (4) p;(1=py)(1=p3)
(5) (1=-p)(1=py)(1-py) (5) PPy +PyP3 + P3P =P P,P3

Ces 5 probabilités sont identiques pour T et H dés que :

PPy ¥ PyP3 * PPy = (1 -p])(l-pz)(l-p3), c'est 3 dire dé&s que
Py * Py * Py = PyPypy = | qui est l'équation de la surface critique

conjecturée par Sykes et Essam dans [9].

La seule chose que l'on puisse affirmer ici est que quand Py =Py ¢

P, * 2p2 - plpg = ] est 1l'équation de la courbe critique, puisque

l'existence d'un amas infini n'est fonction (pour T comme pour H) que de la
décomposition en composantes connexes de chaque triangle qui contient en son cen-
tre un sommet de H, ces décompositions étant indépendantes pour les différents

triangles : donc 1'&galité des probabilités (1) 3 (5) pour T et H entralne

WA = u (A,
[ Cette équation est valable sur les plans {pi =0} i=1,2 puisque p, =0

raméne au réseau rectangulaire avec 1 paramétre, pour lequel P, = -% » et p, = 0]
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raméne au réseau rectangulaire avec période 1 et (pl’PZ) = (1,0), donc Ple = 17,

Remarques : La conjecture de Sykes et Essam est vérifiée quand Py = 0, cas qui
nous raméne au modéle de période 1 3 2 paramétres dans 22, de courbe critique
P, + P, = I.

Kesten montre, dans [4] chap. 12, que la surface critique pour le probléme 3 3
paramétres dans T est minorée par Py +Py *P3 =P PPy = 1.

L'équation P +2p2-plp§ = ] généralise le résultat de Wierman [101], 3pc-p2 = ]
pour le probléme & 1 paramétre dans le ré&seau triangulaire, qui donne comme solu-

tion P, = Zsin-iI-IB-.

@ Remarque : d'aprés la remarque D@ qui suit la démonstration du théoréme 2 au
chapitre II, on peut encore énoncer le théor@me 2 bis pour tout réseau {Pu obtenu

3 partir de ZZ en premant p; =1 pour tout lien i d'une partie L" de L

ne contenant pas de chemin infini (condition qui donne par la méme occasion 1'é&qui-

valence entre l'existence presque siire d'un amas infini dans Zz et celle d'un
amas infini dans (:ﬁ:), L' étant de plus périodique et symétrique par rapport 3 2

axes X, =a et x, = b 2a,2be Z .

@ Extension du théoréme 2 bis au cas limite périodique.

On peut comme pour ZZ déduire du théoréme 2 bis le cas limite périodique, et
énoncer le résultat suivant, ol 6}) est un réseau (de liens L') déduit de ZZ

en identifiant 2 & 2 de fagon périodique et symétrique par rapport d 2 axes

X =a et X, = b (22,2beZ) les extrémités de certains liens (ceux de L\L')
ne formant pas de chemin infini dans Zz (voir la remarque du § précédent), et ol
{3—‘) désigne 1l'ensemble des &léments de [O,l]L' limites périodiques (i.e limites

uniformes d'é@léments périodiques) et symétriques par rapport & X =a et x,=b:
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Corollaire 2 bis : pour tout p dans @’ tel que Inf P; >0 et Sup p; = 1
iel!’ iel'

il existe tp appartenant 3 [0,1] tel que pour tout te[0,1]

? = ' * =
t < tp ==> utp a)) 0 et utp (Ay) 1

*
t>tp === utp(Ac'o) = ] et M (AL)) = 0.

tp
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