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INTRODUCTION.

Introduite en 1957 par Broadbent et Ham~mersley ([4]), la notion de perco-

lation a fourni un modèle pour décrire de nombreux systèmes, pour la plupart pro-

posés par la physique (voir [6], [11], [23] pour une série d’exemples), et pré-
sentant en particulier des liens étroits avec la question des transitions de pha-
se en mécanique statistique (cf [Il, [5], [8], [171).

Indépendamment de ses multiples illustrations en physique, en chimie ou en

biologie, la percolation suscite l’intérêt des mathématiciens par sa formulation

relativement simple; cependant, malgré certaines techniques devenues classiques

(comme la dualité entre graphes, les inégalités F.K.G. (cf [9], [10]) ou les ar-

guments de Peierle...), cette théorie n’a aujourd’hui à son acquis qu’un nombre

assez restreint de résultats rigoureux, qui suivent à des années d’intervalle

ceux obtenus par la physique (c’est le cas du résultat p c=1 2 concernant le mo-

dèle de percolation des liens dans Z2, démontré en 1980 par Kesten [15]).
La formulation du problème en termes de percolation des liens&#x3E; (voir par

exemple C7I ou C11 J pour la percolation des sites» est la suivante :

il s’agit d’étudier la structure des composantes connexes (amas) d’un graphe aléa-

toire obtenu à partir d’un graphe donné (connexe, infini dênombrable) en sup-

primant des liens (dits alors fermés) suivant une certaine loi de probabilité.
On précise parfois percolation indépendante&#x3E; pour signifier que l’état des dif-

férents liens (fermé ou, au contraire, ouvert) est déterminé par des tirages indé-

pendants.

Les questions abordées sont de plusieurs sortes :

* détermination des seuils critiques de percolation (c’est-à-dire de présen-
ce d’amas infinis; cf [21, [14], [15], C 16], C 19], [20], [26], [27], [28]), et com-

paraison de ce seuil avec diverses autres valeurs C24J) .

* étude de la régularité de la fonction probabilité de percolation (probabi-
lité pour un point donné de faire partie d’un amas infini; cf C 163, [19.11, [20J) ,

question reliée (dans [3]) à celle du nombre d’amas infinis (cf [7], [141, [17],

[18]).

* recherche d’équivalents au voisinage du point critique pour diverses quan-
tités comme la fonction de percolation, la taille moyenne des amas, ou leur densité

moyenne (cf [12], [13] pour cette dernière); c’est le problème des exposants criti-
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ques (ces quantités se comportant comme des puissances de 1 p - pc où p est la

probabilité pour chacun des liens d’être ouvert) (cf [16], [25]).

* étude de la percolation avec évolution dans le temps (First passage per-
colation&#x3E; en Anglais) (cf [241).

Cette thèse de 3ème cycle s’inscrit dans le cadre du premier type de ques-
tions, et, en particulier, des articles de L. Russo [191, [20] et C211.

Ces articles établissent la relation = 1 entre le seuil de percolation pc

d’un graphe périodique plan G et celui, p*c, de son graphe dual lorsque lesg P P q P Pc, de son graphe dual G*, lorsque q

liens sont ouverts avec même probabilité.
[ Ce résultat signifie que fermer dans G * les liens duaux des liens ouverts dans
0. donne : si p &#x3E;p* absence presque sûre d’amas infini dans G*~ 

si présence presque sûre d’un tel amas 1. 
()

Ceci permet de retrouver, par auto-dualité, la valeur pour ?L2.
Il est légitime de se demander ce que devient ce résultat lorsque les états

des différents liens sont déterminés par des tirages encore indépendants, mais cet-

te fois avec une probabilité d’ouverture variant d’un lien à un autre.

Peut-on alors avoir des indications, pour un graphe auto-dual (Z2), sur le
domaine critique (qui est ici une partie de où L est l’ensemble des

liens) ?

L’analogue du résultat de Russo serait l’existence d’une hypersurface ~
dans (la surface critique) hors de laquelle les configurations présente-
raient avec probabilité 1, un et un seul des 2 types d’amas infini :

amas infini dans ~ pour p au-dessus de ...B dans 

amas infini dans * pour p au-dessous de 1 dans 

Un argument simple permet de constater que ce résultat est faux dans, [0, IiL
tout entier (les domaines d’existence presque sûre de chacun des 2 types d’amas in-

finis sont l’un et l’autre négligeables dans [O,IIL muni du produit des mesures

de Lebesgue sur C0,1])..

Il est vrai si l’on se restreint à l’ensemble des distributions de probabi-
lités aux différents liens qui sont périodiques et symétriques par rapport à des

axes de coordonnées convenablement choisis; et il s’étend par densité aux distribu-

tions limites périodiques et symétriques par rapport aux axes.
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Ceci constitue le résultat principal de cette thèse et est établi au chapi-
tre II, théorème 2.

Remarque : : on raisonne dans ce chapitre sur la percolation des liens dans Z 2
on aurait pu (comme le fait Kesten dans [16~) étudier le problème plus général (cf

[7] ou CHD de la percolation des sites dans un graphe périodique plan quelconque,
mais ceci aurait nécessité des définitions un peu plus générales, et alourdi les dé-

monstrations.

Le chapitre III donne quelques conséquences : on montre en particulier que,
par auto-dualité, Pl + p2 = 1 est la surface critique pour le modèle de percola-

tion des liens de ae2 où l’on ouvre les liens horizontaux avec probabilité pl
et les liens verticaux avec probabilité P2 (ce qui est aussi établi par Kesten

dans C161).

Le cas du réseau triangulaire dont les liens sont ouverts, selon leur direction,
avec probabilité Pl$ P2 ou p3 reste non résolu dans cas général, à cause de

l’exigence de symétries; il est déduit du théorème 2 dans le cas où P2 
= 

p3, la

courbe critique est alors P, 1 (voir aussi dans [ I 6)j .p1 P2 p1P2 
"

La méthode de démonstration suit dans ses grandes lignes celle de Russo [191,

[201 et [21], et la plupart des résultats intermédiaires sont des généralisations
au cas périodique qui nous intéresse de lemmes établis dans ces articles pour le

problème à 1 paramètre. En particulier, pour généraliser la méthode utilisée dans

[211 au paragraphe : application to percolation theory&#x3E;, on est conduit à éta-

blir une extension de la loi-zéro un approchée au cas de probabilités de Bernoulli

quelconques; ceci fait l’objet du chapitre I et constitue ici le seul résultat qui
ne requiert aucune hypothèse ni de périodicité, ni de symétrie.
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I EXTENSION DE LA LOI ZERO-UN APPROCHEE DE RUSSO.

Ce chapitre reprend les notations de [71 "An approximate zero-one law" et

consiste à étendre, étape par étape, les résultats de Russo au cas de probabilités
de Bernoulli quelconques.

Rappelons qu’on travaille sur {-! ,+!} où L est un ensem-

ble dénombrable, et que l’on note :

B la tribu engendrée par les événements keL

(on note aussi E-k= {wEQ /w(k) = ...  -11 keL)

(où K CL) la tribu engendrée par les évènements k e K

13-~e. la famille d’évènements : «-«2u K
K 

Appelons Si (pour tout i dans L) l’application de dans lui-même qui change
en son opposée la coordonnée d’indice i..

Notons , p our tout i dans L et tout A dans n :

et

Pour tout w dans S’2 CA(w) = / A} est dit ensemble des indices cri-

tiques de w pour A. 

L’ensemble a est muni de l’ordre partiel défini par :
w 5 w’ si et seulement si, pour tout i dans L, on a w(1) 5 w’(i)

Un événement A de ~0 est dit positif si sa fonction caractéristique (notée X A)
est croissante.

L’extension annoncée consiste à travailler avec la loi de probabilité sur ~:
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et v est la loi de probabilité sur {-1,+1} telle
xi

Alors le résultat de [71 se généralise en :

Théorème 1 : pour tout E ~ 0, il existe il&#x3E; 0 tel que

et si A e ~’~~ est positif et vérifie

alors il existe

(autrement dit, la fonction det p (A) devient très rapidement proche de 1 dès

qu’elle s’éloigne légèrement de 0).

Pour établir ce théorème, on étudie séparément chaque direction x (vérifiant

Sup xi - 1 et Inf xi &#x3E; 0), et on montre que les résultats intermédiaires obtenus

dans [7] pour x == (1) se gênéralisent.

On suppose désormais e &#x3E;0 et x vérifiant Sup  xi = 1 1 et Inf fixés;
i i

on montre alors :

Proposition : si est positif,  t E [0, 11, u  (A) ée et 1l.. dI A)  E4
alors u(t+E)x(A) &#x3E; 1 - E

ceci en utilisant le lemme suivant (où l’on suppose L = N ) :

Lemme 1 : si v est une loi de probabilité sur (É1i,Ôà)
si C E ~ vérifie v(C) z 1 - e

et pour tout w E C et tout k EN*
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e

 u signifie qu’il existe une représentation jointe m de v sur

telle que I - E

et désigne le cylindre w’ i ~k (jj’(i) == w i } et w(~} ~ 

On considère ensuite pour A e 3o les variables aléatoires suivantes :

Alors le théorème se déduit de la proposition en utilisant :

Lemme 2 : si est positif, alors pour tout  t e: [0, 1 ] E (nxA) m d (A)tx A dt -tx

Lemme 3 : si - A non vide, alors pour tout y e[0,11 L tel que

Lemme 4 : pour tous x, a, 0 e 10, 1 E et pour tout 

puis, en définissant -é - pouvant s’ écrire S - A 1 B

avec A, positifs}

Lemme 6 : si Ae est positif alors pour tout entier k &#x3E;0

Lemme 7 : pour tout et pour tout positif :



68

Démons trat ions : Les lemmes 2 à 6 servent à établir le lemme 7, qui avec la propo-
sition entraîne le théorème.

J’omettrai les démonstrations des lemmes 1 1 et 6, ce dernier étant démontré dans [7],
et le premier n’étant qu’une généralisation immédiate du lemme 1 de [7].

Démonstration de la proposition : on veut appliquer le lemme 1 aux deux mesures

Il faut pour cela vërifier que, sous les hypothèses de la proposition :

Or :

et par définition des Ck :
n’ étant fonction que de 
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D’autre part E. et sont p indépendants (E+ ne dépend

que de ne dépend que de et A que des (j0., 

puisque : WEA/6

Pour les w e C tels (Ana)’ ’) =0 on a aussi

il (E + lw (k-1) nA) S en choisissant pour p (* 1 w(k-1) nA) la mesure

4tx °

(on est libre de prendre n’importe quelle mesure puisque est à valeurs

dans {-l +Il k-1 fini).

e

D’après le lemme 1, on conclut que A) :5 

donc, A étant positive, 1 A) :5 20132013&#x3E; 1 - E:

e

Remarque : on utilise ici : A positif et 1-1 -&#x3E; p(A) + E

ensemble de mesure (m) s E

Démonstration du lemme 2 : il résulte immédiatement de la formule de dérivation :

pour A ~ A positif = démontrée dans 161 lemme 3



70

la somme intervenant dans ce 2ème membre est en fait finie puisque
A E 53y donc 4 (A) est fonction d’ un nombre f ini de x) .

Démonstration du lemme 3 : elle se fait en 2 temps :

1 ) si A est un cylindre A - {w en /V i E . A w(i)-  QCi) j où 
A cL est fini

1 ) A 1 . nd A { n / u. A ( . ) ( . ) 
’B .... 

B 
A c: 

et 

t fini

V y e est un tel 1 y ’ * inf 
w 

T 1 E. l  (JJ 
1 

1 &#x3E; cr 
1 J ou AcL est fini

V y e CD ..L tel ue 
, = mf .. C inf . 1-y.)]&#x3E; 0 

cr 
V tel que Y’:8 inf [inf (yi, -yj)l &#x3E;0 

Cr E {-I, 1 1-A
y 

i EL 
1

XI 1 A) * 

 l x. car sur A, nX est constante et vaut 

i 1 à x.y nA 
-- 

i EA i 1

donc

Or 1

donc

e t donc

2) pour non vide quelconque : on raisonne par récurrence sur lAI où

AebA
* si lAI - 0 A - Q (car A * 0) donc les 2 membres de l’inégalité voulue

sont nuls.

* si lAI. 1 A est un cylindre, donc le résultat est vérifié.

* supposons le résultat démontré jusqu’à l’ordre lAI - 1 :

Tf- A s’écrit de f açon unique : A ~ (E± n A*) u (E7 n A7)
l 1 i 1.

Si v i E A A+ ou A. est vide, c’est que A est un- cylindre, donc l’inéga-
1 1

lité est vraie.
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(remarque : + et 6I. + sont p indépendants car(remarque : E. et . A. sont u indépendants cari j i y .

de même pour

puisque pour

En utilisant

(où Y! - min on obtient :i i i
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(ceci en appliquant l’hypothèse de récurrence aux événements A. et A7 de
1 1

d’après le lemme 4, puisque

Démonstration du lemmes 4 : on suppose par exemple que 
Il suf f it alors de montrer que la fonction f a définie sur 10,al par

est positive.

(rappellons que

. f~ s’annule donc en un unique point de 

étant décroissante
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donc fa est positive sur 10,al , ce qui prouve le lemme.

Démonstration du lemme 5.

Soient 0a6! 1 et SE %, donc il existe A et positifs tels que
S~A~B.

donc

d’où pour 1

donc

l’avant dernière inégalité résultant du lemme 2, A et B étant positifs et dans

Bt
Démonstration du lemme 7.

Appliquons le lemme 5 aux événements ài A et A, qui sont dans ~ d’après
le lemme 6.
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(ou encore

car sur les variables coïncident puis-

que

(en effet

la lère implication résultant simplement de l’inclusion

seconde du fait que donc, w -&#x3E; étant décroissante sur A

positif, ces 2 ensembles sont donc égaux si de même cardinal).

Utilisons le lemme 3 (pour les 1 . A non vides);on obtient :
il, ...ik
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(chaque 4 . A) étant majoré par p (6. A) donc par n)
. " ° 1 ) étant majore par donc par n)tx 

k tx 1 
1 

*’ 

on rappelle la notation (tx)’ - inf 
i EL ~ ~

V t E Coc, I-aJ car V i EL (si 

(x a été fixé tel que Supx. - ! 1 et Inf 
i i

étant croissante)

donc en reportant cette inégalité

dans la relation (1) :

En raisonnant de la même façon avec les événements A EA (k FN* onk

obtiendrait

et finalement

On peut en déduire l’inégalité

En ef f et, posons
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alors car si on note

([.1 désignant ici la partie entière)

Démonstration du théorème.

Soit E &#x3E; 0 donnë; x e: [0, ) JL vérif iant Su x. 1 et Inf x. k e
iEL ].i . iEL. 

L 
3.

Soit A E B F évènement positif. 
La f onction t e: [0, t] -~-&#x3E; u (A) est alors croissante (sa dérivée est 

d’après lemme 2).

Soit t0 - inf C0,1 ] ~ 1.1t X 
(on suppose que {t E C0,1 ] /llt x sinon l’ existence de tx ,A vérifiant

la conclusion du théorème est immédiate 1 convient, et ceci V n). 

t +1
1 er cas : t &#x3E; I-2 ~ alors le théorème es t vérif ië (’~ n j avec a -2--2

2ème cas : t 9 t-2e: on applique alors le lemme 7 avec 0 PP 4

alors, si À désigne la mesure de Lebesgue sur [0,11 :
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Comme d’autre part ut puisque tx,A&#x3E;to, la proposition s’applique
tx, A.x x,A o

et u(tx, A+E) (A) &#x3E; 1-E donc par monotonie de on a bien :

ceci dès que est positif et vérifie n

De est indépendant du choix de x vérifiant

lq0 de dépend que de E. Ceci achève la démonstration du théorème.

II PERCOLATION DES LIAISONS DU RESEAU ~~ AVEC PROBABILITE DEPENDANT DU LIEN

DE FACON PERIODIQUE ET SYMETRIQUE PAR RAPPORT AUX AXES.

A - Définitions et notations.

Soient L l’ensemble des liens du réseau ae2, L (resp. L2) l’ensemble

des liens horizontaux (resp. verticaux), c’est à dire parallèles à l’axe Ox1 1
2 * 2 1 2

(resp. Ox de 1l2, et L* l’ensemble des liens du réseau dual de ae2, OZ + I 2.resp. Ox2 P 2 ’ ’ 2
Pour tout i e L on notera i* son lien dual : unique lien de L* qui coupe i.

On considère l’espace 0 - f-1, +11 L et on utilise les notations du chapi-
tre I : en particulier est muni de la tribu ~ engendrée par les évènements
E~, Les éléments de Si sont appelés configurations, et un lien i est dit

ouvert (resp. fermé) dans la configuration t~ si et seulement si w(i) _ +1

(resp. 0)(i) = -1 ) . (Fig. 1 donne un exemple de configuration).

’ 

Sur n on s’intéresse aux mesures de probabilité u 
p 

où est

périodique et symétrique par rapport à 2 axes x = a et x 2 = b, avec a,b Eae u 

(ceci signifie qu’il existe un entier K &#x3E; 0 tel que 
~ 

’

désigne la translation de
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vecteur

s1 et s 2 sont les symétries orthogonales par rapport aux axes x, =*a et x2 = b .a b 2

Ces notations seront utilisées tout au long de ce chapitre pour désigner les trans-

lations et les symétries d’axes horizontaux ou verticaux).

L’ensemble des telles distributions p pour une période donnée K est noté ~~.
A tout on associe défini par : V 1 e L pi* - 1 -pi.

1. i

On appelle chaîne, ou chemin, une suite (v 0 il’VI li 2’...",’v.) finie où pour

tout j E {1,...,nl v, ez2 et avec ii - [v j-1 , vj ].
Une chaîne (v ,...,v ) telle que v . v 

n 
est appelée boucle.o non

Une partie L’ de L est dite connexe si la réunion de ses éléments (considérés

comme segments dans R2) est connexe.

Si w en on dit chemin (resp. utie bdudlà) est ouvert dans w s’il est dans

~(~!).
On appelle amas de w les composantes connexes de 

on s’intéresse à l’évènement A. - / w a un amas infini}.

A E: 1B donc d’après la loi zéro-un : V p (Aoo) e(0,!}.0153 jo. p 
Le problème est de déterminer les éléments p de pour lesquels  p (A ) " 1 .

Soit S l’application Q -&#x3E; rt * { 1 1L* qui associe à w E nRemarque : Soit S l’application Q2013&#x3E; Q*= (-!,+!} qui associe a 

sa configuration duale w*, qui est l’élément de n* défini par :

VieL W 1 - - W 1. (c’est-à-dire i ouvert 20132013&#x3E; i fermé).

S envoie la mesure 4 
p 

sur la mesure 9 * m Il v* sur u qui, en iden-
p *p iEL p i* p 

p* i EL p 

tifiant L à L par la translation de vecteur 2 2 s’identifie à une mesure

Il- avec p E [0,1]L .
p

De plus, si on a 

p sera appelée répartition duale de p.
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(Ce résultat est particulier au réseau ae2, qui est son propre dual; pour un
autre réseau, non auto-dual, p et p* ne varient pas dans le même ensemble).

On appellera *-amas de c~ les amas de w* dans L* (composantes connexes

de (0 (+1) dans L*) ; on parlera aussi d’ amas dual.

B - Enoncé des résultats. 
,

Le résultat qu’on se propose de démontrer est le suivant :

Théorème 2 : pour tout p dans P. vérif iant Min . &#x3E; 0 et Max . = 1

iEL iEL

il existe t P tel que pour tout 

ce- théorème s’étend ensuite par densité à l’adhérence 9 de dans
K E N* "

muni de la norme de la convergence uniforme est l’ensemble des

éléments de [0,11 L qui sont limites périodiques (i.e limites uniforme d’élé-

ments périodiques) et symétriques par rapport à 2 axes et x 2 -b
à,b ~Z u (M + 2
On déduit alors du théorème 2 :

Corollaire : pour tout p dans en vérifiant Inf 
L 

p. &#x3E; 0 et Sup 
L 

p. 1 
= ! 1

IEL

il existe tp E CO, 11 tel que pour tout t E CO, 11 :

E On ne peut rien dire ici en t P ],
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Remarques :

a) Ce théorème signifie que dans chaque direction (non située dans un

hyperplan frontière pi - 0) il existe une valeur critique commune pour l’exis-

tence presque sûre d’un amas infini et celle d’un amas dual infini. Autrement dit,

il existe un domaine critique (de mesure de Lebesgue nulle identifié

une partie de [0,!] 2K~ ) qui sépare les domaines d’existence presque sûre de ces

2 types d’amas.

b) Le Théorème n’est pas vrai sur [0,!] tout entier, ni sur aucun ensemble de

directions de dont la réunion n’est pas négligeable pour la mesure

p =* n À (À étant la mesure de Lebesgue sur [0,!])’
ieL

On peut en effet montrer que {p / 1.1 p (A0153&#x3E; .. Il est 1.1-négligeable; 
.

donc (p E [O, I]L 1g-(A p 1.) Il l’est aussi (p 2013&#x3E; ? conservant la mesure 1.1);

est donc aussi u-négligeable toute partie de [0,!] contenue dans la réunion

de ces 2 domaines et d’un troisième domaine (critique) p-nêgligeable (car ne con-

tenant qu’un point dans chaque direction).

L’idée, pour prouver que 
. 

1.1{p E [01 11 Lp p (A0153&#x3E; - !} " 0, est que tirer au hasard

(avec la loi 1.1) p dans [0, 11 L9 puis w dans 0 suivant up , se ramène à une
p

seule opération, qui consiste à tirer au hasard w dans n avec la loi u (1 2).

En effet 9 peut être définie 
+!) - 

En effet 03BC peut être définie par u (w(i) = +1) = l ([O, pi])  w(i), iEL sont des variables up -indé-
pendantes

On se place donc sur (10,11 2L g - n À 0 À) et à tout élément (Pi’xi)i L
i eL 

1. 1.1E:

de cet espace on fait correspondre la configuration :

Alors w suit la loi p 1 (car les w(i) sont des variables indépendantes et
, 1 .
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Or on sait qu. 1 est la valeur critique pour le modèle de percolation des liens
dans ae2 à un paramètre, et que p1(A,,) - 0. (cf. [31)

2
Donc 1.l 0 p-presque sûrement w ne possède pas d’amas infini.

Donc y-presque sûrement p 0. 
"

(car si un évènement A d’un espace produit est V 10 v2 négligeable,

pour v i mesure sur Ei, alors pour v1-presque tout élément x 1 de Ej 1 on a
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C - Démonstrations.

Le théorème 2 se démontre en 2 étapes : la première donne un résultat de

disjonction des domaines d’existence presque sûre de chacun des 2 types d’amas

infinis, et la seconde un résultat de complémentarité (au domaine critique près).

Plus précisément, on montre :

(généralisation C5~ Théorème 1~.

segment (t , au maximum un point t 
p 

tel que et
P P P

Démonstration du 1) : soit p on veut our simplifier les calculs, ramener

les axes de symétrie de p, xI - a et x2 - b, à coincider avec les axes Ox. et

Ox2.
Quatre cas de figures peuvent se présenter, selon que a et b appartiennent à

Z ou à Z + i · dans chacun des cas on amène l’ origine au point par trans-

lation, et l’on obtient ainsi un nouveau réseau :

Alors, en considerant .... p comme élément de 
. 

du nouveau réseau} , p  varie .

dans (P1K u P2K uP3Ku P4K rPk 1 

~1 R = {p / p est périodique de période K et symétrique par rapport à
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établit une bijection entre ainsi qu’entre

Pour tout (L,M) on définit les rectangles dans RZ ;

ainsi que les événements suivants de

{w ’E Ç2 / il existe un chemin ouvert inclus dans et
. L,M

dont une extrémité est sur le côté gauche de A~ et l’autre
sur le côté droit} 

L,M

/ il existe un chemin ouvert contenu dans A (i) et
L,M

ayant une extrémité sur le côté inférieur de A (i) et l’autre
L,M

sur le côté supérieur}.

Enfin on pose, pour

Il est immédiat que l’on a les propriétés suivantes de monotonie des
donc des RL M(p) en fonction de L et M : &#x3E;

. 

On va maintenant établir des inégalités qui généralisent les inégalités établies par
Russo dans Cb7 (pour la percolation de sites avec un seul paramètre p); la première est

un résultat géométrique élémentaire basé sur la dualité, les 2 suivantes étant con-
séquence de l’inégalité F.K.G. et constituant le seul point de la démonstration où
intervienne la symétrie (voir la remarque @ qui suit la démonstration du théorème).
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Pour tout (L,M) EN2 et pour tout p e PK

(1) résulte du fait que, si pour tout rectangle [-a,+a]x[-b,+b] 

on note (E-a,+al x r-b +bl) 
* 

le rectangle [-a + 
1 1 

x alorson note (C-a,+a]x[-b,+b])* le rectangle alors

le complémentaire de (i) -&#x3E; dans (i-l,...,4) est l’évènement :

{w en /il existe dans w* un chemin ouvert inclus dans ayant une extrê-

mité sur le côté inférieur de A"’* et l’autre sur son côté supérieur}
L,M

et, par des propriétés de monotonie analogues à celles qui précèdent, cet évènement

est contenu dans S- 1( (5-i) I) (rappelons que S : w -&#x3E; w car on vérif ie dansest contenu dans S-1 (A(5-i) L.M I) (rappelons que S : (w~w*), car on vérifie dans

chacun des cas i m 1,...,4 que le rectangle est "moins large et plus haut"

Donc

qui n’est autre que la relation (1) (voir la remarque du II A).
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(2) est basé sur des arguments géométriques et sur les inégalités F.K.G. (voir

[Il et [2]) énoncées et utilisées ici dans le cas particulier de probabilités de

Bernoulli.

Inégalité F.K.G. : pour tout x dans [0,11 L
~ 

tous deux positifs

pour tous A,B dans événements 
ou ~ tous deux de complé-
mentaire positif

on a 

On considère maintenant le rectangle déduit de A’" par la translationL,M L,M

t(MK, O).
On note A le rectangle u (voir Fig.3)

L, -M2
° 

(i),
a, au et al désignent respectivement le côté gauche de A- ’ sa partie supé-u l L, M

rieure, et sa partie inférieure; plus précisément :

Par analogie avec les notations déjà introduites, on note :

A (i) - = {wEQ (i) / il existe dans w un chemin ouvert inclus dans A (i)
L, 3 2M

ayant une extrêmité sur le côté gauche de A (i) L, 3 2M et l’autre sur
L, 3 2M

le côté droit}. L,3 2M

Remarque : Désormais le mot "chemin" signif iera toujours "chemin auto-évitant"

(un chemin auto-évitant étant une suite finie de points

(vi) et de liens (i.) telle que V j E {1,...,n} i. = 

et distincts).
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Cela ne change rien pour la définition des puisque de tout chemin reliant

2 parties du plan on peut extraire un chemin auto-évitant reliant ces 2 parties.

Cette restriction est nécessaire pour pouvoir définir (voir ci-dessous) la notion

de "chemin le plus bas" (qui ne serait pas unique dans tous les cas puisqu’une
boucle peut être orientée de 2 façons).

C désigne l’ensemble des chemins joignant dans un point du côté gauche deL,M

à un point de son côté droit.L,M

Si c ~ C, ca désigne la dernière intersection de c (ordonné du côté gauche de

au coté droit) avec à (c considéré comme 1a partie de réunion de ses
L,M 

au cota avec a c conS1 ere comme a partie en e ses

liens) et cr est le chemin constitué des points et liens de c à partir de c

jusqu’à l’extrêmité de c située sur le côté droit de A (i) cr’ est le chemin
L,M

symétrique de cr par rapport à la droite x, = MK. 
’

On note aussi : CIt _ / 

On considère les évènements suivants : pour tout chemin c de C,

Ec :8 {wEQ (i) /c est le chemin de C ouvert le plus bas dans ûj}

le sens de n’chemin le plus bas" étant donné par ce qui suit :

C est muni de la relation d’ordre partiel : 
t 

~~&#x3E; 

où A(c) est la partie de A (i) située "au-dessus" de c dans A (i) i.e. la
L,M L,M

réunion dans E,2 des composantes connexes de qui rencontrent le coté

supérieur de L,M

On montre que toute partie non vide C’ de C admet un plus petit élément, appelé

chemin le plus bas de C’; ce qui est ici utilisé avec C’ l’ensemble des chemins

de C ouverts dans w.

On considèrera les évènements suivants : pour tout c dans C,

F il existe dans A(cr u cr’ ) un chemin commençant sur le
c L,M

(i) r 2013
côté supérieur de et finissant sur c }

L,M
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(ici, par abus de notation, désigne la partie de et non de

A(i) L, M, située au-dessus de 
L,M 

P

est ouvert dans w} n F~)

H (resp. H ) m / il existe dans 
1 

un chemin commençant sur a
u t L,M u

(resp. a2) et finissant sur le côté droit de A(i),1
x L,M

Il est facile de voir que

Donc par l’inégalité F.K.G., puisque G’ et H sont des évènements positifs :
. P(i)K

(la inégalité provenant de : 
,

Or E 
c 

et F 
c 

sont u -indépendants puisque E dépend des pour les liens
ccp c

i situés sur c ou au-dessous de c dans A(i)L.M. (en effet on montre facilement
L,M

que :

E ..  {(jj / c est ouvert dans w et il n’existe aucun chemin de C ouvert
c

dans w et situé au-dessus de c})

En utilisant à nouveau l’inégalité F.K.G., ainsi que les propriétés de symétrie

de up:

(Hu et H t sont des évènements positifs de même probabilité et de réunion égale
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à A~~ ~) d’où l’on déduit
L, M

De la même f açon on obtient

et pour tout 

(Pour cette dernière inégalité, c’est la symétrie 
p 

par rapport à l’axe

Ox 2’ couplée avec l’invariance par les translations multiples de K, qui intervient :

si F’ - / il existe un chemin ouvert dans w contenu dans 
c 

commençant sur le côté supérieur de et finissant sur c 

l’on rappelle ue désigne la symétrie d’axe XI m MK).MK 

Reportées dans l’inégalité (a), les inégalités (b), (c), (d) donnent donc :

L’inégalité F.K.G. va alors permettre de passer à puis à RL, 3M (p) :

elle entraîne en effet l’inégalité :

puisqu’il suffit, pour avoir un chemin ouvert de gauche à droite dans le rectangle

un chemin ouvert de gauche à droite dans

d’avoir un chemin ouvert de gauche à droite dans

.et.un chemin ouvert de haut en bas dans.
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(voir f ig. 4) ceci aussi bien pour 1 m ou i = 3, 4.

(L’ invariance de p par intervient ici encore une fois).

Par un argument analogue : (voir Fig. 5)

qui est ]/inégalité recherchée.

L’inégalité

n’est autre que l’inégalité précédente appliquée à 1a répartition p’ symétrique de

p par rapport à la diagonale xl 1 x2 et avec (M,L) au lieu de (L,M)

(2) est donc démontré.

La démonstration de 1) va consister à généraliser à p e9 l’argument de Russo

(cf . [SI), c’ est-à-dire montrer -presque sûrement ou u-prespue sûrement,
P p

l’origine est entourée d’une infinité de boucles ouvertes disjointes (sous les

hypothèses

On introduit pour cela, pour dans 11, les "couronnes" : (voir fig. 6) 
,
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et les événements de ~2(’) - {-131+i} L (i) (1=1~.~4) :

=’ {wEQ (1) / il existe dans C(i) L,M une boucle ouverte entourant l’originel.L,M L,M

pour p on note : 

Alors, par l’inégalité F.K.G., l’invariance de p par les translations t (2MK,O)
et t (0, 2LK) ’et l’inclusion (résultant de considérations géométriques) :

on obtient pour tout (L,M) et pour tout p dans ·

donc, en utilisant les inégalités (2) et l’inégalité : ! - 1 - u ~ 1 u (~ u E [0, 11)

on trouve

Pour obtenir presque sûrement une infinité de boucles ouvertes disjointes autour

de 0, il suffit d’avoir presque sûrement une infinité de couples (L,M) d’en-

tiers tels que les couronnes C (i) L.M soient 2 à 2 disjointes et que les B (i)L,M L,M

soient réalisés.

Cela sera conséquence du lemme de Borel-Cantelli si l’on peut minorer par une

constante strictement positive tous les ou bien tous les pour

les infinie.
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Dans le cas où tous les pi sont égaux, donc où

est alors minoré en fonction uniquement de

et l’inégalité { 1 ) empêche que l’on ait à la fois

et

d’où C- (p) k a pour une infinité d’entiers L et une constante a&#x3E;0

ou bien CL,L (p *)&#x3E; a pour une infinité d’entiers L et une constante a &#x3E;0
L, JL

Ceci reste vrai dans le cas où p est symétrique par rapport à la diagonale

x1 =’x~ (on a alors encore R~,L (p) (p) ; remarque : nécessairement

ou 

Mais si p n’est pas symétrique par rapport à il n’est pas exclu à

tendent vers 0 quand L tend vers l’infini.

On va donc chercher à remplacer les carrés par des rectangles de proportions con-

venables pour que l’une des quantités -&#x3E; (p) 0 (p) ou

-&#x3E; (p*) e RIL.M. (p*) reste éloignée de 0.@M  preste éloignée e o.

On peut établir le résultat suivant :

il existe une application M P de N dans lui-même et un 

(a) pour tout entier positif L
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Pour démontrer ce lemmes, on étudie la différence

Si on note D l’ensemble des sommets du réseau qui se trouvent sur le côté droit

du rectangle t_  ~~’ ~ ~ : t (voir Fig. 7)

{w est relie au côté gauche de (~~~) par

un chemin ouvert contenu dans (-K,0) (2K,0)  
a tous ses liens ouverts}

donc si p EP(i)K: 

/S est l’ensemble des points de D reliés au

côté gauche de t chemin ouvert de

w contenu dans ce rectangle}

x 

Jlp tel que (s)] a tous ses

liens ouverts dans 

(puisque les liens de Cs , sont hors du rectangle t, (A~~) ) .
Or up / ~ s e S, tous ses liens ouverts}

(par invariance de

et donc

Posons alors M {L) = inf (MeN / 1 - ~~ pour tout LeN,

quantité qui est bien définie, et au moins égale à 1 (avec la convention
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[ en effet -&#x3E; (p) = 1 -u (w ’E 0(i) /il existe un chemin ouvert dans 00* et

contenu dans A (i) * L, M qui relie les côtés horizon-

taux de ce rectangle}
(voir Fig. 8)

~ ! 1 il existe un segment vertical ouvert dans

W* et qui relie les côtés horizontaux de 
L,M

 C! - (1 - Max pi) 2LK + 212MK qui tend vers 0 quand M

1 e: 1
. tend vers + co]

M p (L) vérifie pour tout L dans IN

par définition de la borne inférieure)

On a donc bien pour tout L eN

Pour vérifier la condition (b), supposons par l’absurde que lim sup M (L)  + ~
P

alors il existe tel M (L) 5 M
P

ce qui est impossible si Min p. &#x3E; 0 car alors

i EL1

up {wEQ (i) /il existe dans un segment horizontalp L,M

ouvert dans W joignant les côtés verticaux de 
L,M

2MK+1 1 - [1-(Min p. qui tend vers 1 quand L
1.

tend vers l’infini 1.



97

On a donc montré que lim sup M (L) :8 + ~, et le lemme est prouve.
, 

L -&#x3E; + oe P

Soit une suite d’ entiers vérifiant : pour tout n EN :

Les couronnes sont alors 2 à 2 disjointes.
n’ n

Deux cas peuvent se présenter :

1 er cas : il existe un     et une sous-suite de

tels que V kEN lL4: M ~ ~ 

°k °k

alors V k ~B CL 
°k 

M (p) &#x3E; (1 2) 48 6]30 constante &#x3E; 0

nk, nk
(ceci en utilisant l’inégalité (3))

Donc d’après le lemme de Borel-Cantelli, les événements étant indépen-

dants puisque les sont disjointes : L 
n IMn°k °k

p p presque sûrement une infinité de Bii) ,M sont réalisés.
p 

Ceci entraîne que il 
If (A~) ~ 

0

(car tout lien i* de L* est presque sûrement entouré d’une boucle ouverte

dans L, donc l’amas de 00* contenant i* est nécessairement fini).

alors d’après l’inégalité (1)

donc il existe un entier no tel que : ’ 1

et comme d’ autre part : i~ neN

donc (toujours par l’ inégalité (1 ~~ V n EN
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on a donc, par l’inêgalitê ~3)) V nzn o

et par le même argument que précédemment v 
p (Aoo) = 0

La lère partie du théorème est ainsi démontré.

Démonstration du 2) : La méthode, analogue à celle utilisée par Russo dans (7]

pour démontrer la relation p 5 1- p * pour la percolation de sites dans Z2
c c

avec probabilité indépendante du site, est basée d’une part sur la loi zéro-un,
approchée généralisée au cas de probabilités dépendant du site (voir chap. I),
et d’autre part sur le lemme suivant :

s’il existe deux entiers positifs L et M pour lesquels

Ce lemme est démontré par Russo dans [61, dans le cas de la percolation de sites

avec un seul paramètre (pi a p pour tout lien i) .
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La démonstration consiste à se ramener à un problème de percolation de sites à un

paramètre sur Z2@ puis à utiliser un argument de Peierls (dénombrement des boucles
de longueur donnée) pour obtenir une condition suffisante d’existence presque sûre

d’un amas infini (en utilisant, comme on l’a déjà fait, l’équivalence entre : exis-

tence d’une infinité de boucles duales ouvertes disjointes entourant 0 et inexis-

tence d’un amas infini).

Soient donc L et M deux entiers vérifiant -&#x3E; R3L,M (p) &#x3E; 1 -5-4 et

RL,3M(p)&#x3E;1-5-4 (où p est fixé i~(t,2,3,4}).

On considère pour tout ’E "2 les rectangles :

(voir Fig. 10)

Pour tout j ~ note z. la fonction caractéristique de 1’ivênement :
J

A(i) (j) - {w £Q(i) / il existe dans w un chemin ouvert contenu dans A (j)
et reliant ses côtés verticaux (resp. horizontaux)} si jl+j2 est pair

’ 

(resp. impair).

On remarque que :

(a) l’application est telle que :

V w a un amas infini ~ a un amas infini

(On rappelle que pour la percolation de sites dans M29 2 points j et j’ sont

dits voisins si et seulement si 1 + ~j -j’~ ~ 1 ; et que le dual de ce

modèle est l’ensemble des points de Z 3 avec la notion de voisinage suivante :

j sont *-voisins si et seulement si Max 1)
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on si j et j’ vérifient Max 13’2-j2’l) &#x3E;1, les variables zi et

z., sont indépendantes (car A (j) et A (j’) n’ont aucun lien en commun).

On peut donc diviser Z 2 en 4 sous-réseaux disjoints tels que les variables z.
J

correspondant à l’un quelconque de ces réseaux soient des variables indépendantes.

D’après (d) il suffit donc de montrer que ~(w) a presque sûrement un amas infini

(sous l’hypothèse ô  5 ) .
Or ~(w) a un amas infini si et seulement si il n’existe pas dans ~(w) une infi-

nité de *-boucles fermées auto-évitantes entourant l’origine.

(Une -boucle étant une boucle pour le voisinage * dans ae2, c’est à dire une
suite de points de Z 2 tels que et 1 

sont

*-voisins pour tout kE{O,...,n7-11.

est dite auto-évitante si les (ik’jk+l ke (0,...,n-11 sont

les seuls couples de points de la boucle *-voisins).

D’autre part si t est une *-boucle auto-êvitante entourant 0

et si on note B - / z (w) - 0}
l J

alors car au moins --r2013 points de L sont dans le même des

4 sous-réseaux mentionnés en (6)..

L’argument de Peierls consiste à majorer le nombre d’*-boucles auto-ivitantes de

longueur k donnée par k2.Sk: en effet chaque point de M 2 a 8 -voisins, donc

tout * chemin auto-é-vitant.- peut être prolongé de 7 façons dont 5 seulement don-

nent encore un *-chemin auto-évitant; d’autre part une *-boucle de longueur k

entourant 0 a au moins un point j tel que 0 point que l’on peut

h 
...... 

1 d t 
.... 

1 1 k2 kchoisir comme point initial; d’où la valeur k .5 .

En conséquence

donc

pour tout k E N
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et par le lemme de Borel-Cantelli : presque sûrement un nombre fini seulement

de B~ sont réalises; donc ~(w) a up presque sûrement un amas infini, donc

u (~). 1 d’âpres (a) .

En utilisant les inégalités (2)

on peut re-énoncer ce lemme sous la forme suivante :

9 (bis) : il existe un réel oc &#x3E; 0 tel que

s’il existe 2 entiers L et M positifs vérifiant

et

. alors 1

Démontrons la 2ème partie du théorème par l’absurde.

étant fixé tel que Min p. &#x3E; 0 et Max p, - 1, on pose" 

j£L -* j£L -’

et par convention

La ]ère partie du théorème entraîne que tl
(car tout point tp avec 0  t  I 1 vérifie

Supposons donc que t]  t2 : alors

On pose

0  to  1 1 entraîne Min tp &#x3E; 0 et Max t p. ’ 1 donc le lemaae 8 peut
o oJ oJ

s’ appliquer à top : il existe a &#x3E; 0 et une application Mo de N dans N

tels que : V L elg
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On va maintenant démontrer que l’hypothèse t1t2 entraîne que la loi zéro-un

approchée du chapitre I peut s’appliquer dans la direction p aux évènements

et uand L et M tendent vers l’infini; plus précisément :L,M AL,M q P P

On pourra en particulier (puisque lim sup M (L) = +00) appliquer la loi zéro-un

(i) 

" 

(i)
approchée aux événements pour une suite (L )n’ 0 n n’ 0 n n n £ N
telle que lim L n - lim M +oo

11++0) 
0 n

La démonstration de ce lemme repose sur la caractérisation suivante des liens cri-

tiques d’une configuration w pour (on ne démontrera que la lère égali-

té du lemme, la 2ème en étant conséquence, en remplaçant p par son symétrique

par rapport à la diagonale 

j eL est critique pour 00 et -~,M. si et seulement si les 3 conditions

suivantes sont réalisées : (voir Fig. 11)

(1) le lien j est dans 
L,M

(2) on peut relier une extrémité de j à un côté vertical de l’autre
L,M .

extrémité à l’autre côté vertical, par des chemins ouverts dans w, ne con-

tenant pas j et contenus dans A (i)
(3) on peut relier une extrémité de j* à un côté horizontal de A (i) * l’autreL,M 

&#x3E;

extrémité à l’autre côté horizontal, par des chemins ouverts dans w*, ne

passant pas par j et contenus dans (j)L,M
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Il s’ensuit que si j est critique pour w et pour alors les 2 pro-

priétés suivantes sont vérifiées : (voir Fig.13)

Il n’existe pas de boucle ouverte dans w entourant j et
j,L,M

contenue dans le rectangle 
J

Il n’existe pas de boucle ouverte dans (jû entourant j et
j,L,M

(i)* x2
contenue dans le rectangle t a 

x2
a. 
J

où, si a! désigne l’extrémité "inférieure gauche" de j (i.e de coordonnées mini-
i

males), a. est le point de ?J;2 "le plus en haut à droite" (i.e de coordonnées ma-
J

ximales) dans le quart de plan xl Sa! 1 x 2 :5 a! 2 °

est donc le translaté "centré en j" du rectangle si par conven-

tion on considère que A (i) est centré aux 2 liens d’extrémité inférieure gauche :
L,M

(voir fig. !2)).

et où pour tout rectangle R - [y,d] de on note :

x

le rectangle lot+ 1 11 x[y,d]

le rectangle [a &#x26;] x [y+ 1 ,6-1]

En effet :

pour (a l’existence d’une boucle ouverte dans w entourant j 
* 

et conte-"

nue dans empêche l’existence d’un chemin ouvert dans w* reliant une
-j L,n

extrémité de j* au bord de taj( et contenu dans ta
Or A(i)* a un csté horizontal situé entièrement à l’extérieur (au sens large) de

L,M

donc tout chemin reliant ce côté à une extrémité de j contient un
j L,M

chemin reliant le bord de taj( (i)* ) à j* et contenu dans taj( (i)*
Donc (3) entraîne °

j,L,M
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pour l’existence d’une boucle ouverte dans w* entourant j et con-

tenue dans empêche l’existence d’un chemin ouvert dans w reliant

une extrémité de j au bord de et contenu dans 

Or l’un des côtés verticaux de A~ est situé entièrement à l’extérieur (au sens

large) de donc tout chemin reliant ce côté à une extrémité de j con-J "1, t

tient un chemin reliant le bord de tai (A(i:1) à une extrémité de j et contenu
J -’"1,.L

dans Donc (2) entraîne °

J J 

Par conséquent : pour 

or par invariance de par les translations multiples de K, cet évènement est

de même probabilité que l’évènement vérifie et

où, pour j eL ’ T(j) est un lien de contenu dans A(i) 1,1 1
et déduit de j par une translation multiple de K (il existe toujours au moins

un tel lien T(j) puisque les translatés de A(i)1,1 par des vecteurs multiples de

K recouvrent le plan).

Il suffit maintenant, pour obtenir le lemme, de montrer que : 
1,1

C’est ici qu’intervient l’hypothèse t1t2 : pour tous L,M&#x3E;3 et tout 
à

vérifiant et (b j,L,M )l est contenu dans l’évènement
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Remarque : dès que L,M &#x3E;3 on a pour tout j 
1’l *

On a même pour L,M k3 (voir Fig. 14)

où

{w e Ç2 (i) /il n’existe pas de boucle ouverte dans (o entourant 

et contenue dans A (i) 1 
1$1

et contenue dans 

et

w / il n’existe pas de boucle ouverte dans oo* entourant 

et contenue dans A(i)*L-2,M-2 }

entraine qu’ en

donc p t "P presque sûrement il existe une boucle ouverte dans w entourant A(i)*1,1
0 1,1

et il existe une boucle ouverte dans w* entourant A(i)
’ ~ *

(puisque les amas de w et de W* qui contiennent 0 sont p t 0 np p.s. finis).
,_, 

o P
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et comme n (i) sont des évènements positifs :

pout tout t z to

et pour tout t 5t
o

donc pour &#x3E;3 et j lien contenu dans 
1,1

ce qui donne : 1

qui, comme on 1 t a vu 9 entraîne

démontrant ainsi le lemme.

Soit alors une suite d’entiers tels que lim L n = +00 et
n n E:..., n

lim +00
0 n

Le lemme 10 entraîne :

t2-t1Soit e: &#x3E; 0 tel que E  Inf [ Inf p.,g, ]
j eL J 8

(a étant le réel &#x3E; 0 défini dans le lemme 9 (bis))

Appliquons la loi ’zéro-un approchée (théorème 1) à la direction p ( Inf 
j 
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il existe tel que : (voir Fig. 15)

Alors les inégalités entraînent :

· tif S to , alors pour tout t E ]t +2£, t 2 C : . woir 15)0 0 0 2

ce qui contredit l’hypothèse : n (AW) - 0 pour tout t  t 

2ème Cas : tif &#x3E;to, alors pour tout t £ ]t1, t0-2£[ :o a 0

donc d’après l’inégalité (1)
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ce qui, en vertu du lemme 9 bis, entraîne

Il *(A~) = 1 ou encore ~~(A=) = 1
(tp) tp

contredisant pour tout t&#x3E;t..
tp

On ne peut donc pas avoir et 2) est démontré.

Ceci achève la démonstration du théorème 2.

Passons maintenant à la démonstration du corollaire : elle se borne à utiliser la

monotonie des applications : p 2013&#x3E; p et p -&#x3E; 03BC~(Aoo), et la densité de
P p

dans pour la convergence uniforme. 
p

KeK 
"

Il s’agit de montrer que si vérifie Inf p. &#x3E; 0 et Sup Pi = 1,
i £ L

alors si t. 
1 
= inf {t E [0, 1 / p (Aoo) = 0 

(avec la 

t2 inf [0, 1] / Jl (AJ = i l correspondant est vide).
2 tp

On a t1 m t2

(a) supposons que t1 &#x3E;t2 : alors V C 03BC (Aoo) = 03BC~(Aoo) = 1(a) supposons que t 1&#x3E;t : alors V t £]t 2’t1 [ 03BC 
tp tp 

(A.)

Soient t’ 1 et t’ 2 e CO,!] tels que t 2  tl 1

Il existe

Montrons qu’il existe alors, dans la direction de q, un segment non réduit à un

point, le long duquel ~ (A~ ~ ~t N (A~ = 1

tp tp

En effet, par déf inition de
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et

et

donc comme

on a pour tout

ce qui est impossible d’après le théorème 2; donc

(b) supposons t  t : alors pour tout1 2

Soient ej 1 et [0,)] tels que

et soit tel que

Montrons que

(comme en (a)

En effet : V t e J et V i E L on a :
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donc comme

on a pour tout t eJ 1.1 (A~) ~ Jl (A~) * 0 ce qui contredit le théorème 2
tq 

" 

tq

Donc ce qui démontre le corollaire.

D - Remarques.

G) Dans la démonstration du théorème 2, l’hypothèse du 1) Max p.  1 a servi
i e L~

uniquement à montrer que pour tout LEI4 ». lim ~-Mi&#x3E;(P) :8 0.~~

On peut la remplacer par l’hypothèse plus générale : il n’existe pas de chemin in-

fini contenu dans la bande parallèle à Ox1 : U A L.M et tel que, pour tout lien’ 

j de ce chemin, on ait p. " 1 .
J

(où "chemin infini" signifie : suite (v ,j ) E 2z 
telle que {v , n £ Z} soit

n n n £ Z n

infini et En effet :

a) Cette condition équivaut à : pour tout LEE il n’existe pas de chemin infini

dans la bande U A (1) tel que tout lien j de ce chemin vérifie p. m 1.
M£N L,M J

En effet l’existence d’un tel chemin dans U m entraînerait l’existence d’un
N

chemin analogue dans U AI’M $ ceci à cause des propriétés de symétrie de p par
N ’

rapport à tout axe x 2 
= M.K (M £ Z) et de K-périodicité (voir fig. 16).

b) pour tout L £N, la condition : "il n’existe pas de chemin infini dans U A (i)
20132013&#x3E; 

M6N L,M

dont tout lien j vérifie p 1 -1" entraîne lim R-&#x3E;L,M (p) = o. 
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En eff et 
-&#x3E; 

’ 

1En effet RL,M (p) décroît quand M augmente, et

Or lim R-&#x3E;L,M(p) = 1 =&#x3E; V M £N R (p) = 1, m
=&#x3E; V M £N il existe un chemin reliant les côtés ver-

ticaux de A (i) et dont tout lien j vérifie p, - 1 . "

(car si 1~~ - {j / pi -Il ne contient pas un tel chemin, alors :

et cet évènement est disjoint de 
L,M

==*&#x3E; il existe un chemin infini dans la bande U A(i)L.M
M EIN t

dont tout lien j vérifie p. - ! 1
J

(car pour toute suite de chemins dans U tels que, pour toutM M £N 
M £N "’"

M, YM relie dans A(i)L,M les côtés verticaux de ce rectangle, la réunion l) y’ 

de ces chemins contient un chemin infini, alors contenu dans U A(i)L.M
(voir Fig. 17). 

’ M EIN ’

On peut donc rg-énoncer le 1) en remplaçant l’hypothèse Max p.  1 par l’hy-
i £ L1

pothèse : "il n’existe pas de chemin infini contenu dans la bande U et

dont tout lien j vérifie p. ~ t". 

2013
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2 La lère partie du théorème 2 entraîne l’unicité resque sûre de l’amas inf ini

pour p au-dessus de la surface critique (et Min pi &#x3E; 0 et Max p.  1)
i ~ L. i £ L1 J.

iE L1 1 
1

En effet si p est au-dessus de la surface critique, on a montré en 1) que (sous

les hypothèses Min pi &#x3E; 0 et Max pi  1) il existe 4 p-presque sûrement

iEL 1 i £ L1 
P

une infinité de boucles ouvertes entourant l’origine.

Alors 2 points quelconques du plan sont aussi 9 P -presque sûrement entourés par
une même boucle ouverte; si l’on suppose donc qu’il existe au moins 2 amas AI
et A 2 inf inis dans une conf iguration W, on peut choisir un point a 1 dans

l’un des amas, un point a2 dans l’autre, et P p-presque sûrement il existe dans

c~ une boucle B ouverte entourant a 1 et a 2; or une telle boucle coupe néces-

sairement A 1 et A 2 (puisque Ai a un point intérieur à B, ai, et au moins

un point extérieur à B puisque Ai est infini; de plus Ai est connexe, pour

i = 1,2)..

On en conclut que Aj et A 2 ne forment donc qu’un seul et même amas infini.

3 L’hypothèse de symétrie de p par rapport à 2 axes parallèles respectivement
à Oxl et Ox2 n’a servi qu’à établir les inégalités (2), analogues pour le cas

périodique des inégalités établies par Russo (cf. C6 )) et Seymour et Welsh (cf.[81)

pour les problèmes à 1 paramètre.

Ces inégalités sont cependant cruciales pour notre démonstration, et l’absence de

telles symétries empêche de résoudre entièrement le cas triangulaire à 3 paramè-
tres (voir chap. III B. ~2 ) .
On peut facilement construire un contre-exemple à ces inégalités dans le cas où p

n’ est pas symétrique et avec pour tout lien i [voir f ig . 181 où
].

les liens marqués en traits forts sont ceux pour lesquels 1, et les autres :

(ici la période est K - 2) .
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III QUELQUES CONSEQUENCES.

A - Cas de 2 paramètres.

On considère les distributions (pi)i£L de PK p our lesquelles il existe

2 nombres p 1 et p2 dans l’intervalle [0.1] et 2 parties complémentaires L‘ 1
et L2 de L vérifiant pi - p 1 pour tout i dans L’ 1 et p. 1 = P 2 pour tout

i dans L2. °

lf Cas de période 1.

C’est l’ensemble le plus simple d’une telle distribution : ici les liens ho-

rizontaux sont ouverts avec une probabilité p,, les liens verticaux avec une pro-

babilitë P2.
Si PI = 1 alors quelle que soit la valeur de p : ~P (A~) ~ t.

Si PI D 0 alors 1 si et seulement si P2 l.

Etudions donc le problème pour 0  p11

(a) La 1 ère partie du théorème 2 donne, si 0 
1  1 : 03BC (Aoo) =- 0 ou (ArJ . 0p p

(b) La 2ème partie du théorème nous dit que dans chaque direction de [0, i] ~
distincte des axes, il existe au plus un point (pl.,p2 ) où 9 (A.) = 4- (A ) =’ 0.2 p oo p 

Or à l’intersection avec la droite p1 +P2 - 1 l on a justement, d’après (a),

Donc en tout point tel que p 1 &#x3E; 0, p &#x3E; 0 et p +P2 0 1 :

Or sur i on a donc p (Ad" 1
La droite PI + P2 == 1 est donc la courbe critique; plus précisément :

(voir aussi C4 ~)
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(qui généralise le résultat Pc = 1 2 pour le problème à 1 paramètre, cf. [3])

C2) Cas de période supérieure ou égale à 2.

Le résuitat de ~1 se généralise si l’on suppose (ce qui était le cas en Ci)

qu’il existe une isométrie de R2 qui échange L’ ~ * et L’ (donc aussi leurs com-

plémentaires 1i* et L() .2 1

(où L!* est l’ensemble des liens duaux des liens de L1 i = 1,2)
1 1

Alors, par les mêmes arguments que précédemment : si Pi I +P2 1 il 03BC~(Aoo) = 01 p p

et la courbe critique est encore (sur p 1 &#x3E; 0 et p2&#x3E;0; mais on ne

peut rien af f irmer ici pour les directions Pl = 0 et p2 ~ 0) .
Voir les exemples donnés en fige 19.

(pour des périodes k 3; on n’a aucun exemple de période 2)

(les liens représentés en traits forts sont ceux de L( , les autres ceux de L2)

B - Application de II à d‘autres~réseaux plans.

CD On considère les réseaux obtenus à partir du réseau rectangulaire en iden-
tifiant 2 à 2, de façon périodique de période K et symétrique par rapport à deux

axes x=a et x2 ~ b (2a , 2b E 2Z), les extrémités de certains liens verticaux,

mais sans identifier une infinité de liens (verticaux) consécutifs.

On note R le réseau périodique obtenu, L’ l’ensemble de ses liens

(L’ est identifié à une partie de L telle que L B L’ c L2) ,
Le réseau dual de vu est alors obtenu à partir de + ~ Z en sup-

primant certains liens horizontaux (les duaux des liens de L ~ L’).

Par exemple : le réseau triangulaire est obtenu à partir de ?Z2 en identifiant les

points (x 1, x2~ et (x 1, x2+ 1 ) pour x 1 + x2 E 2 ZZ ; le réseau hexagonal (son dual)

est obtenu en supprimant dans 2Z 2 les liens horizontaux dont l’extrémité gauche

vérifie x ~ + x2 E 2 2Z (voir f ig. 20 (a~ ) .
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On considère l’espace 0’ = {-~I +1}L 
1 

muni de la tribu ùÀ’ t engendrée par les

événements {a)’ = (wl(i» i EL’ E Ç2’ / (jj’(k) = + 11K 1 EL

(plus généralement on utilisera pour les diverses quantités définies sur 0’ les

mêmes notations , munies d’un , que celles utilisées p our les quanti-

tés analogues).

Pour tout = (p.). , E on note p la mesure de probabilité sur Q’P 
1 1 £ L ’ 

p 
p

L’application

envoie 4 sur 4- est défini par :
p 

~ 

p .

pi - p. pour 1 e L’ et p. = 1 pour 

On note P’K l’ensemble des éléments p de [0, nL’ pour lesquels 
*

L’analogue de l’application S : Q-&#x3E; n* {-1 , +1}L est l’application

On s’intéresse aux événements A 00 :a / c~ a un amas infini}

A 00 =* / S(w) a un amas infini}

et de fT : a un amas infini}
00

A’ * _ /5’(00) a un amas infini}.
00

(les amas de (resp. de (w* £Q’*) étant déf inis comme les composantes con-

1B1 tB1 * -1 "k-l
nexes dans (resp. dans de w (+1) (resp. de 0) (+!))).
Alors pour tout p dans P’K:K
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((a) nécessite l’hypothèse que L BI/ ne contient pas une infinité de liens con-

sécutifs.

(b) résulte du fait que si et S(w) a un amas infini,

cet amas ne contient que des liens de L’*, c’est donc un amas de S’E~D-1(w)])
On peut établir le résultat suivant : (K et L’ étant fixés, avec les hypothèses

qui précèdent).

Théorème 2 bis : pour tout p dans tel que Min p. 1 &#x3E; 0 et Max p.  1
K 

iE L’
il existe t 

p 
e[0,!] tel que pour tout t E CO, 11 :

Ce résultat généralise celui obtenu pour le réseau rectangulaire, mais ne peut pas
s’en déduire P uis q u’on travaille ici le long de segments de (P K sur lesquels

pi = 1 pour certains 
_

Cependant on peut utiliser partiellement la démonstration faite dans le cas de

22 (en particulier toute la 1ère partie) et appliquer la loi zéro-un approchée
(théorème I ~ dans S~’ (pour la 2ème partie) au lieu de S~, af in d’ obtenir un ré-

sultat sur chaque direction de Sn tK*
Démonstration.

1) On a montré que pour tout q de avec
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En appliquant ce résultat à p (correspondant à et en utilisant (a) etK

(b), on obtient : pour tout p E? t tel que Min p &#x3E;0 et Max p.  1K 

i £ L1 i L L1i£L1

2) Soit tel que Min p. &#x3E;0 et Max p. = 1 ; on définit :K 

(si cet ensemble est vide, on pose t 1 = t)

d’après 1) on a tj 5 t

Supposons que t2 : soit alors

Pour tout couple (L,M) d’entiers positifs on considère les évènements 

On a donc pour tout q dans

(a) Les conditions (*) entraînent qu’il existe un réel 6 &#x3E;0, et une application

Mo de N IN tels que :

0 
pour tout L dans N

(6) Comme dans démonstration du théorème 2, l’hypothèse t 1  t 2 entraîne que
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donc il existe sûrement une infinité de boucles entourant 0 dans

top
w-1 (+1) et dans S((jû)"(+!).

Ceci permet de majorer uniformément pour t ~ CO,!] et 1 e L les quantités

03BCtp[di A-&#x3E;L,M] par une fonction de L et M qui tend vers 0 quand L et M
cp i 

tendent vers l’infini.

1 Tout ce qui est fait au chapitre II sur une direction de ~~ peut être répété

pour un segment de P K de la forme {E-p , tE[0,111, les seuls arguments pour

obtenir ces majorations étant des arguments géométriques, et de monotonie des

fonctions :

t -&#x3E; 03BCtp (w£Q / il existe une infinité de boucles entourant A; 1tp i ? i

et t -&#x3E; p2013 / il existe une infinité de boucles entourant A1 1P 1,1

(pour tout (L,r4) 1

De même pour les

Or pour tout i dans

En effet, par exemple pour la première égalité :

et comme pour tout i S . i o o
1 1

(où Si est l’application de Q’ dans lui-même qui change en son opposée la

coordonnée d’indice i).
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On a donc

Donc

et

et la loi zéro-un approchée dans ~’ s’applique à ces évènements : c’est à dire

pour tout E &#x3E; 0 il existe Lo E IN tel que, pour tous L et M dans Il tels

que les fonctions Co, I 7 ---&#x3E; C4,1 J ne sont comprises

et

entre E et ! 1 - &#x26; que sur un intervalle d’amplitude au plus égale à 2 c.

On est donc ramené dans n m {-19+11 L et, en appliquant ce qui précède aux évène-

ments A-&#x3E;L,M (L) et (M étant définie en (d)), on peut reprendre ào (L AL,Mo(L) 0

partir d’ici la démonstration faite dans le cas du réseau rectangulaire et obtenir :
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l er Cas :

pour un t E et un L convenable

(où a est le nombre intervenant dans le lemme 9 bis)

donc, le lemme 9 bis étant applicable à tout q (même avec q. - 1 our i e L’)K 1 
p

on a donc = 1 ce qui équivaut à (AD - 1 et contredit donc l’hypo-Cp °°’ Cp oo

thèse t1  ti. .

pour un t et L convenable

et donc (par le lemme 9 bis) u~(A~ ~ I
ip-

c’ es t à dire 1 ce qui équivaut 1 e t contredi t l’hypo-
tp oo p =

thèse t j  t 2’
D’où t) = t2t ce qui achève la démonstration du théorème 2.

Les figures 20(a) à (g) donnent des exemples de réseaux obtenus à partir du ré-

seau rectangulaire par la méthode expliquée au début de ce paragraphe.
Pour tous ces réseaux, le théorème 2 bis s’applique, et on a en particulier la

relation p +p* = 1 pour le modèle de percolation de liens à 1 paramètre.
c c

du réseau triangulaire avec 3 aramètres.

On considère le réseau triangulaire dans lequel les liens sont ouverts,

selon leur direction, avec une probabilité Pl’ P2 ou p~. (cf. Fig. 21)

Ce modèle se déduit du modèle périodique de période 2 sur le réseau rectangulaire

avec : pour 1 OELj p. L égal alternativement à P2 ou à P3 
(voir Fig. 21)

pour iOEL Pi égal alternativement à p. ou à P4
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en prenant p ~ 1. (cf. Fig. 22)

Le résultat précédent s’applique alors à condition d’imposer la symétrie par rap-

port aux axes, c’est à dire P2 - P3.

C Remarque : l’ensemble des distributions périodiques de période 2 à 4 paramètres
du type précédent est stable par passage au dual :

On sait que dans chaque direction sur laquelle P2 - P3 et Min p. &#x3E; 0, le point
i E: L 1.

critique est le seul point en lequel on peut avoir p (A ) =* 4~(AM).
p oo p 00

Or il existe certaines distributions p pour lesquelles on peut affirmer que

u(A~) * ce sont celles qui vérifient P2" P3 = 2 1 et P~ = ! 1

(car alors p * 2 -’P4 "Pl l’~) se déduit de p par rotation d’angle -x-) .
Ces points sont donc critiques, et une condition suffisante pour que p p 1

P co

1 1
est donc que P3 &#x3E; Pl + P4 &#x3E; °

Pour le réseau triangulaire à 2 paramètres (p, et P2 = P3)’ on peut déterminer

complètement la surface critique grâce à un argument de Sykes et Essam (cf. C9D

qui permet de trouver dans chaque direction de [0,IJ2, un point p en lequel

il (A ) = la (A*), ceci entraînant, d’après ce qui précède, que p est le point
p ex) p Co

critique dans cette direction.

L’argument consiste à translater le réseau dual H (hexagonal) de façon que les

sommets (S) du réseau triangulaire T soient aussi sommets du réseau H, puis à

considérer les amas de points de S dans chacun des 2 modèles :

Remarque : il y a équivalence entre existence d’un amas inf ini dans H et exis-

tence d’un amas infini de points de S dans H, puisqu’un sommet de H qui n’est

pas dans S a tous ses voisins dans S.
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Si on isole un triangle ayant en son centre un sommet de H, avec les 3 liens

du réseau T (ses côtés) et les 3 liens du réseau H intérieurs au triangle,

qui relient entre eux les sommets a,b,c : les composantes connexes de 

a a

peuvent être (dans . /~~ ou dans ) : .

b c b c

On calcule les probabilités de ces cinq évènements pour (T,p) et (H, 1-p) :

Ces 5 probabilités sont identiques pour T et H dès que :

( 1 c’ est à dire dès que

qui est l’équation de la surface critique

conjecturée par Sykes et Essam dans [9].

La seule chose que l’on puisse affirmer ici est que quand P2 - P3 :

est Inéquation de la courbe critique, puisque

l’existence d’un amas infini n’est fonction (pour T comme pour H) que de la

décomposition en composantes connexes de chaque triangle qui contient en son cen-

tre un sommet de H, ces décompositions étant indépendantes pour les différents

triangles : donc l’égalité des probabilités (1) à (5) pour T et H entraîne

E Cette équation est valable sur les plans ~p. = 0} i==!,2 puisque p 1 = 0

ramène au réseau rectangulaire avec 1 paramètre, pour lequel p = 1 et P2 
= 0
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ramène au réseau rectangulaire avec période 1 et = (1,0), donc p 
= ] .

Remarques : La conjecture de Sykes et Essam est vérifiée quand P3 
= 0’ cas qui

nous ramène au modèle de période 1 à 2 paramètres dans ae2» de courbe critique

P,+?2 m 1.

Kesten montre, dans E4] chap. 12, que la surface critique pour le problème à 3

paramètres dans T est minorée par pj 1 1.

L’équation pj 
=* ! 1 généralise le résultat de Wierman E 101, 3p 3 = 1

pour le problème à 1 paramètre dans le réseau triangulaire, qui donne comme solu-

pc 
il 

"tion : : p ==2 sin 18

3 Remarque : d’après la remarque D ni qui suit la démonstration du théorème 2 au

chapitre II, on peut encore énoncer le théorème 2 bis pour tout réseau ~"b obtenu

à partir de M 2 en prenant pi -1 1 pour tout lien i d’une partie L" de L

ne contenant pas de chemin infini (condition qui donne par la même occasion l’équi-

valence entre l’existence presque sûre d’un amas infini dans et celle d’un

amas infini dans L’ étant de plus périodique et symétrique par rapport à 2

axes XI et x2 
=’ b °

(4J Extension du théorème 2 bis au cas limite périodique.
On peut comme pour 712 déduire du théorème 2 bis le cas limite périodique, et

énoncer le résultat suivant, où 131 est un réseau (de liens L’) déduit de 2Z 2

en identifiant 2 à 2 de façon périodique et symétrique par rapport à 2 axes

a et x 2 - b (2a,2b e ZZ ) les extrémités de certains liens (ceux de LBL’)

ne formant pas de chemin infini dans 2Z 2 (voir la remarque du § précédent), et où

~ désigne l’ensemble des éléments de limites périodiques (i.e limites

uniformes d’éléments périodiques) et symétriques par rapport à x, m a et x 2 
= b :



130

Corollaire 2 bis : pour tout p dans P’ tel ue Inf . &#x3E; 0 et Su . = 1

i £ L’1 i £L’1i£L’ iEL

il existe t 
P 

appartenant à tel que pour tout 
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