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BORNES POUR LA DISTRIBUTION LIMITE DE

LA STATISTIQUE DE SHEPP

J.B. BACRO

Résumé :

Soit échantillon de variables aléatoires N (0,1)

indépendantes. Le but de ce travail est de mettre en évidence des bornes infé-

rieures et supérieures pour la distribution limite de la statistique T , où

Tn= Sup avec K(i)= [clog(i)] , oc et
n 

lsisn 
1 1 1 mln-

°

Cette statistique, introduite par Shepp en 1964, est voisine de celle

d’Erdos-Renyi.

Mots clés: Théorème d’Erdos-Renyi, convergence en loi, théorèmes limites.

Classification AMS 1980 : 60F15.
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1- INTRODUCTION ET RESULTATS.

Soit X1,X2,...,X , une suite de variables aléatoires indépendantes de même
loi, de sommes partielles i=1,2,....

On définit la stati sti que où K(i ) = [cl og (i )] , et les quanti tés’

4-V

t0= o(t)oo } et pour .La fonction m est

strictement croissante et continûment différentiable sur (O,to)g ce qui permet en

particulier de définir unique nombre mérifiant m(t*(a»=a pour tout OaA, où
A= Sup m(t).Soit co=1/11o tm’(t) dt.
Ott0 

" 0

En 1964, Shepp (8) prouvait que pour tout a é {t’’(t)/’j)(t), si l’on choisit

c tel que e- 1/c = Inf alors :

Considérant le cas particulier où les Xi sont des variables aléatoires N(0,1) indé-

pendantes, on s’interesse, dans la suite du travail, au comportement de la loi limite

de la statistique Tn précédemment définie.Signalons que les résultats obtenus ici

sont de même essence que certains résultats de l’article de Csorgo (1981), où l’on

trouvera en outre de nombreuses références et une présentation des applications à

la statistique.

De récents travaux (Deheuvels, Devroye 1983;Deheuvels,Devroye, Lynch 1985) ont permis

d’obtenir les résultats suivants:

THEOREME 1 : (D.-D.1983)

soit X 1 une variable aléatoire non-dégénérée telle que et 

Alors,

1°) pour tout aE(0,A), si est défini par :

alors,
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2°) pour tout c E(c0loe L, il existe un unique a(.(0,A) tel que c = c(a).

Remarque : c 0=0 dans tous les cas, exceptés dans les deux cas suivants :

(cf D.-D. 1983 théorème 10)

THEOREME 2 : (D.-D.-L. 1985)

Pour tout a E(O,A), ou d’une façon équivalente pour tout c=c(a) appartenant

où k=K(n) = [clog(n)] .

Dans (i), (ii), (iii), Tn peut être remplacé par

Les notations introduites pour les théorèmes 1-2 sont reprises pour les théorèmes

3 et 4, qui représentent les résultats de ce travail. Rappelons en particulier que

l’on a K(i)= et k=K(n)= Eclog(n)] .

THEOREME 3 : (borne inférieure).

Pour tout y E R, -

où e est un facteur tel que
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THEOREME 4 : (borne supérieure)

Pour tout y (R, il existe une constante ié(0,1) telle que

Notes :

- pour un traitement analogue de U , voir (D.D. 1985)
n

- dans le cas des X. N(0,1) indépendantes,,

2°) Preuves des théorèmes 3 et 4.

La démonstration des théorèmes 3 et 4 nécessite l’emploi de certains lemmes

dont en particulier le lemme suivant de Pétrov :

LEMME 1 (Pétrov 1965)

uniformément en tout a -» où E&#x3E;O arbitraire, et ~(t*) &#x3E;0 est un

nombre dépendant de t* et de la distribution de Xi seulement.

En particulier, pour des distributions continues, on pourra prendre, posant

a(t)=m-(t), (t*)/ 2-ir)-l’ et pour des distributions discrètes d’amplitudi

H, on a

On utilisera en fait un corollaire de ce lemme, à savoir :



97

LEMME 2 : (D.D.1985)

Soit a «O,A) et soit (y ) une suite de nombres satisfaisants 0.
n n

Alors uniformément sur toute suite (zn) telle que on a :

Preuve du théorème 3 :

On considère la suite =j}. ° Pour on a K(i)=j.

Pour obtenir une minoration, on utilise le lemme 10 de D.-D. 1984, à savoir :

LEMME 3 : (D.-D. 1984)

Soit Xi,) x29""’ Xn des variables aleatoires indépendantes. Soit J 1 g...gjm des

sous-ensembles de {l,2,...,n}où m est un autre entier. Alors pour tous k 1-y...gkm

entiers on a :

Utilisant ce lemme on a :

En effet posant 1 on a :
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Par définition des n. on a :

c’est à dire

Appliquant le lemme 2, on a :

et combinant avec les précédentes relations sur les n. on a uniformément en j :
j

On en déduit :

ce qui achève la démonstration du théorème 3.

Démonstration du théorème 4 :

L’idée de la démonstration est la suivante :

Considérant N variables aléatoires j-dépendantes, j~N, on découpe
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le N-échantillon en blocs de V variables, séparés par j variables afin d’avoir

i ndépendance entre blocs.

Pour notre probl ème , on a une avec K(i)=j.
. J J

On va donc montrer que sur tout [on a une majoration de
J J 1

1 uni forme en j.

La démonstration utilise les lemmes 4 et 5 sui vants :

Soit la "longueur" d’ un bl oc de variables aléatoires

On a al ors :

et du fait de l’indëpendance entre blocs

On doit donc chercher la probabilité P( Ac n ... nAc V i) c’est à dire la probabilité
c c 

n 
i 

n i +V-

P( C " ; 
J J,

P( A1n...nAV).
Pour cela on utilise le lemme 4, inspiré par le lemme 14 de D.-D. 1985.
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LEMME 4 :

Soit suite d’évènements tels que pour

alors,

Preuve du lemme 4 :

La démonstration du lemme 4 suit le même schéma que celle du lemme 14 de D.-D.1985

On pose et 1’ on considère

Les (B, ) 1 sont indépendants et

Utilisant l’inégalité

Utilisant l’inégalité de Chung-Erdos (1952), et les hypothèses du lemme on a :
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et,

et ainsi

Le lémme 5 va permettre de prouver que, dans le cas de variables aléatoires Xi1
N(0,1) indépendantes, le lemme 4 peut être appliqué, ce qui nous conduira directement

à la démonstration du théorème 4.

LEMME 5.

Pour

et X, variables aléatoires indépendantes idem-distribuées, de loi N(0,1).
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Les événements A.= f(j)] sont j-dêpendants, pour

l’on a, uniformément , en tout assez grand :

Preuve du lemme 5 :

Soit ri i le coefficient de corrélation des évènements Ai ’ A.
1 2 ~~ 2

On a :

En effet,

Supposons

Alors

et le raisonnement est symétrique en
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Appliquant un lemme de Berman (1962), à savoir :

LEMME 6 : (B. 1962) B

Si X et Y ont une loi normale bivariée, d’espérance 0, de variance

et de coefficient de corrélation r, alors :

On a donc, uniformément en tout r. , : :’1 2

et

d’où,

Or l’on sait que, si on a :
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Réécrivant (1) en faisant apparaltre (2), on obtient :

Utilisant les relations suivantes :

on a alors,

et ainsi, pour j suf f i samment grand :

ce qui achève la démonstration du lemme 5.

Preuve du théorème 4 : (suite)

On applique le lemme 4, avec

On a
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Prenons alors V .1+£ , où E&#x3E; 0 arbi trai re .

On a donc,pour tout j,

Appliquant le lemme 2, on a

On a donc, uniformément en tout j&#x3E;jo assez grand :

D’où uniformément en tout j&#x3E;j~ assez arand :

et a i ns i ,

ce qui achève la démonstration du théorème 4.
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