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BORNES POUR LA DISTRIBUTION LIMITE DE

LA STATISTIQUE DE SHEPP

J.B. BACRO

Résumé :
Soit Xl’XZ""’xn un échantillon de variables aléatoires N (0,1)

indépendantes. Le but de ce travail est de mettre en é&vidence des bornes infé-

rieures et supérieures pour la distribution limite de la statistique Tn, ou

1'on a Tn= Sgp (Si+K(i)'Si) avec K(i)= [clog(i)] , c>c minzo’ et
l<i<n
Si=X1+X2+....+Xi.

Cette statistique, introduite par Shepp en 1964, est voisine de celle

d'Erdos-Renyi.

Mots clés : Théoréme d'Erd0s-Renyi, convergence en loi, théorémes limites.
Classification AMS 1980 : 60F15.



1- INTRODUCTION ET RESULTATS.

Soit X1,X2,...,Xn, une suite de variables aléatoires indépendantes de méme
loi, de sommes partielles SO=0, Si=X1+X2+...+Xi, i=1,2,... .

On définit la statistique Tn=1§$2n(si+K(i)'si)’ ot K(i)=[clog(i)], et les quantités

¢(t)=E(etX1), t0= Sup{t / ¢(t)<= } et pour tOSO,m(t)=¢'(t)/¢(t) .La fonction m est

strictement croissante et contindment différentiable sur (O,to), ce qui permet en
particulier de définir f*(a) unique nombre wérifiant m(t*(a))=a pour tout O<a<A, ol

A= Sup m(t).Soit cy=1/¢f0 tm'(t) dt.
0<t<t0 0

En 1964, Shepp (8) prouvait que pour tout a € {¢'(t)/¢(t), 0<t<t0}, si 1'on choisit
¢ tel que e Y€ = Inf to(t)e "%}, alors :
t

liz T /afclog(n)] =1 p.s. .

Considérant le cas particulier ol Tles X; sont des variables aléatoires N(0,1) indé-
pendantes, on s'interesse, dans la suite du travail, au comportement de la loi limite
de 1la statistfque Tn précédemment définie.Signalons que les résultats obtenus ici
sont de méme essence que certains résultats de 1'article de Csorgo (1981), ou 1'on
trouvera en outre de nombreuses références et une présentation des applications &
la statistique.
De récents travaux (Deheuvels, Devroye 1983;Deheuvels,Devroye, Lynch 1985) ont permis
d'obtenir les résultats suivants:
THEOREME 1 : (D.-D.1983)

Soit X1 une variable aléatoire non-dégénérée telle que E(X1)=0 et t0§0.

Alors,

1°) pour tout o« €§0,A), si c=c(x) est défini par :
-1/ -ot
e /C= min o(t) e

alors,

- fati ©
e 1/c= ¢(t*) & , ce(co, [
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2°) pour tout c E(Co,w [, i1 existe un unique o €(0,A) tel que c = c(a).

Remarque : c0=0 dans tous les cas, exceptés dans les deux cas suivants :

)

(i) A<=, ty® on a alors c0=l/(At0-log(¢(to))).

(1) A, ty== on a alors c0=-1«1og(P(X1=A))).

(cf D.-D. 1983 théoréme 10)

THEOREME 2 : (D.-D.-L. 1985)

Pour tout o €(0,A), ou d'une fagon équivalente pour tout c=c(a) appartenant

a (CO’“’[g on a
(1) (T -ak)/log(k) > - %f; en probabilité

cin s 1
(ii) Tim sup (Tn- ak)/log(k) = g+ P-S-

N>

(iii) lim inf (Tn-ak)/log(k) = - —— p.s.
o
ou k=K(n) = [clog(n)] .
Dans (i), (ii), (iii), T, peut étre remplacé par U = Sup i (Si+k-si)

Les notations introduites pour les théorémes 1-2 sont reprises pour les théorémes
3 et 4, qui représentent les résultats de ce travail. Rappelons en particulier que

1'on a K(i)= [clog(i)] et k=K(n)= [clog(n)] .

THEOREME 3 : (borne inférieure).

Pour tout y €R,

P(T, sak- ggr Tog(k)+ 1) 2exp(- g (v (t")+0(1))e™)

ol Bn est un facteur tel que

e1/ 2/c

C .
<B +1 <
Bn e
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THEOREME 4 : (borne supérieure)

Pour tout y €R, il eéxiste une constante £¢(0,1) telle que

P(T_ < ak- -;— Tog(k)+ L) s exp(- £8_(v(t*)+o(1))e™).
t* t

Notes :

- pour un traitement analogue de Un’ voir (D.D. 1985)

- dans le cas des X. N(0,1) indépendantes, w(t") = 1
1 av2n
_ 1-p _ a? 1
- £=Sup ——2—  avec p=exp (- — ( ))
e>0 2(1-p+2pC) 4 1+e
C= —2  (1+¢)
avm

2°) Preuves des théorémes 3 et 4.

La démonstration des théorémes 3 et 4 nécessite 1'emploi de certains lemmes

dont en particulier le lemme suivant de Pétrov :
LEMME 1 (Pétrov 1965)

P(S2na) ~ _""r({fl exp (n(log(6(t*))-t*))

n

.uniformément‘en tout o €(e,min(A-¢, %)) ol ¢e>0 arbitraire, et w(t*) >0 est un
nombre dépendant de t* et de la distribution de X1 seulement.

En particulier, pour des distributions continues, on pourra prendre, posant
o(t)=m'(t), v(H)=(t"o (t*)/—f?)“l, et pour des distributions discrétes d'amplitud

Hy on & y(t*)=(H/1-eHE ) (1/0(t") VaT ).

On utilisera en fait un corollaire de ce lemme, & savoir :
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LEMME 2 : (D.D.1985)
Soit o €(0,A) et soit (yn) une suite de nombres satisfaisants nyi» 0.

Alors uniformément sur toute suite (z ) telle que |zn|s|yn| , On a :

P(Snzn(q+zn)) W) exp(-n/c) exp(—nznt*).
n

Preuve du théoréme 3 :

On considére la suite nj=inf{n/lﬁclog(n)] =j}. Pour njsi<nj+1. on a K(i)=j.

=

Pour obtenir une minoration, on utilise le lemme 10 de D.-D. 1984, & savoir :

LEMME 3 : (D.-D. 1984)

Soit X, X .,Xn des variables aleatoires indépendantes. Soit Jl,...,Jm des

1> Xos--

sous-ensembles de {1,2,...,n} ol m est un autre entier. Alors pour tous kl”"’km

entiers on a :

m
P( z Xizkl, , L X12km) > I P( I X.2k.)
1&:J1 i st j=1 ied

Utilisant ce lemme on a :

1 Ly Ni+17"5 .1 Ly
P( Sup (S -S;)sej- — Tog(j)+ =)= P (Sys od- —pgzlog(d)+ =)

ny si<ngy i+K(1) 2t t t

En effet posant f(j) = aj- l—:-log(j)+ — > 0na:

2t
P(  Sup (Si+K(i)-Si)Sf(j) )=P(X tooX o <f(3)5.. 5K +...4X ~=f(3))

nJ.S'i<nJ.+1 nj+1 "j+3 nj+1 n +1+34

n. -Nn.
»p 91 (s <£(4)).
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P(5;>£(J))

n. ,-n.
pe plus P I I(s <f(4)) = exp(-(n., ;-n.)
’ I (s> F(0))

Par définition des nj on a :

2
nj+1—nj <e C -e Cc

2o c j/c , 1/c
niTNEe © (e / -1)-1r»e3/ (e / -1)

c'est a dire

(el/c-l)se-j/C(nj+1-nj)s(ez/c-l)

Appliquant le lemme 2, on a :
P(S.>ai- 1 Tog(§)+ ) y(t*)e 3/ %Y
J 2t* t*

et combinant avec les précédentes relations sur les "j on a uniformément en j

.1 . -
PISUP  (Sqpy(iySy)sed= —5-109(3)+ L) =exp(-85(u(t")+0(1))e Y)
n.<i<n, 2t t
J j+l
avec eI/CSBj+lse2/c

On en déduit :

. 1 -
P(Tn$ak- e log(k)+ %;— > exp(- sn(w(t*)+o(1)) e—y)

ce qui achéve la démonstration du théoréme 3.

Démonstration du théoréme 4 :

L'idée de l1a démonstration est la suivante

Considérant N variables aléatoires j-dépendantes, j<N, on découpe
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le N-échantillon en blocs de V variables, séparés par j variables afin d'avoir
indépendance entre blocs.

Pour notre probléme, “j5i<"j+1’ on a une K(i)-dépendance, avec K(i)=j.

On va donc montrer que sur tout 1‘nter~val1e’(nJ.,nJ.+1 [on a une majoration de
| oy Y\ s .
P( Sup (Si+K(i)'Si)S°J' §t*log(3)+-¥) uniforme en j.
"j5‘45+1 t

La démonstration utilise les lemmes 4 et 5 suivants :

Soit A= [S,,.-S:>F(3)1 0l 1'on a f(§)=aj- — log(i)* % , y €R
2t*

i+

et njs1<nj+1.

Soit N=nj+1-nj et V 1a "longueur" d'un bloc de variables aléatoires

J v e =
On a alors :
PUSUD  (Sqpp(q)7S) <FEN=PIAL OAS v al )
njsl<nj+1 J J J+l

et du fait de 1'indépendance entre blocs

=
P( Sup (Si4k(i)~Si) <F(@) s G( ANk a i

A n.+V-1

On doit donc chercher la probabilité P( A; r\...r\Aﬁ V-1

) c'est & dire la probabilité
J J ‘

P( ASA....0).

Pour cela on utilise le lemme 4, inspiré par le lemme 14 de D.-D. 198&.
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LEMME 4 :
Soit Al,Az;...,Av une suite d'événements tels que-, pour 1<j<V,
*P(Ai)=p(j), l<i<V
_ VY s pes
LA MR )= P(A; ). P(A; )=p(J)" pour liy-151>
1 2 1 2
1 existe €21, p€£(0,1) tels que :
P(A;N A )= p(J) coli1 ol our |i.-i,]<]
1 2 P 172"
alors,

P(Aﬁr\....r\Aﬁ)s exp(-gVp(J3)+ir(3) )

1-0
1-0+20C+jp(J)

of £ = L
2

Preuve du lemme 4 :

La démonstration du lemme 4 suit le méme schéma que celle du lemme 14 de D.-D.1985

_ Vv ' . 4o _ }L c .
On pose m= — 2j—] et 1'on considére B.= g/ A (i-1)2j+2 1<i<m.
A ke o
indé = I
Les (Bi). sont indépendants et P( I Az)s P(1=1Bi) it1 P(Bi)

1

Utilisant 1'inégalité l-u<e ", u€R, on a :
L m c
Py AS) <exp(-,I; P(B]) ).

Utilisant 1'inégalité de Chung-Erdos (1952), et les hypothéses du lemme on a :

)2

P(B(RZ,) > (Jp(d)

Jp(d)+z P(Aif\A-)
1] J
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. (ip(iN? ip(4)
P(B) 2y PNV
(3p(3))°+23p(3)C L) o +ip(3)  Ip(3)+2L(e/1-0)+1

ir(3)(1-e)
Jp(3)+20C+1-p

v

et,

(v/25)-1 V/2j
P(BS)> = P(B) = z P(BS) - P(BY)
i=1 i=1 75"

no~3

i=1

v/ies . c
£ P(Bf) - jp(J) car pour tout i, P(BJ) < jp(J)
i=1

v

ip(3)(1-p) v
X - Jr(J)
Jp(J)+20C+1-p 23

1\

et ainsi

t
i~ 3
—

P(B?) <-gVp(Jj)+ip(j)  ce qui achéve la démonstration du lemme 4.
i

Le lemme 5 va pehpettre de prouver que, dans le cas de variables aléatoires Xi
N(0,1) indépendantes, le lemme 4 peut étre appliqué, ce qui nous conduira directement

d la démonstration du théoréme 4.
LEMME 5.

Soit nj=Inf n/ [clog(n)l =j}

Pour n.s1<nj+1, on pose Ai= (S

;5 -S].‘; f(j)1l , ot :

i+

A .
£(3)= aj- 5,*log(3)+ $*

et X, variables aléatoires indépendantes idem-distribuées, de loi N(0,1).
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Les événements Ai= {N(0,j)> f(Jj)] sont j-dépendants, pour njsi<nj+l, et

1'on a, uniformément\eh tout j>j0 assez grand :

2
\ - & (1-0(1)) [11-1,)
PR A ) SPNOL) > () ) 55 (o) @ * L

pour |i1-12| <J.

Preuve du lemme 5 :

j-dépendants. |11-12|<3 et njs11,12 <n,

Soit Ai . Ai ‘J+l

1 2

NM(MH)=NmmﬂﬁUhmmﬂ>ﬂﬂ)=NMmU>%Q—;MmU>%Q)
J J

Soit rs le coefficient de corrélation des événements Ai , A .

i
12 12
0 1 i1, L
na: r. . =1- ——%5— pour |i,=1,] <J 3
1112 3 1 2
=0 sinon.
En effet, jr. . =L ((X. PR SUS B  JUREPE JE O g .))
1112 11+1 11+3 12+1 12+J

Supposons 1’1<12 et |il—i2| <J 3

Alors
jr. .

= E(X; X )+....+E (X, X )
1112 12+1 i+l

2 LRI

j+i1—i2 et le raisonnement est symétrique en

s iy
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Appliquant un lemme de Berman (1962), & savoir :

LEMME 6 : (B. 1962)
Si X et Y ont une loi normale bivariée, d'espérance O,Kde variance

et de coefficient de corrélation r, alors :

-1 2 3/2
Tim P(oc3¥>c) = (2n(1-r)1/2c%) T exp (- ) (14r)

Croo

uniformément en tout r tel que |r|<6, 0<6<l.

On a donc, uniformément en tout ri .

1’2
s i L (i) 25
PO N(o,1)>-TE) 5 ngo,1), Dy o 1S J - £
J g 2T (1-r; 5 ) f7(3) C3(T4ry )
1'2 | 1'2
2,. 2,.
et exp( - f_Lll_____)= exp (- f—ill—~7—-)
j(1+r11j2) 2j-|11-12|
fZ(j) 'il‘izlfz(j)
= exp(- ).exp(- P )
2j 2j2(2-1'17"2])
J
d'ou, 5
() M
(1) P( N(0,1) > T35 N(o,1)> ML) < exp(-Q)
/3 %3 (1-r,-1,-2)1/2 2nf2(3)
.. 2,.
2,. 1i,-1,F°(3
ou Q = f (J) + 1 2 - f.)]
2j 252(2-1M17"2!
J
Or 1'on sait que, si —éf— +o quand j »~ , on a :
2
(2)  P(N(0,§)>x) ~ A L &7 o

Jooo Y2 X
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Réécrivant (1) en faisant apparaitre (2), on obtient :

p( N(0,1) > T 5 n(o,1) > FUL ) <P N(0,3)>F(3))
V3 b f

e e2,
Lig=1,1 £7(3)

ou Q' = - 3
252(2- 11712y
J

Utilisant les relations suivantes :

3/2 _,3/2
(l4r, . )7"" <2
* 1112

1
(1-r. . )y 2 sjl/z

on a alors,

pe n(0.1)5 FE)Y 5 weo,1)> £E) y<p( N(0,5)>F(3)).
(()/j"’ ()/._ﬂ)((J)(J))

J

et ainsi, nour j suffisamment grand :

P( N(0,3)>F(J3):N(0,3)>f(3)) <P(N(0.3)>f(J)).

ce qui achéve la démonstration du lemme 5.

Preuve du théoréme 4 : (suite)

S (14rs 4 )3/2

J 112 N
(j)/?%i (1-r, )1/2) exp(-Q')
2

l'l

. 2,.
2/?j <. exp(- uzj‘th-izi)
2n  f(3) 4j

" (1-0(1)) |11,

(1+0(1)).e

On applique le lemme 4, avec Ai= [Si+j-si>f(3)] R njs1«nj+1

On a :

P( ANy ) < exp(- EV.P(S,>F(3))+3P(S3>F(3)) )
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.1+¢ - . .
Prenons alors V = J , ol e>0 arbitraire.

IA

Sup N .
Pla, siknj+1(si+K(i)51)<f(J) )

[gxp (=63 1P (s > F(3))+3P(S 7 £(3)) ﬂ

y eV/cel/e 1ye N < e3/C(e¥/ o1

IA

Pln, W0, (Siak(q)Si)<fl3) ) = exp [ingéii (- ejl*ep(sj>f(j))+jP<sj>f(j))i}

. .
n S1<J+1

Or -3 "*P(s > F(3))43P(S > £(3)) ~ -3 *P(S > £(4)

(- iP5 (3RS (5)) D) exp( Mg P(S2F(3)) ).

1+j 1+j€

exp(

On a donc,pour tout j,

P(

Sy
ny <tans g

P, (Si(i)7Si) <Fl))sexn(-Ne i+3€ P(S>F(3)) )

Appliquant le lemme 2, on a P(Sj>f(j)) " w(t*) o-d/c oY
On a donc, uniformément en tout j>j, assez grand :

Su
P<n. siEn. (S

-5,)<f(3) ) =exp(-gy (t7) 8;(1+o(1))e™)
J j+l J

it+j
D'oli uniformément en tout j>j0 assez grand :

P( Sup Sun (S

- < 3 < - * _y
Cei n <t (1) $;)< () )< exp( ssj(w(t )+o0(1))e™)

i+K
g+l

et ainsi,
1 -
P(Tycak= =~ Toglk)+ Y, ) sexp(-g(u(t*)+o(1)) Be™)

1/c

avec e < 3n+1 sez/c

ce qui achéve la démonstration du théoréme 4.
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