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SUR LES METHODES DE PROCESSUS PONTUELS ET DE

RENOUVELLEMENT DANS DES SYSTEMES DE FILES D'ATTENTE

| - SUR LA STABILITE ET LA RECURRENCE DES CHAINES DE MARKOV
ET DE SYSTEMES DE FILES D'ATTENTE

Frangois CHARLOT - Benamar CHOUAF - Ahmed GUELLIL

SUMMARY

The aim of this paper is to introduce and
use a form of recurrence in queueing systems. Due to link with
coupling, the processes we study are called "Well Selfcoupled
Processes" (PBACS). We use stationary point processes method, in
particular for queuing systems with several services. This paper
will be followed by another on weak convergence (CM1) and on

periodicity (CM2).

INTRODUCTION

La méthode des processus ponctuels et en
particulier la théorie de Palm est devenue un outil incontournable
pour les études de stationnarité de systémes de files d’attente ou
les lois d’entrée et de service sont générales. Ceci pour au moins

deux raisons. D’abord parce que dans les systémes simples le
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service est plus facile a étudier aux instants d’arrivée des
clients et la théorie de Palm nous permet alors le passage du
"temps discret" (les instants d’arrivée des clients) au temps
réel. Ensuite parce que dans les systémes plus complexes
interviennent plusieurs processus d’entrée des clients dans les
différents services et seule cette théorie nous permet alors de
manipuler ces différents processus ensemble.

Nous étudions ici, dans le cadre de la
stabilité des systémes, une propriété de récurrence satisfaite par
un bon nombre de systémes de files d’attente. Il s’agit d’une
propriété d’oubli de 1’état initial du systéme, d’olu une propriété
de récurrence plus forte que la récurrence au sens de Harris dans
le cas Markovien. A cause de ces liens évidents avec le couplage,
nous avons appelé ces processus “processus bien autocouplés
stables" (PBACS). Une étude de ce genre est faite dans un article
de A.A.BOROVKOV (Bo2), mais notre point de vue est différent. Nous
montrons au passage qu’une chaine de Markov ergodique sur un
espace dénombrable peut étre considérée comme un PBACS.

Un probleme classique en Théorie des
files d’attente est la convergence en loi des temps virtuels
d’attente et du processus de queue. En s’appuyant sur un article
de Dellasnerie M. nous étudierons dans la seconde partie de cette
livraison, une méthode générale permettant d’étudier ce type de
théoréme pour un bon nombre de systémes de files d’'attente (CM1).

Enfin dans la troisiéme partie, nous
appliquons la méthode des processus ponctuels a 1’étude de files

dont 1’entrée est périodique (CM2).
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1)Flots et mesure de Palm.
Un flot est un triplet (Q,4,8) ou

-(Q,4) est un espace de probabilisable;

-0 = (Gt,teﬂ'), ou T = R ou = Z, est un groupe a un
paramétre de bijections bimesurables de Q.

-dans le cas T = R, 1l’application de RxQ dans Q,
(t,w)——>9t(w) est mesurable lorsque R est muni de sa tribu
borélienne.

Pour T = Z, on pose 6 = 6, et on a donc,

1

-1)n - e—n.

pour n>0 6_ = e et 0 _ = (0
n -n

Un quadruplet (Q,4,P,0) est un flot

stationnaire si (Q,4,08) est un flot et si P est une probabilité

sur (Q,d4) invariante par © : VteT 6,P = P. Lorsque T = Z, il

t
suffit bien sOr que P soit invariante par 6 et alors (Q,4,P,0) est
appelé systéme dynamique.

Un processus (Xt,tev) défini sur le flot
et a valeurs dans un espace mesurable (E, &) est dit
(P,®)~-stationnaire (ou (P,8)-stationnaire dans le cas discret), ou
plus simplement stationnaire quand il n’y aura pas d’ambiguité,si:

V(t,s)eTxT Xtes=xt+s'

Le flot stationnaire est ergodique, si la

tribu des événements invariants par ©® est triviale: pour T = R:

{A/VteR, 0, A=A} = {2,Q} P-p.s.

t
et pour T = Z:
{A/8A=A} = {2,Q} P-p.s.
Une filtration du flot stationnaire est

une suite (At,tev) croissante de sous tribus de 4 telle que

v At = 4. Le flot est un K-systéme si At = {2,Q} P-p.s..Il est

teT teT



- 16 -

alors mélangeant, c’est a dire que VXelL2 VYELZ, ou bien VXe[L1

VYel®, 1imE(X6,Y) = E(X)E(Y). Un flot mélangeant est ergodique.
t->tw

Les flots avec lesquels nous opérerons
sont donnés en exemples ci-aprés. Dans ces exemples F sera
toujours un espace séparable complet et locallement compact et ¥

sera sa tribu borélienne.

Premier exemple: Espaces produits.

*
On prend ici: Q = (R+xF)Z, la suite

((An,Xn),neZ) est la suite des projections de cet espace;

d = (3R*®9)®Z
+

U{An,Xn,neZ}; 0 est la translation sur Q définie

- . - . _ ®Z
An+1’ xne = Xn+1, dn = G{Ak,Xk,ksn}. Si P =P,

par: VneZ A 6
n
ou P est la loi de (AO,XO), le systéme dynamique (Q,4,P,0) est un

K-systéme (schéma de Bernoulli).

Deuxiéme exemple: Les processus ponctuels marqués.

Les résultats sur les processus ponctuels
peuvent étre trouvés par exemple dans Ne2 dont nous suivons pour
1’essentiel la présentation et les notations.

On note M(T;F) (M quand il n’y aura pas
d’ambiguité) 1’espace des mesures p sur TxF telles que pour tout
compact K de T, u(KxF)<w. Mp(F;F) (Mp quand il n’y aura pas
d’ambiguité) est 1’espace des mesures ponctuelles sur T a marques
dans F; il est constitué des mesures peM de la forme

M= nélstn®exn oul ¢ Z, (tn,neI) est une famille de points de T

deux a deux distincts et sans points d’accumulation et (xn,neI)

une famille de points de F.
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C(T;F) (ou C quand il n’y aura pas
d’ambiguité) est 1’ensemble des fonctions f continues et bornées
sur TxF telles qu’il existe un compact K de T avec

Vte¢K vxeF f(t,x) = 0.

M(T;F) est 1la plus petite o-algebre
rendant mesurable les fonctions pu-->uf ou f parcoure C (ou encore
f parcoure 1’ensemble des fonctions mesurables bornées de TxF).
MpeM et on note Mp('lf;F) (ou Mp quand il n’y a pas d’ambiguité) la
trace de M sur Mp.

On notera ('zt,tev) (plutot que (Bt,te'll')
qui servira pour un usage plus général) le groupe des applications
de M dans M défini par:

VueM VfeC V(x,y)eTxF J‘rtu(dXxdy)f(x,y) = Iu(dXxdy)f(x-t,y).

Si ueMp, M= nélet ®ex alors rtu = nglet _t®sx .
n ‘n n n
Que (M,M,(tt,tev)) et (Mp,Mp,(tt,te'lr))
soient des flots est démontré dans Nel.
Soit (Q,4,8) un flot. N est une "mesure
aléatoire sur T a marques dans F" (ou un "processus ponctuel sur T
a marques dans F") si N est une fonction mesurable de (Q,4) dans
(M(T,F), M(T,F)) (respectivement (Mp(F;F),Mp('II‘;F)) telle que:

vteT No T, N

t t

c’est a dire que
VFeC vaFN(etw,ddey)f(x.y) = vaFN(w,dXxdy)f(x—t,y)
Si (Q,4,P,8) est un flot stationnaire, N
est une "mesure aléatoire stationnaire sur T a marques dans F"
(respectivement "processus ponctuel stationnaire sur T a marques
dans F").

Si le flot est ergodique, 1’événement
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{N(F+xF)=N(F_xF)=+w} = g ou = Q P-p.s.. On ne considérera donc que
des mesures aléatoires stationnaires N telles que N(F+xF) =
N(T_xF) = o P-p.s.. Dans le cas d’un processus ponctuel, on dit

qu’on a un processus ponctuel doublement infini. N s’écrit alors:

= Z 15T ®%x
n n

ou (Tn,nez) est une suite strictement croissante de variables
aléatoires P-p.s. définies, a valeurs dans T, P-p.s. telle que
1imT = %o, et (Xn,neZ) est une suite de variables aléatoires a
n->*ow

valeurs dans F. Par convention la suite (Tn,neZ) est indexée de

fagon que T050<T1.

On pose ﬁ = {N(.,{0}xF)=0} = {T0=0}. Pour

tout n de Z, GT est une application de Q dans Q. Pour tout couple

n

(n,m) d’entiers on a:

OT GT =0
nm n+m
TneT +T = Tn+m
XneT = Xn+m
m

On note alors 6 la restriction de GT a
1

ﬁ, ; la restriction de 4 a &. (a,&,(an,neZ)) est un flot.

Soit N une mesure aléatoire stationnaire
sur le flot (Q,4,P,0). Pour tout borélien B de T, on a:
E(N(BxF)) = iNA(B), ou A est la mesure de Lebesgue de R ou la
mesure de comptage de Z et i, est 1’"intensité de la mesure

N

aléatoire N", 0<iNsm.
I1 existe sur (Q,d) une mesure o-finie P,
appelée mesure de Palm de N, telle que pour toute fonction

mesurable positive f de QxT dans R
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IﬁP(dw)IiN(w,dth)f(etw,t) = IéP(dw)IiA(dt)f(w,t)

ou A est la mesure de Lebesgue de R ou la mesure de comptage de Z.

On a P(Q) = iN. Si 1N<m on introduit

-

alors la probabilité de Palm @ = P/iN.
On remarque bien sur que la mesure de
Palm de N est celle de sa "marginale" sur T : B--->N(BxF).
Si N est un processus ponctuel

stationnaire P est portée par Q et est invariante par 6. Si T = Z

alors P = P(./T0=0). Posons An = Tn—Tn—l’ pour tout n de Z. Comme

A A 06 et Xn

n 0o X 6 pour tout neZ An et Xn peuvent étre

0T

n n
considérées comme définies sur Q. Les suites (An,neZ) et (Xn,nez)
sont (@,P)-stationnaires. Ce modéle-ci "contient" donc le modéle

précédent. Nous allons maintenant voir une réciproque.

Troisiéme exemple: Flot sous une fonction.
Soit (Q,d4,P,0) le systéme dynamique de

1’exemple un. On écrit A pour A,. On suppose que E(A)<w et que le

1°
sous-groupe additif fermé engendré par la loi de A est T.
Q= {(0,t)/(w,t)edxT; 0st<A(w)},

d est la trace de la tribu A@?F sur Q2 et P est définie sur & par:

vBed P(B) = PxA(B)/E(A).
On pose

Tl(w,t) = Al(w)—t,

et pour k=1,
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120 4 ().

T (0,t) = -t-2 7 A

On pose enfin, pour tout seT tel que Tk(5)5t<f () (o= (w,t))

k+1
es(w,t) = (Bkw,t+s-Tk(w)).

(Q,4,P,8) est alors un flot stationnaire et Znezefnaexn est un
processus ponctuel marqué stationnaire sur ce flot dont 1’espace
de Palm est (Q,4,P,08). (5,2,5,5) est ergodique si et seulement si
(Q,4,P,8) 1’est. Si (Q,4,P,8) est un K-systéme et si Aondé = {@, Q}
P-p.s., ou 46 = o(An,Xn,nzl), alors (Q,d4,P,8) est un K-systéme

(Bl); (on remarquera qu’avec les hypothéses faites, la loi de A

est apériodique sur T).

2)PROCESSUS BIEN AUTOCOUPLES.

Soit (Q,4,P,8) un flot stationnaire

ergodique muni d’une filtration (dt,tev).

Définition 21
Soit (E,&) un espace mesurable et X une application de
ExT+xﬂ dans E. X est un Processus si:

(i) X est 8®3F ®4/8 mesurable
+

(ii) pour tout x de E et pour tout t de T:
Xx(t):w——->X(x,t,w) est dt/g—mesurable
(iii) pour tout x de E et pour tout w de Q, X(x,0,w) = x
Un processus X est un Processus Bien Autocouplé (PBAC) si de
plus:
(iv) pour tout couple (x,y) d’éléments de E il existe un

temps d’ arret v par  rapport a la filtration
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(c%Xv(s),OSSSt,veE},teT+), P-p.s. fini, tel que pour tout
t=TY et pour presque tout ww é€lément de Q,
X(x,t,w) = X(y, t,w).
Un processus X bien autocouplé est dit fort (PBACF), si ii
existe Q’ ed, P(Q’) = 1, tel que:
V(x,y) € ExE, Vw € Q’, TV (0) < +o
On écrira suivant 1’ opportunité X (t,w) pour X(x,t,w), X3 (t)

pour X(x,t,.) et X< pour X(x,.,.).

Remarque: La propriété (iv) est une propriété pour le processus
d’oubli de son origine. Cet oubli est réalisé P-p.s. en un temps
fini.
2 82
Le processus a valeurs dans (E,& ),
(x5, xY), est un couplage. S’'il posséde la propriété (iv), c’est un

bon couplage au sens ou il atteint la diagonale de E.

Définition 22
Un processus X sera dit stable si il existe une variable
aléatoire X a valeurs dans (E,€&) telle que:
(i) X est Ao-mesurable
(ii) VteR+’ X(x,t,.) = Iet
Un processus X bien autocouplé et stable sera dit un PBACS si
de plus:
(iii) Pour tout x de E il existe un (&t,tev)—temps d’ arret
P-p.s. fini Txx tel que pour presque tout w et pour tout

£21%%, X(x,t,0) = (6, w).

Un processus bien autocouplé et stable sera dit fort (PBACSF)

si il existe un événement Q’ € 4, P(Q') = 1, tel que:
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V(x,y) € ExE, Vo € @, 1V (0) < +o et T (0) < +w
X ou (Iet,tev) est appelé le régime stationnaire du processus

X.

Remarques:

1)Dans le cas ou Xx est une chaine de Markov, la propriété 21(iv)
et la propriété 22(ii) impliquent 22(iii). Dans ce cas le
processus Xx est récurrent au sens de Harris. Dans un certain
nombre de problémes de Files d’Attente, la démonstration de 1la
récurrence au sens de Harris passe en fait par la démonstration de
propriété de PBACS.

2)Si X est un PBACS, X est 1’unique variable aléatoire
do—mesurable satisfaisant la définition 22. Il y a unicité du
régime stationnaire.

Le théoréme suivant est 1le théoréme

d’Orey dans le cas markovien.

Théoréme 23

Soit X un PBACS, Q et uf les lois sur (E'+,6%T+) de

(Xes,seF ) et de (X'(t+s),seT ). Alors, pour tout x de E

lim of -QNl =0
t->+0
ou Il Il désigne la norme de la variation totale des mesures
bornées.
Démonstration

Soit O 1’ensemble des fonctions de Ev+ a valeurs dans R+,

8®I+/fBIR -mesurables, uniformément bornées de norme uniforme
+
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inférieure ou égale a 1. On a:

X—
t

= 2E[esssup{Ih(Xx(t+s),s=0) - h(19t+s,s=0)| , heO }]

ne*-an = 2sup{ |E(h(X*(t+s),s20)) - E(h(Xe_,s20))| , he0 }

- X > -

= 2E[esssup{ |h(X " (t+s), s=0) h(19t+s,szo)|1{Txxzt} , heO }
< ap(T™=t) .

D’ou le résultat. »

Les études d’intégrabilité de ces temps

Txx

donnent des vitesses de convergence de Q: vers Q. C’est ce qui
a été fait dans Cha2 pour certains modéles de file d’attente. On
retrouve ainsi, pour ces cas particulier des resultats de Pittmann

(Pi).

3)Application aux Chaines de Markov

(F,%,P) est ici un espace de probabilité,
a=r%2, 4=9°2 p-p%, (Y_,neZ) est la famille des applications
coordonnées de , 06 la "translation" de Q: VneZ Yne = Yn+1 , et
(4 ,neZ) est la filtration: 4 = o(Y, ,6k=n).

n n k

Soit (E,&) un espace mesurable et H une
application de ExF dans E, &®%/6-mesurable. On définit un
processus X = (Xi,neN,er) par:

= X

"% Sk

X
+1 H(Xn’Yn+1

Pour tout x élément de E, (X§ nz0) est

) pour nx1.

une chaine de Markov par rapport aux (Jn,nZO), d’état initial
x, homogeéne de transition p(x,A) = E(lA(H(x,Y)) ou xeE, Ae€ et Y

représente 1’un quelconque des Yn.
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Théoréme 31
Si:
1) X est récurrente positive au sens de
Harris.
2) X est un processus bien autocouplé.

Alors X est un PBACS.

Démonstration
Soit d 1la distance de 1la topologie
discreéte de E: V(x,y)eExE, d(x,y) =1, si x # y, d(x,x) = 0.
Soient x et y deux éléments de E, k et n

deux entiers positifs. On a:

X

b4 _ X X
d(xne_n, Xn+k9-n—k) - d(xn’xn(xke—k,. ))Oe_n ’
et donc
X X _ X oY
E(a(x¥e_ X% 6 ) = jEpk(x,dy)d(xn,xn)
Soit p la probabilité invariante de 1la
chaine. Alors, II I et O étant comme dans la démonstration du

Théoréme 23:

Nu-p, (x, .0 = zSup{lj h(y)p(dy) - I P, (x,dy)h(y) |, heO }
E E

1A

2sup{fEu(dy)|E(h(xi)—m(h(x§)l, he® }

1A

4I n(dy)P(T*Y=2Kk)
E

ou TXy = inf(n/nz1, X§=X§) est bien slr mesurable en y. Cette
dernieére intégrale tend vers 0 quand k tend vers 1’infini par

1’ hypothése de PBAC et par convergence dominée. Alors comme:

>4 X < _ \'%
E(A(X®_, X5, 6. 1)) = lp-p, (x, )l + IEp(dy)E(d(Xﬁ,Xn)),

on a facilement que sup{E(d(X:O X3

o Xoak®onk) ) k=01 tend vers 0

quand n tend vers 1’infini. Xﬁeﬂn est donc une suite de Cauchy
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pour la convergence en probabilité et donc converge en probabilté

vers une variable aléatoire Jo-mesurable X.

Commme X§+19_n_19 = H(Xie-n’yl)
On a X0 = H(X,Yl)
et donc Xx = Xo_.

n n

Soit yeE et soit
™ - inf(n/nz1, xV=%e );
n n

on a P(TY5n) = J’ w(dz)P(TY?>n)
E

qui tend vers 0 quand n tend vers 1’infini. Donc P(Tym<+m) =1 ce

qul acheéve la démonstration. ]

Ce théoréme montre donc que, sous
1’hypothése pour X d’étre un PBAC il est équivalent de démontrer
la stabilité ou la récurrence positive. En fait, dans les cas
connus de nous, c’est la stabilité qui se démontre naturellement
le plus facilement.

Nous allons voir maintenant que, si E est
un espace dénombrable, toute chaine récurrente positive et
apériodique sur E peut étre representée comme un PBACSF.

Soit donc E un espace dénombrable (et
donc & = P(E)) et p une transition de probabilité sur E. Soit:

F = EE, ¥ =8®E, P = xng(x,.). Soit H 1’application de EXF dans E
définie par: H(e,f) = f(e); H est bien str 68¥/6-mesurable. Soit:
Q= FZ, 4 = ?®Z, P = P®Z, (Yn,neZ) les coordonnées de Q, (An,nel)
la filtration An = c(Yk,ksn) et 6 la translation des coordonnées
de Q. Soit:

Y

X = H(

Xn+1 " n+1) pour nz0.
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X = (Xz,nzo,er) est alors une chaine de
Markov par rapport aux (An,nZO), a valeurs dans E, homogéne de
transition p. Ce modéle permet de comparer des trajectoires issues

de deux points initiaux différents.

Théoréme 32
Soit p une transition récurrente positive et apériodique. La

chaine X construite ci-dessus est un PBACSF.

Démonstration

Considérons la chaine bivariée
((Xi,X§),nZO) d’état initial (x,y). Lorsque cette chaine atteint
la diagonale de ExE elle y reste. La transition de cette chaine
est : q((r,s);(t,u)) = p(r,t)p(s,u) si r=s, q((r,r);(t,u)) =0 si
t#u et q((r,r);(t,t)) = p(r,t). Seoit q’ la transition sur ExE
definie par: q’((r,s);(t,u)) = p(r,t)p(s,u) pour tous les couples
(r,s) et (t,u) d’éléments de EXE. q’ est la transition d’un couple

’

de chaines indépendantes chacune de transition p. q est
récurrente positive et apériodique parce que p 1’est (Pi) et donc
la diagonale de ExXE est presque surement atteinte. Il en est donc
de méme de la chaine ((Xi Xii,nZO) qui se comporte comme la chaine
de transition q’ Jjusqu’au moment ou elle atteint la diagonale. La

chaine X est donc un PBACS d’aprés le théoreme 31. La propriété

forte tient au fait que 1’espace est dénombrable. ]
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4)FILES D’ ATTENTE.

Soit (Q,4,P,8), ou 8 = (Ot,teR), un flot

réel et N = X un processus ponctuel marqué stationnaire

nez®T_*y

n n
doublement infini a marques dans F. Les Tn représentent les
instants d’arrivée des clients dans un systéme de Files d’Attente
et Yn tout ce qui concerne le client arrivé a 1’instant Tn vis a
vis du systeéme de Files d’Attente. On pose An = Tn-Tn—l' Pour tout
nombre réel t, soit At = o{N(]Ju, v]xG),u<v=t,Ge¥)} et pour tout

entier n, ;h = a{Ak,Yk,kSn}. Nous supposerons que (At,teR) est une
filtration pour (Q,4,8) et (;n,nez) une filtration pour (6,2,8).

Un systéme de Files d’Attente est souvent
entiérement décrit par un processus W = (Wx(t),teR*,er) a valeurs
dans un espace "numérique" E que nous préciserons sur chaque
exemple. wi(t) représentera le plus souvent la charge des serveurs
a 1’instant t-0, t=0, lorsque la charge du serveur a 1’instant 0
est x. On dira aussi que Wi(t) est 1’état du systéme a 1’instant
t. W t—-—>wx(t) sera toujours continue a gauche et limitée a
droite. Les points de discontinuité de W sont les Tn et, lorsqu’
il y a plusieurs stations, les sorties d’une station correspondant
aux entrées dans une autre station. Comme précédemment W désigne
le processus (Wx,er) et nous écrirons suivant 1’opportunité
Wi t), Wit,w), Wix,t), Wixt,o).

Nous avons a faire aussi classiquement au
vecteur d’entiers "nombre de clients dans chacune des stations".
Nous noterons Q(x,k,t,w) ce vecteur, x et k étant respectivement
la charge du service et le nombre de clients a 1’instant 0 . Sauf

cas particuliers (extremement important pour bien des

applications!) ou 1les 1lois d’entrées et de services sont
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indépendantes et exponentielles (ou plus généralement des lois de
Cox par 1’introduction d’"états fictifs"), Q(x,k,t,w) n’est pas un
"vecteur d’état"”, c’est-a-dire qu’il est insuffisant pour décrire
le systéme de Files d’Attente. Nous étudions donc 1le couple

(W(x,t,w),Q(x,k, t,w)). Nous écrirons aussi Qx’k,

¥,
Qlx,k,t), Qlx,k,t,w).

Si seR et teR,, W(x,t,esw) représente
1’état du systeme a 1’instant t+s-0 lorsque le systéme était dans
1’état x & 1’instant s-0. Remarquer que, ici, s peut étre négatif.
Nous aurons alors, pour tout couple (s,t) de nombres réels
positifs:

W(x, t+s,w) = W(W(x,s,w),t,esw).
Nous aurons de méme:
Qlx,k,t+s,w) = Q(W(x,s,w),Q(x,k,s,w),t,es(w)).
Pour neN et x€E, on notera Qﬁ 1’état du

systéme a 1’ instant Tn—O lorsque le systéme était dans 1’état x a

1’ instant T -0: wl’i(w) = W(x,T 6,

(w),6.. (w)). On écrira bien sar
0 TO

suivant 1’opportuniteé Ni(w) ou Wn(x,w) et on a, pour tout couple

(n,m) d’entiers naturels:

N

W (x,w) = ﬁ (Q (x,w),am(w))
n+m n m

-~

cette derniére écriture étant licite puisque les Wn sont définis
sur é.

Nous supposerons toujours que 0<§(Q)<w
(et alors E(Al) = 1/%(9) < w) et que le flot (Q,4,P,0) est ergo-
dique.

Le systéme de Files d’Attente posséde un

régime stationnaire s’il existe une variable aléatoire W,
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~

Ao-mesurable telle que le processus (W(W(w),t,w),teR+) soit
®-stationnaire et donc que, pour tout t de R+,
WiW(w),t,w) = W(etw), que nous écrirons W(t). Dans ce cas bien
sr, il existe une variable aléatoire Ao—mesurable Q telle que
QW (w),Q(w),t,w) = Q(Gt(w)) que nous écrirons aussi Q(t).

Ceci équivaut a dire qu’il existe une
variable aléatoire @' définie sur (6,;,@), @—p.s. finie et a

N

valeurs dans (E,§), Ao—mesurable telle que le processus
(Qn(&(w),w),nzo) soit a—stationnaire c’est-a-dire que pour tout
neN, Qn(@(w),w) = W(anw) que 1’on notera aussi @h(w).

Evidemment W(t) et Q(t) sont définis pour
des t<0 et ﬁh est défini pour des n<O0.

Quand il existe, le régime stationnaire
n’est pas forcément unique (Lo). Nous verrons suivant les cas des
conditions necessaires pour qu’il y ait unicité. Dans un certain
nombre de cas "simples" (une seule station avec un, plusieurs, ou
une infinité de serveurs, un serveur avec impatience...) 1’
application:

(x,k)=-—=—>(W(x,t,w0),Q(x,k, t,w))
est croissante et continue a gauche. W(0,t,6_,(w)) et

Q(0,0,t,e_t(w)) sont alors croissantes en t. On a:

W(w) = 1im W(0,t,6_, (0)) et Q(w) = 1im Q(0,0,t,6_, ()
t - t

qui sont alors le plus petit régime stationnaire du systéme de
Files d’Attente. Il en est bien sOr de méme de Wn(x,w) et alors
W(w) = I%m Wn(O,e-n(w)) est le plus petit régime stationnaire de W

(Lo, Ne(2), Cha(1), Cho).
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5)Systémes pouvant étre décrits par des équations de Neveu.

Comme au paragraphe 4, (Q,4,P,8) est un

flot réel et N = Z un processus ponctuel marqué a

nez®T ®Fy
n n

marques dans F. On suppose d’abord ici que F=R+ et que Yn=Bn’ avec
E(B)<w. (D(t),teR) est un processus @-stationnaire, a valeurs dans
R, D(O)e:d0 et E(D(0))<w . On pose M = %

B e, .
neZ n Tn

Théoreéme de Neveu (Ne2)

Si iM = E(B)/E(A) < E(D), il existe une unique solution

O-stationnaire a 1’équation

(1) dWw(t) + D(t)1 dt = dM(t)

{W(t)>0}

qui signifie que pour a et b réels, a < b,

t = M([a,bl).

b
W(b)-W(a) + IaD(t)l{W(t)>o}d

SA)Files G/G/1.

Considérons 1’équation

2) dx(t) + 1{X(t)>0}dt = dM(t) pour tz0
X(0) = x eR+

L’ équation (2) a bien sOr une solution

unique que nous noterons (W(t),t=0). Elle équivaut a:

X(t)
(3) {

(X(Tn)+Bn—(t-Tn))+ , n=1, Tn<tsTn+
(x-t)+. O=t=T

1
X(t)

1

On note donc (Wi,nZO) le processus défini
par

(8) Y§+1 = (w§+Bn—An+1)+
o~ *

D’apres le théoréme de Neveu, si iM <1,
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il existe une variable aléatoire Ao—mesurable et P-p.s. finie W

telle que : Vtz0, W(W,t) = WBt = W(t), et donc il existe une

variable aléatoire Jo-mesurable et P-p.s. finie Wb telle que

-~ ~ AAn-A
Vn=0, wn(Wb,.) = Wbe = Wh.

On a bien sur W = W(T ) et
n n

(5) P(W(0)=0) = 1—1M

Toujours sous la méme hypotheése i, <1,

M
(8) s¥ = 1nf(n/nz1,Q§=0)

et (7) S = 1nf(n/n21,ﬁh=0)

sont des (An,nZO) temps d’arret P-p.s. surement finis. Alors comme

-~

W§ est croissant en x:

sV, W =W

VxeR+, VyeR+, VnzS h

n
VxeR_ , Yn=Svs, WS = W .
+ n n
Par la propriété de croissance de wﬁ en x

s¥ =¥ sixs= y et donc s1 Q' = n {S"<+m} n{S<+o} :
neN

V(x,y) € ExE, Yo € @', STvS¥ < +o et S*VS < +a
On peut faire la méme construction avec
les processus (Wx(t),tzo,xeR+) et (W(t),teR).
La suite (Sn,neZ) est la suite des
instants successifs de passage du processus (@h,nel) en O, S1 = S,
Notons, pour neZ, Un = Tn+@h+Bn et pour

*
nelN Uﬁ = Tn+W(x,Tn)+Bn qui représentent les instants de sortie

des clients en régime stationnaire et transitoire. Bien sGr, pour

x-T _ _
nz SvS© 0, Ui = Un' D = zneZCUn est un processus ponctuel
stationnaire. Comme
n+1_Un = An+1 * Wn+1_wﬁ * Bn+1_Bn

et que



n_wﬁ+1 = whA(An+1_Bn)
alors U -U € ml(n,a,w). L’intensité de D est alors i_ = 1/E(A),
n+l n D
(Ne2). Notons alors pour t=Tg
n

Q(t) = N([TS .t[xF)-D([TS tl)
n n

le nombre de clients en régime stationnaire. Notons

Q' *(t) = k + N(I0, txF) - D*([0,t0)
le nombre de client dans le systéme a 1’instant t-0 en régime
transitoire, k étant le nombre de clients a 1’instant O devant
étre servis en un temps x. (Q(t),teR) est bien sur un processus
stationnaire et pour tz0, Q(t) = QW’Q(O)(t).
Par ailleurs, pour t = TSx-T0 ,

x, k _ _ X _
Q (t) = N([Tsx T, tl) D ([Tsx To,t[).

0’
Conformément aux notations précédentes, on note:
(W,Q) = ((W(1),Q° (1)), t20, xeR, , keN)
et W= (W neN,xeR )
n +

Pour résumer:

Théoréme 5.1

Sous 1’ hypothése E(B) < E(A), les processus définis plus haut

A A A A

(W,Q) sur (Q,4,P,8) et W sur (Q,4,P,08) sont des PBACSF.

5B) Files G/G/1 en tandems

* p 1
Prenons ici F = (R+) , Y = (B
n n

P
)-'-’Bn))
Bg étant le service réclamé par le client arrivé a 1’instant Tn
dans le g-iéme service. On pose,pour q, 1=qsp, iq = E(BY)/E(A) et

on suppose que pour tout q, 1=qgsp, iq<1. Les clients sont servis

successivement par chacun des p serveurs. On pose M1 = zneZBieT
n
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1
et W = WX (t),t20,x'eR,), W
A A 1 -~
w1 = (W;x ,neN,xleR+) (Wﬁ,nel) sont définis par rapport a M

Vo ey, tem).

1

comme précédemment. Soit pour neZ,

1 ~1 1 1 2
Un B Tn * wn * Bn » D = zneZBneUn
¥*
et pour neN ,
1 1 1
ul¥ =1 o« w*r) + B, D=5 8% 1x!.
n n n n neN n U

12 n

On construit Wo = (WX x(t),tem+,(x1,x2)etkf) et (W2(t),teR) par:
12
WX X (0) = ¥2
{ dwlexz(t) + 1, 2x1%2 dt = lexl(t) t=0
F X (1) > 0} » 1=
1
awl(t) + L ()50 0t = dD'(£), teR

Wz(O) est bilen sur le régime stationnaire

1.2 1.2 1.2.3
de WX ® | On définit de méme par étape D2 X , D2, WX X X 43
q-1x xq_1 q-1 qx1 xq
...D e , D37, W X w9 pour tout g=p. On défini
1.1
Kk

également comme plus haut les processus Q .,

1 4q,1 .4
Qx - X k™. k pour g=p, (xl,..,xp) € RE et (kl,..,kp) e NP, et
leur régime stationnaire Ql,...,Qp.
1
Soit N le premier instant ou Ui = Un' Au

1.2
dela de 1’instant TN’ les processus wzx X (t) et Wz(t) sont

définis par les méme variables et donc le raisonnement fait pour
les G/G/1 s’applique & la seconde file d’attente. Il existe donc
xlx2
un instant V tel que P(V < w) = 1 tel que VtzV Wz (t) = Wz(t).
Evidemment on peut recommencer étapes par étapes sur chacune des
files. On a donc en notant (W,Q) les processus vectoriels a
valeurs respectivement dans Rf et N’ dont les composantes sont
1 g 1 q1 g
respectivement les wax - X et les qu XKLL K définis

ci-dessus:
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Théoreme 5.2

Si pour tout q, 1sqsp, iq<1, alors le processus (W,Q) définis

sur (Q,4,P,8) est un PBACSF.

Remarque: Ce Théoréme peut étre regardé comme une généralisation

d’un résultat de Numelin (Nu).

5C Files avec plusieurs classes de clients.

*
s = 1Y = 1 P
Ici F {1,...,p}x(R+) , Yn (Kn,Bn,...,Bn)
Kn € {1,...,p} répresentant la classe du client arrivé a 1’instant

Tn’ et, si Kn = Kk, Bﬁ représente le travail demandé par le client.
Un client de classe k est prioritaire sur un client de classe 1 si

k<1. Mk est la mesure aléatoire stationnaire d’intensité i

a kK k=p .
Mk = zneZBn'l{Kn=k}8Tn' On suppose que Zk=1 i

k

définie par: <1et

on construit par étapes sur (Q,4,P,®), le processus a valeurs dans
Rf, ((Wl(t),.. .,Wp(t)),teR) de la fagon suivante: les Wk pour
1=k=p sont les solutions stationnaires, définies pas a pas, des
équations (Ne2) :

awlee) + 1 t = (1)

o (£)>019
et pour k, 2=sk=p

WD+ 100 m, im0y ()00 = ).

I1 est connu que P(Wl(t)=0) = 1—11

Comme W1+...+Wk est la solution stationnaire de 1’équation:

dz(t) + 1 = d(M1+...+Mk)(t)

(z(t)>0p 4t
alors:

Parl(t)=0, ..., W2 (t)=0) = PO (t)+.. . +W (t)=0) = 1-(1 %, .. +1)),

k

et le théoréme de Neveu assure bien 1’existence de la solution a
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la k-iéme étape.

Notons aussi pour (xl,...,xp) € RE:
1
Wlx (0) = x1
1
aw'® () + 1, 1x} dt = dM, (t), t=0
{W"" (t)>0} 1"
et pour k, 2=k=p
x1 xk k
WX X0y = x
wkx1 k 1 1 k-1 1 k
d X (t) + 1{ (t)=0, . ’wk—lx o X (t)=0}1{wkx X S0)dt
= de(t), t=0.
Soit Y et Y définis par:
Y(0) = y
avy(t) + 1,y dt = d(z1 pM (t)) pour t=0
{Y/(t)>0} i=
- i=p
dy(t) + 1{y(t)>o}dt = d(zi lMi(t)) pour teR
On a bien sur Y = W1+...+Wp, et si y = x1+...+xp,
1x1 x1 xp
YW= w¥ e eWPX
Si
Y = inf(t>0/YY(t)=0)
U = inf(t>0/Y(t)=0)
alors pour tZvaU, on a bien:
x1 xk
v, 1sksp, wk X)) = W)
Alors en notant W = (ka o (t) 1=k=p, (x ,..xp)ekf,tek+) et Q le

vecteur de N° donnant le nombre de clients par classe, on a:

Théoréme 53

Si zt_ﬁ i, < 1, le processus (W,Q) défini sur (Q,4,P,0) est

un PBACSF.
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B)Files & plusieurs serveurs.

6A) Files G/G/q.

Ici F = R+, Yn = Bn est le temps de
service réclamé par le client arrivé a 1’instant Tn dans un
service composé de q serveurs identiques. Il y a une seule file
d’attente et le client se dirige vers le premier serveur libre,
c’est-a-dire celui qui est le moins chargé quand il arrive. Ces
files ont été étudiées, entre autre, dans Bo, CHG, Cho, KW.

On note S§ = {s=(sl,..,sq)eRq/OSSls..SSq}
et R 1’application de rY dans lui-méme qui réordonne les
coordonnées, c’est-a-dire que pour x dans Rq:

(Rx) '=(Rx)%=. .. =(Rx) .
Les charges des serveurs sont ordonnées

par ordre croissant. Wi est la charge du service a 1’instant Tn-O

lorsque la charge du service a 1’instant T -0 est seS$S. La reégle de

0
service étant ‘"premier arrivé premier servi" la premiére
coordonnée de Qi, soit Qi’l, est le temps d’attente du
client arrivé a 1’instant Tn' On a donc:
s .
(8) ”2 s = T
Wn+1 = R(wn + Bne - An+11)+ pour nz0
ou e = (1,0,...,0), 1= (1,1,...,1) et x,_ = max(x,0).

On pose aussi:

WS(O) = g, ou SeS
(9) ) )
Wwo(t) = R(wf1 + B e - (t-T 1)),, ou T <tsT

Ws(t) représente donc la charge du service a 1’instant t-0 lorsque
le systéme a commencé avec une charge s a 1’instant 0. On

demontre que (Bo, Lo, Cho, Chal):
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Théoréme 61

Si E(B) < qE(A) il existe un régime stationnaire. En

général ce régime stationnaire n’est pas unique.

Puisqu’il n’y a pas unicité du régime
stationnaire les processus définis par les équations (8) et (9) ne
sont pas des PABCS. Nous donnons deux conditions suffisantes pour

qu’il en soit ainsi.

Hypothése « : Pour tout C de la o-algebre c{Ai,Bi_l,iso} et pour
tout D de la o-algeébre a{Ai,Bi_l,ial}, si P(C) >0

et P(D) >0, alors P(CnD) >0.

Hypothése B: Pour tout C de la o-algeébre o{Ai,ieZ}, pour tout D
de la o-algebre a{Bi,iso} et pour tout E de la
o-algebre G{Bi,izl}, si P(C) >0, P(D) >0 et P(E) > O

alors P(CnDnE) > O.

La condition o est réalisée en
particulier si la suite (An,Bn_l,neZ) est une suite de variables
indépendantes et la condition B si la suite (Bn,neZ) est une suite
de variables indépendantes, indépendantes des (An,neZ). Cette
derniere hypothése est la plus naturelle. Elle nous sera utile en
particulier dans 1’étude des files périodiques. Notons:

W= (wrsl,nelN,seS).
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Théoreéme 64
Si E(B)/E(A) < q et sous 1’hypothése a ou 1’hypothese B,

A A A A

alors W est un PABCSF sur (Q,4,P,8).

Démonstration.
Pour 1’étude sous 1’hypothése «, nous renvoyons a (Cho). La
méthode est une simple extension de celle utilisée dans (CHG) qui
systématisait elle-méme (KW). Nous faisons donc la démonstration
sous 1’hypothése B.
a)Soit
b = sup(teR/@(Bozt)=1)

et b’ et b" tels que:

b < b’< b"

ﬁ(b’SBOsb") >0
b" < qé(Ao)

b’ et b" existent sauf peut-étre si P(B0=b) > 0, ce qui simplifie-

rait la démonstration ci-dessous (prendre dans ce cas b = b’ = b").
Soit ze€S, z = b’e et soit Dy, 1’ événement
- o ’ = ’ ", s - ", ’ " i= Nq
DN = {Wbsb ern{b 5815b ; Vi, 1sisNg 1,BiSBi+15b b’ +Nb Z =1 A <0}

Si P(WbSb’é) > 0 et si N est assez grand,

P(DN) > 0. Sur DN les coordonnées de w;q sont:
J =N-1 _ <i=Ngq p=N-1 _ «i=Nq
(z° + 2p=0 qu+j i A )vmax(zp -x B — zi‘kq+JA1 0=k=N)

pour Jj, 1sj=q. Ces égalités se démontrent en remarquant que sur

DN le passage de n a n+l s’opére par une permuttation circulaire

des coordonnées; exactement sur DN:
k+1_ Sz, q ~z, 1
W§+1 WZ n+1)+ pour 1=k=q-1, et W’ el = (W n An+1)+

On remarque que:
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Dy € {vz=b’e, vn=N, W= W)
n n

b)Soit se!R+ et

_ k » _ ei=k
T = inf(k/k=1, s + (1+[q])b zi=1Ai = 0}

(ou [x] est la partie entiére de x) c’est-a-dire que si
Tt =k = pq+l, 0=l<q, VY(p’,1’), O=p’<p, 0=1’<q,

s + (p'+1)b'- SiP AT, o

i=1 i
s + (p+1)b’ - 2;:€q+1-1A1 >0
» _ i=pq+l
s + (p+1)b 2i=1 Ai = 0.

Bien sur P(t<+») = 1 puisque b’ < qE(AO).
Si s est assez grand, il existe un entier K tel que si

F, = {WbSSé}n{r=K}n{Bisb ,Vi 1=i=<K},

K
P(F,) > 0.
) Sur FK
Wpoy = (s + (+r55hne - 5 TTNA G, et dono
Qié,q < (s + (1+[Eél])b' - zi:fAi + b’)+ s b’

par définition de t.

Comme 1’événement e—n(FK) est presque
surement réalisé une infinité de fois, @h passe presque surement
une infinité de fois sous b’e, et donc @(ﬁbSb’é) >0.

c) Mais 1’événement G = FKne—K(DN) est de probabilité strictement
positive et donc 8 (G) est réalisé une infinité de fois. Ce qui

signifie qu’il existe une variable aléatoire P-presque surement

définie T telle que pour tout n =2 T Wh = Wg.

Si teS, t = Wb, alors pour n =z T(w) on a

. ot _ 0 2
aussi Wn(w) = wn(w) = Wn.

Supposons Wb non bornée. Pour tout t de

. . ~ _ ~ _n At _n ~
S, il existe un n tel que W;n = Wboe =z t. Et donc wkoe = Wk_n

passe presque surement une infinité de fois sous b’, et donc aussi
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W;. Mais alors on peut recommencer la démonstration faite pour Wh

en remarquant que 1’événement

Sb";b’+Nb"—zn+NinsO}

At< ’ = ’
{wn_b ern{b =B_, el

=b"; Vi n+l=i=n+Nqg-1 Bi-<-Bi+1

1
se réalise une infinité de fois. On a alors 1’existence d’un
entier aléatoire T tel que pour tout n= T wg = Wh = wg.

Si Wb est borné, on remplace les

variables B. par B = B_ + B’, ou les (B’,neZ) sont des variables
n “n n n n

indépendantes équidistribuées positives, indépendantes des

(An,neZ) et des (Bn,neZ) et telles que E(B0+BO)<qE(A0), P(B0=0)>0

et B’ non essentiellement bornée. Soit wn le processus construit

0

avec les A et les B. On a W = W_ pour tout n et W, est
n “n n -n -0

non-essentiellement bornée. I1 suffit de recommencer la
démonstration précédente avec Wh pour voir que wh = Wg presque-
surement une infinité de fois et donc 1la démonstration est

achevée, la propriété forte étant du, comme pour les files & un

serveur, a la croissance de Wi en s [ |

Soit, toujours sous 1’ hypothese B
(Q(t),teR) le processus stationnaire donnant le nombre des clients
dans la file a 1’instant t-O.

Q(0) = 1im Q(0,0,t,6_, )
t->+00

= 1lim znsol[_t,o[(Tn) - znsol[-t,O[

t

(T +W(O,T +t,0_, )+B )

Q(t) récurre en j = inf(n: P(Q(0)=n) > 0). On a 0=j<q. En effet,
si Jjzq, tous les serveurs sont toujours occupés ce qui est
contradictoire avec 1'hypothése E(BO) < qE(Al). On pose:

(W,Q) = ((WS(t),05 ™(t)), teR , s€S, neN)
+
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Corollaire 65
Sous les hypotheses du théoreme 64, le  processus

(W,Q), est un PBACSF sur (Q,4,P,0).

On remarque que le processus des sorties
D= Z;ezeT :
n n n
est un processus ponctuel stationnaire dont 1’intensité est

1/E(A). En effet on voit facilement que —A1 = W:—Wé =< BO’ et on en

1AAA

déduit donc que Tn+1+wh+1+Bn-(Tn+wh+Bn— ) € L(Q,4,P) d’ou le

1
résultat (confére Ne2).

6B)Files G/G/g en tandems.

On a 1ici p stations de services a
plusieurs serveurs, la i-éme station ayant qi serveurs, qiew.
Chaque service pris individuellement est décrit comme au
paragraphe précédent. Chaque client passe successivement dans
chacun des services dans 1’ordre naturel des services. Ici donc:

*\P 1 p J
F=(®R), Y = (B,..,B), BY étant le service réclamé par le
+ n n n n
client arrivé a 1’instant Tn a la j-éme station. On suppose que,
pour tout j, 1=j=p, IE(B‘j)<quE(A).

On définit comme en 6A, S, < RY1,..,

1 st 1 1 '
Sp < qu. (W (t),teR+,s eSl) et ("W(t),teR) sont les processus

définis en 6A pour la premiére station. Comme en 5B soit

1 A1 1 ~
uls = 1+ 4B, D =5 e8!, Ul =T ewleB!, Dl=x e 1t
n n n n nz1 Un n n n n nezZ Un
o 152
wi le processus a a4, composantes défini a partir des temps
1
U1s d’entrée dans la seconde station et des temps de service

n
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2 151
Bn' I1 faut remarquer que , bien stGr, les temps Un ainsi que les
temps U; ne sont pas ordonnés par ordre croissant des indices et
que on n’a pas forcemment UéSO. Du fait de 1’hypothése et de ce
que 1’intensité du processus ﬂl est 1/E(A) on peut trouver un
régime stationnaire (ZW(t),teR) pour la seconde station. En

recommencant sur chacune des stations, on voit qu’il existe

un régime stationnaire pour le systéme tout entier. Nous noterons:

1 1 2 1s2 1s2 sp
W) = CW ),w S ),...,.Pw® % %)
1.1 12 .2 1 P P
k) = (2o K (0),%% 5 K w,.. . P S K ()
1 2 1=p 1.2
ous = (s,s%...,sP) e m Si et k = (k,k%...,kP) e NP, 1a charge
i=1

du service et le nombre de clients dans chaque station en régime
transitoire et:

W(t)

Gweed, 2wy, ... Pwce))

at) = (fawt),2Qcty, ..., Pact))

le régime stationnaire de ces processus.
Pour avoir la propriété de PBACS il nous
faut comme en 6A se placer sous 1’une des hypothéses o' ou

B’ suivantes.

,

Hypothése a’: Pour tout C de la o-algébre cr{Ai,Y.1 i=0}, pour

-1’

tout D de la o-algebre G{Ai,Y iz1}, si P(C)>0 et

i-1°
si P(D)>0 alors P(CnD)>0.

Hypothése B’: Pour tout C de la o-algébre w{Ai,ieZ} pour tout Jj,
1=<j=<p, pour tout Dj de la o-algeébre U{BJ,iSO} et pour

tout Ede la o-algebre 0{85,121} si P(C)>0 et si, pour

. R ~ J=p
tout j, 1sjs=p, P(D,)>0 et P(E,)>0 alors P(Cn_[].D.AE.)>0.
J J=p 3 ( J) alors P( it Jr\ J)
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L’hypothése B’est la plus intéressante.
Elle est réalisée en particulier si les suites (Bf,iez) sont des
suites de variables indépendantes, indépendantes entres elles et
indépendantes des (Ai,ieZ). On note: .

(W,Q) = (W (£),0% (1)), t20,5€ |1 S, ket®)
i=1

Théoreme 66
Si pour tout k, 1=k=p, E(Bg) < qu(A), et sous 1’ hypotheése o’

ou B’, le processus (W,Q) est un PBACS.

Indiquons la démonstration sous
1’ hypothése B’: on procéde par étapes a partir de la premiére
file, puisque, sous 1’hypothése B’, le processus d’entrée dans la
seconde file a les mémes propriétés que celui de la premiére file;
en effet, pour n assez grand Uil = U; et donc on peut faire le
méme raisonnement qu’en 5B. D’ou le résultat. Ce résultat peut
bien sGr é&tre regardé comme une extension d’un résultat de

Numelin (Nu). K.Sigman (Si) a abordé le méme genre de question

sans utiliser les processus ponctuels stationnaires

7)Files avec impatience et autres équations.

X _m2 _
Ici, F=R, Yn-(Bn,Cn), ou C_ représente
1’"impatience" du client arrivé a 1’instant Tn' La charge du ser-
veur a 1’instant Tn—O est donnée par 1’équation de récurrence

(CP, Gu).



- 44 -

wg =X € R+

w1)'(14-1 = (w§+Bn_An+1)+A(w§vcn—An+l)

+

Si E(Bll{C1=+w}) < E(A) cette équation

admet un régime stationnaire. Ce régime stationnaire n’est pas
unique en géneral. Sous une hypoyhése de type a ou B le processus
est un PBACSF:

I1 en va de méme du processus de charge

en temps réel défini par:
w(0)
wi(t)

pour Tn<tSTn+1, et du processus "longeur de la file d’attente”.

X € R+

(Wx(Tn)+Bn-(t—Tn))+A(Wx(Tn)an—(Tn+1-t))+

De méme, on peut envisager des tandems de
files avec impatience. Toutes ces démonstrations sont identiques
au cas des -files avec plusieurs serveurs.

L’équation suivante se trouve par exemple

dans (Bo3) et dans (Gu):

{ wg =xeR,

-

W

n+1

1)+

Elle admet un régime stationnaire si P(C1$m) < 1 ou si E(B1)<E(A).

= Cn+1A(w§ * Bn+1-An+

C’est un PBACSF si é(B1)<£(A), W est un PBACS, et sinon W est un
PBACSF une hypothése de type « ou B ou si E(Bl) # E(A).

On peut aussi envisager des files avec
une infinité de serveurs, ou des tandems de files a une infinité

de serveurs. Toutes ces files conduisent a des PBACSF.
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8)Conclusion.

Tous les processus envisagés 1ici sont
"ergodiques" en un sens trés fort. Ils posseédent également des
propriétés de type régénératif qui permettent d’obtenir des
théorémes limites (Ig, Gui). Nous utiliserons ces propriétés
régénératives pour obtenir wune méthode systématique de
démonstration de certaines convergences en loi, dans 1l’article

suivant (CM1), et pour les files périodiques (CM2).
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