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MEMOIRE

SUR

LA ROTATION DE LA LUNE

ET SUR

LA LIBRATION REELLE EN LATITUDE,

Psr M. Cu. SIMON,

PROFESSEUR AU LYCEE LOUIS-LE-GRAND.

On sait que le mouvement de la Lune autour de son centre de gravité a ¢té élu-
dié principalement par Lagrange et par Poisson. C'est & Lagrange que U'on doit la
théorie de la libration réelle en longitude et I'explication des lois de D. Cassini.
Poisson signala plus tard, dans la libration réelle en latitude, une inégalité qui a
pour argument la distance du périgée lunaire au nceud ascendant de Porbite, et
que Lagrange ainsi que Laplace avaient omise.

En reprenant la question sous un nouveau point de vue, j'ai cru reconnaitre que
I"analyse dont Poisson a fait usage, d’aprés Lagrange et Laplace, est fautive en un
point important. Il résulte en effet des formules de Poisson que, si I'on fait d’abord
abstraction de I'excentricité de 'orbite, 'axe de rotation décrit autour de I'axe de
'équateur un cone circulaire, qui roule sans glisser sur un autre cone également
circulaire; de sorte que l'inclinaison de I'équateur lunaire sur I'écliptique reste
‘constante dans le cours d’une révolution. Or, on congoit, & prior, que cela ne peut
pas étre, et que I’axe lunaire doit subir une nutation semi-mensuelle, analogue a
la nutation semi-annuelle que subit 'axe terrestre. On pourrait croire, 4 la vérité,
que celte nutation semi-mensuelle est insensible; mais le caleul prouve qu'elle est
sensible, ¢’est-a-dire qu’elle est du méme ordre de grandeur que les autres quan-
tités que 'on considere, et il est 2 remarquer que c’est elle précisément qui fait
du probleme de la rotation de la Lune un cas singulier du probleme général de la
rotation des corps. Elle consiste en ce que I'axe instantané oscille constamment
dans le plan de la section principale, qui est perpendiculaire au grand axe dirigé
vers la Terre, en décrivant un secteur de 86 secondes environ, dans un temps égal a
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fa moitié de la révolution de la Lune par rapport a la ligne mobile des neeuds; de
sorte que I'on peut produire le mouvement qui a lieu en faisant rouler sans glisser
le plan de ce secteur sur un cone ondulé dont la base est une suite de cycloides
sphériques. .

L’oseillation & longue période, qui dépend de P’excentricité de Porbite, et que
Poisson a découverte, joue le role d'une inégalité séculaire par rapport a la pre-
miere. On peut, avec une approximation suffisante, la considérer comme s’exécu-
tant dans le méme plan que la premiere, et 'on obtient une image compléte du
phénomene de la rotation de la Lune en faisant rouler et glisser en méme temps
sur le cone cycloidal dont on vient de parler la section principale dans laquelle
I’axe instantané reste toujours compris.

Il me parait difficile, mais non impossible, de constater par P'observation ces
résultats singuliers : ¢’est pourquoi j’ai cru devoir, & la fin de mon travail, repro-
duire, en les complétant, les formules qui expriment les coordounées sélénocen-
triques d'une tache lunaire, en fonction de ses coordonnées sélénographiques et
du temps. Mais les anciennes observations de la libration sont tout a fait insuffi-
santes, et j’al essayé de faire voir qu’on ne peut pas méme compter sur la valeur
(qu’on en a déduite pour l'inclinaison moyenne de ’équateur lunaire sur I'éclip-
tique. Je voudrais espérer que mes recherches pourront décider quelque astronome
4 entreprendre une série d’observations nouvelles, afin de résoudre d’une maniere
définitive une question qui présente un véritable intérét.

L. Notations et formules générales.

Nous prendrons pbur origine des coordonnées le centre de gravité de la Lune,
et pour plan des ay le plan mené par ce point parallelement au plan actuel de
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I'écliptique. Nous supposerons 'axe OZ (fig. L)mpendiculaire..ﬁ‘ce...pla.n,.et dirigé
vers le pole boréal, 'axe OX dirigé vers le neeud ascendant de I'équateur lunaire,
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et 'axe OY dirigé de maniere qu'on passe des x positifs aux y positifs par une
rotation de go degrés exécutée autour de OZ, dans le sens direct ou de droite a
gauche. Comme la trace du plan de Péquateur lunairve sur le plan de I'écliptique se
déplace continuellement, nous compterons toutes les longitudes, dans le sens
direct, & partir d’une droite fixe OZ menée arbitrairement dans le plan des @y, et
nous appellerons ¢ la longitude de la droite mobile OX.

Soient 0X,, OY,, OZ, les trois axes principaux du sphéroide lunaire, formant
un systeme superposable aux axes OX, OY, OZ. La position de ce nouveau systeme
sera déterminée & chaque instant par les angles XOX, =¢ et ZOZ, =6, comptés
dans le sens direct. Relativement & ces axes principaux, soient A, B, Cles moments
’inertie; p, ¢, r les composantes de la vitesse de rotation; P, Q, R les sommes des
moments des forces perturbatrices, ou, si 'on aime mieux, les moments des couples
accélérateurs; nous aurons les trois équations

dp C—B P
-(7?+‘A q’——A’
(lq+A—C _Q
(I> -(7; B I])——B-s
dr B—A R
V@ T ¢ PITT

On sait que la Terre est le seul asire qui exerce une influence sensible sur le
mouvement de rotation de la Lune. Considérons l'orbite sélénocentrique de la
Terre, nommons 7 son inclinaison sur I'écliptique, et soit ON la direction du noeud
descendant; nous ne supposerons pas que cette droite ON coincide nécessairement
avee OX, nous appellerons o sa longitude comptée a partir de la droite fixe OZ, et
nous poserons, pour abréger, » — ¢ = g. En désignant par ¢ la longitude de la
Terre dans son orbite, comptée  partir de la droite mobile OX, par p son rayon
vecteur, par fm le produit de sa masse par le coefficient de ’attraction, et, en négli-
geant les termes ol entrent les produits de trois facteurs tres-petits de ordre 7,

7 ou C—-T&—Ea on obtient, par un calcul qu'il serait superflu de développer, les for-
mules suivantes (7) :

(P _3fm C—B

[0sine =+ ysin(v— g)]sin(p —v),

A 3 A
(2) %:—%@-’-L-é—%—g[@sinu-i—ysin(o——g)]cos(cp—v),
%:-—- ————3’fm-B—ASinz(c‘9-—-k0).

2.0 G

(*) Ces formules: ne different ‘que par les notations de celles de la Mécanique céleste.
34.
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La troisieme formule (1), quand on y a substitué pour  la valeur (2), est eelle

qui détermine le mouvement de la Lune autour de I'axe de son équateur et la
libration réelle en longitude. Mais nous n’examinerons pas cette question. Nous
admettrons que le moyen mouvement de rotation, que nous désignerons par 7, est
constamment égal au moyen mouvement de révolution, et que 'expression de la
libration en longitude ne renferme que des termes périodiques dont les coefficients
sont trés-petits; nous supposerons A < B < C, I'axe OX, étant Te grand axe du
sphéroide lunaire qui est constamment dirigé vers la Terre, et nous nous borne-
rons & discuter les deux équations dont dépendent les rotations p et ¢.
En posant, pour abréger, ' ‘
C—B __ C—A_

2 o
o, = &7,
A

B

nous aurons

dp \ 3 fm

\m%—aqr: — o2 [@sinv + ysin (v — g)] sin (¢ — v),
(3) | d 3pf' |
(-d—‘i—éﬂq;*:_——'pﬁ'—né‘-'[95inv+ysin(o-—g)]cos(cp—v).

Or, on connait les intégrales générales de ces équations privées de seconds mem-
bres. Si I'on remplace r par sa valeur moyenne =, et si 'on représente par H et
deux constantes arbitraires qui dépendent de I’état initial, ces intégrales sont

p=Hacos(«bnt +=n),

¢=HSEsin (aBnt +=);

elles indiquent une oscillation du pole autour de sa position moyenne, oscillation
- 27 T . , . Ry
dont la période est &%‘—ﬁ ou — T étant la durée de la révolution sidérale de la

Lune, et dont 'amplitude est H. Mais cette oscillation est insensible, comme toutes
celles qui dépendent de I'état initial; on doit donc supposer H = o. On voit alors
que les valeurs de p et de ¢, déterminées par les équations (3), sont nécessaire-
ment du second ordre, en regardant les facteurs o2, 82, 6, y comme des quantités
tres-petites du premier ordre; et comme nous négligeons les quantités du troisieme
ordre (2 moins qu’elles ne puissent acquérir par I'intégration de trés-petits divi-
seurs), les équations (3) deviendront simplement

% = O{m o [0 sine—+ ysin(v'—g)] sin (‘P — )
(4) i
g _ 3fm

2r =~ & [0sinv+ysin (v—g)] cos (g — .
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