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M É M O I R E
"SUR ! !

L A R O T A T I O N DE LA L U N E
ET''SUR . . , ' ; , 1 1 1

LA LIBRATION RÉELLE EN LATITUDE.

PAK M. CH. SIMON,
P R O F E S S E U R AU L Y C É E L O U I S - L E - G R A N D .

On sait que ,1e mouvement de la Lune autour <le son centre de gravilé a clé étu-
dié principalemeat parLagrange et par Poisson. C'est à Lagrange que l'on doit la
théorie de la libration réelle en longitude et l'explication des lois de D. CassinL
Poisson signala plus tard,.dans la libration réelle en latitude, une inégalité qui a
pour argument la 'distance! du périgée lunaire -au nœud ascendant de F-orbite, et
que Lagrange ainsi que Laplace avaient omise. ' 1 1 ; 1

En reprenant la question sous un nouveau point de vue, j 'ai,cru reconnaître que
l'analyse dont Poisson a fait -usage, -d'après Lagrange et Laplace,^ est fautive en un
point important. Il résulte en effet des formules de Poisson, que, si l'on fait d'abord
abstraction de l'excentricité de l'orbite, l'axe de rotation décrit autour de l'axe de
Féquateur un cône circulaire, qui roule sans glisser sur un autre cône également
circulaire; de sorte que l'inclinaison de Féquateur lunaire sur Fécliptique reste
constante dans le cours cFune révolution. Or, on conçoit, à priori, que cela ne peut ;
pas être, et que Faxe lunaire doit subir une nutationsemi-mensuelle, analogue à
la nutation semi-annuelle que subit Faxe terrestre. On pourrait croire, à la vérité,
que cette natation semi-mensuelle est insensible; mais le calcul prouve qu'elle est
sensible/c'est-à-dire qu'elle est du même ordre de grandeur que les autres quan-
tités que Fon considère, et il est à remarquer que c'est elle précisément qui fait
du problème de la rotation de la Lune un cas singulier du problème général de la
rotation des corps. Elle consiste en ce que Faxe instantané oscille constamment.
dans leplan de la section 'principale, qui" est perpendiculaire au grand ax;e dirigé
vers la Terre, en décrivant un secteur de 86 secondes environ, dans un temps égal à

annales scientifiques cîe l'École Normale supérieure. Tome ÏÏI. >J.4
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la: moitié de lajévolutiolïde, la Lune par, rapport àlia;li:g•lrï;e,,:mo:bile des nœuds; de
sorle,que,;roï:i .peut produire :le;mow:ejnent qm.îUie.u' :e.n faisant ..rouler sans glisser
le plan de,ce secteur sur .un cône lolndulé.•dollt,la.base,est.,ll.ne suite .de cyclo'ides
sphériques. , . ' 1 , 1 1 1 , , ' - , . „ . , , : . ! , . . . 1 , . 1 . ' ' 1 . . ' . . i „ l l : : : ::::.1',... . , , l , : l l l . l . . l . , : - : . l . , . l ! 1 ' . ^ : - 1 - ; 1 1 1

L'oscillation'a. longue période,::, qui dépend de l'excentricité;: de Torbite, et, que
Poisson a découverte, joue le rôle d-'uneinégalité •séc'ui'âira. par. rapport à la pre-
îilière. On,: peuty .avec âne approxixnatio.n, suffisante,; 'la •considérer .corome s'exécu-
tant dans le même- plan que la, premières et l'on .obtient .'ane./iîna.ge .complète du
piléaomène-.-de: la'•rotation de la Lune ,,en faisant rouler et. glissey .en/même 'temps
sur le cône ;: cvcloïdâl^.doiit, on •.vient. de:,,,parler. la .section. pîiBcip.ale.dans-laquelIe
rAxe/iûstantané.'Teste toujoiirs.com.pris., . • ':,, ,.', • , , , . : : . . ; • : : : • ; , . : - , , , . - 1 1 ^L . , 1 - . 1 1 : . • • . . : ' - 1

II . me paraît difficile, mais'.non.i.inpossible,:.de'.constater1 .par; l'observation,: ces
résultats singuliers: c'est pourquoi j'ai cru devoiy, àla.f i ï î ;de mon travail, repro-
duire, en les complétant, les formules qui expriment les coordonnées sélénocen-
triques d'une tache lunaire, en fonetion-.de ses coordonnées sélénographiques et
du temps. Mais les anciennes observations de la llbration sont tout à fait insuffi-
santes, et j'ai essayé de faire voir qtforr'nê "'peut^pas même compter sur la valeur
qu'on en a déduite pour l'inclinaison moyenne ..de Téquateur lunaire sur réclip-
tique. Je voudrais espérer que mes recherclïes pourront décider quelque astronome
à entreprendre une série d'observations nouvelles, afin de résoudre d'une manière
définitive une'question'qui: présente un véritable intérêt."1' 1 1 " " : 1 • •

, ; . . , ; 1 : 1 : 1 . . . 1 . • 1 , 1 1 . . . ; . 1 1 • j- . • , . .'i:.. Notations'•et'/brinules •générales'.- -1 1 1 : • 1 1 • • : . •

N'ous pfendrons.pour origine des' co.or'donîïées le ^centre de "gravité dé "la-Lune,
et pour1 plan '1 d•es"l;;àîy ié'lpTâh 'mené par ce point 'parallëlement' au plan'^ctuel1 de

iîecliptique,.,,,,Nû^5,..mp.p.û.SÊ.r.ûn.s.i^
vers le pôle bor.çal^J'â^e^pX, dirigé, vers;•]0,Bœud:;lâS€endan;t,d:(îl;lî4qua.tewl:^un
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et l'axe OY dirigé "'de..'îïîâ.ûière qu'on ipasse .des1 a? positifs1 aux:^•l•positifÂ .par -une
rotation, de go^degrés. ̂ exécutée- autour' de- OZ,' dans •le1- sens 'direct ou de- droiîe à
gauche, 'Comme1 la trace du^plân.de l 'équaîeur- lunaire1 surle111 plan de réeîiptique se
déplace continuellement, nous compterons toutes les longitudes, dans-le ' sens
direct, à-partir d'une droite fixe OÇ -m'enée arbitrairenierit dans le plan des^j, et
nousappelleroiïs '^lalongitodedela.droite^ïobile-OX.-1 , 1 ' 1 1 1 : 1 - 1

'Soient OX:o;OY^.,.OZ(.ies trois .axes pïmcipmix1 du .sphéroïde .-lunaire, formant
un système "super.posabl'e aux axes ̂ OX, 'OYyO-Z, La position de1 ce1 nouveau 'système
seradéterminée à-chaque instant par. les. -angles XOX.i ==•9 : let : l :ZOZ^ ==ô,. comptés
dans le sens•dlT'eGl;l.'Relativemont a ces .axes principaux, soient A, B, Cles-rnoiiients
d'inertie; p , q, r les composantes de la vitesse de-TôÊatîoi'i; 'P,- Q/R les sommes des
moments des forces-perturbatrices,, ou, siTon âime'îïiîeux, les moments des couples
accélérateurs; nous auronsîes trois équations, - .. - • ; i i i : - 1 ' ; ' • . . . : . : _ , . . . . :

• ' 1 " 1 ' ^ ' d p ' C — B "P1
1 1 1 —^ ..-:, 1 1 - - 1 1 ^ 1 1 - ; • 1 1 : • 1 ; ; ; [ ; 1 [ 1 1 ^ 1 1 + " ^ 1 1 1 1 - 1 1 1 1 • 1 1 1 1 • 1 1 • 1 1 1 1 1 1 1 1 - 1 1 1 1 1 1 1 ; : 1 1 : 1 • 1 1 1 1 : :/1

1 : 1 l i l • : 1 : 1 ; 1 ; 1 1 ' 1 1 1 1 : 1 1 1 1 : 1 • ' 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ' : 1 ^ 1 1 ' A — C • 1 1 ' 'Q ' - ' 1 ' 1 / l l i • 1 1 1 • 1 1 ; ' 1 " ' 1 1 1 1 1 1 1 : ' ' 1 " 1 ' 1 :

(')- 1 . 1,: , . . . • 1 1 . . . .1.,;111..' .•.,^^:,--^-^=lî-•-,-.::^.ll•.- '11 1 1 - 1 1 1 1 . ' 1 1

^r • : : 1 1 1 ; B-A1 1 : ; 1 1 __1 I I 1 " - - 1 ' ' 1 - 1 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 ' 1 . • 1 1 1 1 1 • 1 1 ' • 1 1 "1

^^"^""-^"-'G'/-1.1, 1 - . . , - : • . ^ : - - ^ l l i l 1 - 1 1 . 1 : ' 1 1

On sait que la Terre est le seul astre, qui exerce .une influence sensible sur Je
mouvement de rotation de la Lune. Considérons l'orbite sélénocentrîque de la
Terre, nommons y son inclinaison sur l'écliptique, et soit ON la direction du nœud
descendant; nous ne slipposeroiis pas que cette droite ON coïncide nécessairement
avec OX, nous appellerons w sa longitude comptée à partir de la droite fixe OÇ, et
nous poserons, pour abréger, œ — ^ == g. En désignant par v la longitude de la
Terre dans son orbite., ..comptée à partir de, la droite mobile OX, par p son rayon
vecteur, par/m le produit de sa masse par le coefficient de l'attraction, et, en négli-
geant les termes où. entrent les produits de trois facteurs très-petits de l'ordre 0,

/-i -p,
y ou ^—-? on obtient, par un calcul qu'il serait superflu de développer, les for-

mules suivantes ( ; f r) : : , '
p 3^ . c_ .̂.[0..s,n,(/:-4- y.sin ( v - §)} sin ( 9 ~ (̂
A. p* A

(2) .^^_3£".A^-c[0sin</+ySm(('-^)]cos(9-(.),

R 3fm B — A . , .(j==-—3---7—sm.(9-</).

*) ^Ges formules1 iî& diffeï-eiïC'què^ar-fès notations descelles de- la Mécanique céleste. ' i

34.
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La "troisième formule ( ï ) , quand 'on y" a substitué pour 7T l i lava1eur"(•2), esteelie
qui détermine. le mouvement de la Lu.ne:, autour da.Faxe de,sonéquateur.et,la
libration réelle en, longitude. Hais, nous, n'examinerons pas 'cette question* Nous
admettrons que le moyen mouvement de rotation,, que, no,us désignerons par n, est,
constamment égal au moyen mouvement de révolution, et que l'expression de la
iibration en longitude ne renferme que des termes périodiques dont les coefficients
sont très-petits; nous supposerons A < B < G, l'axe OXi étant le grand axe du
sphéroïde lunaire qui est, constamment dirigé vers la Terre, et nous nous borne-
rons à' discuter les deux équations dontdépenclentles rotations^ et q. , , . „ , ,, 1 ,

En posant, pour, abréger,

nous aurons

(3 )
\ <-^ -4- ̂ y = ̂ ~ ^ [©sint / 4- ysin (<'—§')] sin(9 — v),

< 1 , . 1 . ! :' , ' ! . . ' ' ' " ' i . , 1:"'1':1'' • • ' i i l '
l ̂  __ g-' qp ̂  _^n ^ [0sînt/ + y s î n ( ( / — ^ ' ) ] cos(y — v ) .

Or/'-on'coûnaît les intégrales^'générales-de' ces1 équations''privées'de seconds mem-
bres. Si l'on remplace-r-par'sa valeur "môyerine TÎ, et'si'l^on 'représente par H e t r?
cleux constantes arbitraires qui dépendenf de Tétât initial,-ces''intégrales sont ' 1

P == lia.COS (,5iê îît -+- 7) ),

q ==: Ï-Ï ê sin ( aê nt 4- ̂  ) ;

elles indiquent une oscillation du pôle-autour de sa position moyenne, oscillation
dont'la. .période -est -^r-. .ou^—?. T'étant •'la . durée' de-'-ferévolûtiôii1'.sidérale:'..de. la1 1 - • • 1 i l i i • : 1 1 • 1 1 1 '' l i l 1 ' àQn 1 . 1 1 aê 1 1 ! 1 " 1 . " 1 . 1 1 ' . 1 . 1

Lune, et dont l'amplitude est H, .Mais. cette, oscillation est: insensible,,:,,comme'tautes
celles qui dépendent de l'état initial; on doit donc supposer H==o . On voit alors
que les valeurs de p et de q, déterminées par l'es équations (3), sont nécessaire-
ment du second ordre, en regardant les facteurs a2, ë2, Qy y comme des quantités
très-petites du premier ordre; et comme.-'nous négligeons les quantités du troisième
ordre (a moins qu'elles ne puissent acquérir par l'intégration de très-petits divi-
seurs), les équations (3) deviendront simplement. - : , , : < • . : • ' , • , , , : ;• l•:• , ; ; ; ; ; j :„l :„- : : : ; . , . , - . , . - . 1 . ^; j . - .

(4)

dp 3 fm p. . . -:,. ... ^ . -1 ; ...—'.=. •^— Q^^^sr&^^y^îû^'-—"gTj sm-^y—.^),
ut p ' . ! ! " •i ' " • i i i

,^.^r--^ ê21[.Q.'siB^--}-ly§in{v—l'g•l)] ees (••(p — <•').
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C'est sous cette forme que nous allons les discuter. Nous étudierons successivement
le mouvement de procession de Téquateur lunaire, la 'natation semi-mensuelle qui
est indépendante de-Texcentricité de1 l'orbite, et la natation-à longue' période qui
dépend de1 cette excentricité. Nous •établirons- ensuite tes- formules nécessaires 'pour
comparer la théorie aux'observations.. • ; 1 ; : 1 1 1 ' - 1 - • ' ; 1 • 1 - •

II. Du, mouvement de précession de l'equateur, lunaire, „ . ' , ,

Pour déterminer le mouvement de'précessioû de Téquateur lunaire, on- peut évi-
demment négliger les termes^périodiques du rayon vecteur,'de la longitude et. de
la libration en longitude, ce qui revient à supposer 9 == y et ^— = n2. Alors les
équations (4) se réduisent à '! ' 1 - 1 1 1 ' - . - 1 - ' 1 ' • i - . • • • . • - - • "

(5)

dp
dt

—L ^Sj^ê^smQî +ysm(9—^)] .

On pourrait les intégrer, mais cela n'est pas nécessaire à notre objet actuel. '
Imaginons, .en effet,, un nouvel ̂ axe O.Y,/9.,mené.perpe^^diculâi^enlent.â :OXdansle'
plan .de .Féquateuret dans le.rnêïïîe sens, que OY, et,appelon,s.,,A" .et^^-les iiôm-p.o-,
santés de la,, -.vitesse, d:e ...rotatio.n .par rapport. à .•.OX. et à OY' ;- . nous aurons.,' pa r.'.des
formules connues,

(6)

. - d ^ > (hyin'0 -7'- == —7-^1
dt . ï ï d t

dQ __ 'ds' 1 ; 1 1 1 ' 1

d t , n.dt ^ ,
ds ds' '• "" 'Or^-les-aceélérali^ûâ:^ projetaiTt-Bur-OX^t

sur OY7 les accélérations' ~^•1' et-' -1-^1*1 On1 trouve ainsi1'11' ; • ; • : • • 1 ' . : : • • • ' 1 ' " ^ ., - , . . . , . . " ........ r • : ut.... dt : . • ^ ' . 11 ' . ^ . . . , . „ • , ' ; . , , , ^ , . . . ; , • - . , , . • , ; : 1 , , ,

- 1 ' 1 1 1 - . . 1 — 1 • - ' : ' . - ^ ; 1 1 , ! , ; 1 : , 1 : • 1 - ' • . . 1 1 • ds • 1 ' ' 1 . dq : . - i • i : . i • : : - : i . . : ..^ :.:..• ^::111 ' . -.. l::llr:'1 . • ; ' : 1 1 1 ' ' : 1 1 . 1 - 1 1 1 1 1 • • 1 ' : 1 1

.,:,,,,^;.;,.,,1^1;^,,',^^
1 ; , . . : , . , • ^ 1 -; ••,.,...•,-., • ^ 1 , . . . . , . . - Tds": 1 ' ' - . d q : . -•••— . • 1 - • 1 1 ' 1 " ' 1 ' / 1 1 : 1 ' 1 1 - 1 , 1 1 1 - ; 1 1 - 1 1 1 ' 1 , 1 1 : 1 ' - , . :1 , „ . : : '1 ' . • - . . : . - i ' 1 1

1 1 1 ' 1 1 ; 1 .;,,,::1:11;':1:1':1.;;:,/:::::'1;11:.11:':^ , - 1 ,,[,̂

et, en vertu des équations (5) et ^Q^ i i • ^ i i • ' i • i • • • : ' - • i i : i ' i i i 1 • • ; 1 ; ; 1 1 ' ^ - , - . - • • - ^ - ^ • 1 - ' 1 • — 1 1 " • 1 : l ï l ' l • ; 1 1 ;

. s in-S 7 ;^ —^.^.ê2[ô§in9..^,y:,siB^9;—•:•g•)]^^^ /

/il 0 - - - " l l i ' : • • 1 1 1 • . ' - • - '
„ , , ~y-^ ==: -4-3 n..^ (S sia 9. .-T- y^slB^^ —g' ) ] .cos1^. ::


