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MEMOIRE

SUR

LA ROTATION DE LA LUNE

(DEUXIEME MEMOIRE ),

Par M. CH. SIMON,

PROFESSEUR AU LYCEE LOUIS-LE-GRAND.

Dans ce second Mémoire (*), je me propose un double objet :

1° Déterminer exactement les conditions initiales auxquellesla Lune
a du satisfaire, pour que son mouvement de rotation devint tel que
nous l'observons;

2° Faire voir avec précision, en ayant égard & tous les faits et en
respectant les lois de la Mécanique, que ces conditions sont des consé-
quences naturelles de la célebre hypothese qui termine I’Exposition du
systéme du monde.

Je ne me propose rien de plus. En étudiant le phénomene de la li-
bration réelle en latitude, j’ai rencontré, sans la chercher, une équation
de condition, de forme assez compliquée, qui se rapporte a I’état ini-
tial, et qui doit étre satisfaite dans toute hypothese qu'on-voudra ima-
giner : il était naturel d’examiner si elle est ou non satisfaite dans
I’hypotheése la plus célebre et la plus autorisée. C’est un exercice inté-
ressant d’analyse mathématique, et je n’y vois pas autre chose. Je ne
me crois pas obligé de prendre parti pour ou contre la théorie cosmo-
gonique de Laplace; je ne cherche pas plus a la confirmer qu'a Ié-

(*) #oyez un premier Mémoire sur la rotation de la Lune et sur la libration réelle en
latitude, inséré dans le tome III des Anrales scientifiques de I’ Ecole Normale supérieure.
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branler. 11 est vrai que j’ai été conduit, par la nature de mon sujfat, a
discuter la principale objection qu’on a élevée contre cette théorie, a
savoir: la grande inclinaison des équateurs de plusieurs planktes sur le
plan du maximum des aires; et on comprend que si cette objection
m’avait paru insurmontable mon travail n’aurait pas eu de base. Mais
je n’ai pas la prétention d’embrasser la question dans son ensemble et
de vendre compte de toutes les particularités que présente le systeme
solaire : je désire me renfermer strictement dans le probleme spécial
et nettement défini que j’ai indiqué.

I. — Des conditions initiales du mouvement de rotation

de la Lune.

Si I'on fait abstraction des oscillations périodiques. qui ne dépendent
pas de I'état initial, le phénomene de la rotation de la Lune reste assu-
jetti & ces deux lois remarquables : 1° que le mouvement de rotation
est constamment égal au moyen mouvement de rotation; 2° que le
nceud ascendant de I’équateur coincide constamment avec le nceud
descendant de I'orbite. Voyons quelles sont les conséquences qui ré-
sultent de ces deux lois, relativement & Uétat initial.

De la premiere loi on conclut qua T'origine du mouvement la vitesse
de rotation a di étre égale a la vitesse moyenne de révolution, et que
le grand axe du sphéroide lunaire a dii étre dirigé vers la position
moyenne de la Terre, sinon rigoureusement, du moins  trés-peu pres.
Car, si ces conditions n’eussent pas été remplies, on sait, par la théorie
de la libration en longitude, que I'expression de cette libration renfer-
merait un terme de la forme (*)

u:Qsin(nt\/BB—_:‘—A—f—F);

ot Q et F désignent deux constantes arbitraires; A, B, C, les moments
principaux d’inertie du sphéroide lunaire, rangés par ordre de gran-
deurs croissantes; 7 le moyen mouvement de rotation ou de révolution,

(*) Mécanique céleste, livre V, n° 16,
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et ¢ le temps. Il en résulterait, dans le mouvement du grand axe du
sphéroide lunaire par rapport au rayon vecteur mené vers la position
moyenne de la Terre, une oscillation d’amplitude arbitraire, dont la pé-

riode serait égale a
27,3215
B—A
33—
G

jours;

ou & 665 jours environ, en supposant, d’apres Nicollet,

3 9{-—5 = 0,001 69.

Or I'observation n’a constaté, dans la libration en longitude, aucune
période de ce genre. '

L’interprétation de la seconde loi exige un peu plus de développe-
ments. Appelons @ I'inclinaison de I’équateur lunaire sur le plan de I'¢-
cliptique, 7 I'inclinaison moyenne de I’orbite lunaire sur le méme plan,
¢ lalongitude du nceud ascendant de I’équateur & partir d’une droite
fixe, » la longitude moyenne du nceud descendant de I'orbite a partir
de la méme droite; et enfin désignons par 4 un angle déterminé par
I’équation

dw 3 C—A ( y
! —_— =R 1+ 7],
(1) dt 2 B b),
dans laquelle on regarde comme données les quantités n, 7, C—A ; A ot
%(;—)- En dépouillant ¢ et § des termes périodiques qui proviennent de

la longitude sélénocentrique de la Terre et de I’excentricité de I'orbite,
nous avons trouvé, dans notre premier Mémoire,

_ 3ny C—A ]
() \&)—L‘D—TLCOS<"£'IZ————B—‘*t+O>5
2 (
e (3nyC—A )
(\9*’l—HSlH<;7;———B——t+Ij>,

H et n étant des constantes arbitraires qui dépendent de I'état initial.
On voit par ces formules que les positions moyennes du neceud descen-
dant de I'orbite et du nceud ascendant de I’équateur coincident rigou-
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reusement, et que la valeur moyenne de ¢ est rigoureusement égale 2
la valeur de % qui satisfait & 'équation (1); mais on voit en méme temps
que le nceud ascendant de I'équateur oscille de part et d’autre du nceud
descendant de 1'orbite, et que I'inclinaison ¢ oscille en deca et au dela
de A.

Si 'on prend pour origine du temps U'instant d’une coincidence des
neeuds, et sil'on désigne par 6, la valeur de § & cet instant, les constantes
H et 1 sont déterminées, et les formules (2) deviennent

‘ i b=l Sn'/C—A)
‘)) ‘ m.——-Jg——-—— —/l———Sl <2_/Z' B t} ]
o ¢

|9 —/z:-i—(@.,—/z)cos(e;—nhz C—%ﬁ t>-

L'amplitude des oscillations que ces formules indiquent est propor-
tionnelle & la différence (8, — %); quant a leur durée, elle a pour ex-
pression

4mh

C*‘»ny(‘—A

2

ce qui donne environ 8740 jours, d’aprés le Mémoire déja cité. Mais
comme les observations n’ont fait connaitre, ni dans l'inclinaison, ni
dans la position des nceuds de I'équateur lunaire, aucune période de ce
genre, il faut admettre qu’on a, sinon rigoureusement, du moins a
tres-peu pres,

60: ll,
et par suite

6=nh,

b=w.

Nous avons démontré d’ailleurs que la coincidence du neeud des-
cendant moyen de 'orbite avec le neeud ascendant moyen de ’équateur
étant une fois établie,. cette coincidence se maintiendra indéfiniment,
malgré les variations périodiques ou séculaires que les forces perturba-

trices pourront introduire dans les éléments n, 7y, 6 et %—: Concluons

donc qu’au moment ol la coincidence des neeuds s’est établie la valeur
de 6 a du étre égale & la valeur de A que détermine I'équation (1); ou,
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Ry do N
en d’aatres termes, que les éléments n, y, 6 et —— ont dd, & ce mo-

ment, satisfaire & ’équation

dw 3 C—A[=*
(4) m:——;nT(l—i—%)’

sinon rigoureusement, du moins & trés-peu pres. Car, si cette condi-
tion n’elit pas été i trées-peu pres remplie, les oscillations indiquées
par les formules (3) seraient sensibles.

Nous avons donc déduit de I'observation et de la théorie des condi-
tions nettement définies, qui doivent é&tre satisfaites dans toute hypo-
these cosmogonique; il nous reste & examiner si elles sont satisfaites
dans 'hypothese de Laplace. Mais, avant d’entrer dans cette discussion,
il est nécessaire de remarquer que la Lune est loin d’avoir la figure
qu’elle aurait si elle eut été primitivement fluide. En effet, si la Lune
elit été primitivement fluide, elle ett pris, sous la double influence de
son mouvement de rotation et de 'attraction de la Terre, la figure d’un
ellipsoide & trois axes inégaux, ayant son grand axe dirigé vers la
Terre, ce qui s’accorde avec les faits observés; mais en méme temps on

C—A

trouve, par un caleul fort simple (), que le coefficient —5— elt acquis

une valeur tout au plus égale 2 0,00004052; tandis que, selon les ob-
servations, la valeur de ce coefficient est 0,000 597, c’est-a-dire environ
quinze fois trop forte. A la vérité I'on pourrait imaginer que la Lune
ayant été primitivement fluide, sa figure ait changé par suite d’érup-
tions volcaniques, de soulevements ou d’affaissements de montagnes;
mais cela reviendrait A ajouter une nouvelle hypothese i celle que nous
voulons examiner, et, comme cette nouvelle hypothese est inutile, nous
nous abstiendrons de I'introduire.

II. — De I’hypothése de Laplace.

Considérons la Terre a I’époque ol1 son atmosphere s’étendait au dela
de l'orbite actuelle de Ia Lune. La Terre décrivait alors autour du Soleil

(*) Mécanique céleste, livre V, n° 18. Laplace suppose le rapport de la masse de la Terre
A celle de la Lune égal & 59; nous I’avons supposé égal a 84.

Annales scientifiques de UEcole Normale supérieure. Tome VI. 10
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une orbite de méme grand axe que l'orbite actuelle, a peu pres de
méme excentricité et & peu prés dans le méme plan. Elle était animée
d’un mouvement de rotation autour d'un axe incliné sur 'axe de I'é-
cliptique d’une quantité arbitraire que nous désignerons par §; de cette
rotation résultait un aplatissement, et de cet aplatissement un mouve-
ment de précession que nous allons calculer. Pour cela nous aurons
recours A des formules que M. Liouville a données dans la Connarssance
des Temps pour 1859. Quand on considere un systeme quelconque de
points matériels sollicités par des forces quelconques, on peut toujours
concevoir & un instant donné l'ellipsoide des moments d’inertie, ayant
pour centre le centre de gravité du systeme. Cet ellipsoide change con-
tinuellement de position et de forme, de sorte qu’au bout du temps
infiniment court d¢ les axes principaux 0X,, OY,, OZ,, ont pris une
position infiniment voisine 0X’, 0Y’, OZ’, tandis que les moments prin-

A 1B 1C
cipaux d’inertie A, B, C, ont augmenté de —~ dz, (dt dt, [dz

quels que soient ces changements, on peut tou]ours passer de la pre-
miere position A la seconde par trois rotations infiniment petites pdt,
qdt, rde, exécutées autour des axes OX,, OY,, OZ,, et les quantités
p» ¢, r sont liées aux variations des trois angles ¢, ¢, 8, qui déterminent

la position des axes mobiles par rapport a trois axes fixes, par les re-
lations connues

dt; mais,

d6 = pditcosy — gdising,
(5) sinf dl = pdt sino + gdt coso,
do=rdt—cosbdy.

M. Liouville s’est proposé d’établir entre les quantités p, ¢, r et le temps
trois équations différentielles, pour tenir lien de celles qu'Euler a
données le premier dans le cas d’un systeme de figure invariable.

Les formules générales auxquelles M. Liouville est parvenu sont
compliquées, mais elles se simplifient beaucoup lorsque le systeme
reste constamment symétrique par rapport aux trois plans de ses axes
principaux. Nous admettrons que la Terre, & I’époque ou elle était
fluide, satisfaisait & cette condition, et nous supposerons de plus que
sa figure était de révolution. Sinous appelons P, Q, R, les couples ac-
célérateurs dus a Paction du Soleil, les formules de M. Liouville de-
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viendront
d(jtp) (C—A)gr=P,
(6) _ A2 _(c—a)pr=0,
d((([]tr) —R.

Or, on a évidemment R = o, et par suite
Cr=const. =F.

On trouve ensuite, en désignant par »’ le moyen mouvement géo-

centrique du Soleil, et en supprimant les termes qui dépendent de la
longitude de cet astre,

P—— g n*(C — A)sinf cosb cosg,

Q=+ g n?(C — A)sinf cosf sin g.
On peut admettre que ’aplatissement est proportionnel au carré de la
vitesse de rotation, et poser
A=C(t—er), C—A=¢cCry
¢ désignant un coefficient positif tres-petit. Si I’on néglige les termes

qui sont multipliés par le produit des trois facteurs trés-petits e, 51-;,
pou g, les deux premieres équations (6) prennent la forme

‘ (1—er?) d(gf) =—er’(Cq)— én’zeFrsinecosecosc,a,
(7) ¢ i i

d
( (1—er?) (th):—;- er’y(Cp) + % n?e Frsinf cosf sing.

Pour les intégrer (abstraction faite des termes qui dépendent de I’état -
initial), supposons do = rdt, et faisons

Cp= 3 n'F(Msing — Ncosg),

3
Cqg= = n"F(M-COS({J -+ N sinog);

10.
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M et N étant des fonctions de r et de 6, qui devront satisfaire aux
équations différentielles

dN

Mr— 7 (1—er?)+cersinbcosf =o,
dM
Nr—+ _d_}— = o.

On aura ensuite, par les deux premiéres formules (5),

db 3 .,

A=V
spdy 3,
blnez’,?.__—f—;n Mr.

On satisfait & ces équations en posant

N=o, %:o, M = — ¢sin@ cosé,

et il serait aisé de faire voir qu’on ne peut pas y satisfaire autrement.

On a done
s 6 = const.,

(8) { (Z—i"—:——gn”srcose.

Ainsi, P'inclinaison moyenne de ’équateur sur I'écliptique reste con-
stante, mais la vitesse du mouvement de précession croit en méme
temps que la rotation.

Or, dans la conception de Laplace, la Terre (pour ne parler que de
cette seule planeéte) étant issue du Soleil, les équateurs de ces deux
astres ont du étre primitivement peu inclinés sur le plan du maximum
des aires, et par suite sur le plan de I'écliptique. Nous venons de voir
que l'inclinaison de I’équateur terrestre sur I'écliptique ne change pas
par le seul fait de la condensation; la grandeur de I'inclinaison actuelle
parait donc inexplicable. Si cette objection était insoluble, I’hypothese
de Laplace devrait étre rejetée.

Mais les résultats précédents se rapportent & ’époque ol toute la
matiere qui constitue aujourd’hui la Terre formait une seule masse
fluide. Le mouvement de rotation continuant & s’accélérer, il a du ar-






