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TERME GENERAL
D'UNE SERIE QUELCONQUE,

DETERMINEE

A LA FACON DES SERIES RECURRENTES,

Par M. Disini ANDRE,

ANCIEN ELEVE DE IECOLE NORMALE.

INTRODUCTION.

§ I. — Objet du présent Mémoire.

1. Parmi les différents moyens de déterminer une série, 'un des
plus simples évidemment consiste 3 donner, en méme temps que les
valeurs de ses premiers termes, une relation du premier degré liant
chaque terme de la série & un ou plusieurs des termes précédents.
Dans ce Mémoire, nous supposons une série quelconque déterminée de
cette fagon, et nous nous proposons de trouver I'expression de son
terme général.

§ II. — Ordre suivi.

2. Nous précisons d’abord ce que nous entendons par relation du
premier degré liant chaque terme 4 un ou plusieurs des précédents;
et nous montrons qu’il existe un trés-grand nombre de séries qui se
présentent & nous déterminées spontanément par les valeurs de leurs
premiers termes, et par une relation du premier degré.

Nous rappelons qu’on a déja obtenu P'expression du terme gé-
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néral de séries-ainsi déterminées, mais seulement pour des formes tres-
particulieres de la relation du premier degré; et nous donnons une
expression de ce terme général qui convient & toutes les formes pos-
sibles de cette relation.

Nous faisons remarquer ensuite que, dans les applications de notre
expression du terme général, les différences dans le résultat final pro-
viencent surtout des différences de forme de la relation du premier
degré. Nous sommes ainsi conduits & énumeérer et a classer ces formes :
nous les trouvons au nombre de huit.

Enfin nous considérons successivement les huit formes que peut
affecter la relation du premier degré; pour chacune d’elles, nous cher-
chons ce que devient notre expression du terme général; et, pour cha-
cune d’elles aussi, nous appliquons nos résultats & la détermination du
terme général d’une série particuliere donnée.

§ HI. — Méthode employée.

3. Bien que, par son objet, ce Mémoire appartienne & 1’Algebre,
notre méthode pour déterminer le terme général est bien moins algé-
brique que combinatoire. Elle donne ce terme sous la forme d’une ou
plusieurs sommes de produits dans chacun desquels les facteurs doivent
satisfaire & des conditions que nous faisons connaitre. Le probleme de
la détermination du terme général, dans la pleine généralité que nous
donnons & la relation du premier degré, nous semble trés-difficilement
abordable par les procédés de I’Algebre ordinaire.

CHAPITRE 1.

DETERMINATION DE LA SERIE.

%. Détermination de la série. — Nous supposons, avons-nous dit,
une série quelconque, déterminée par les valeurs de ses premiers termes
et par une relation du premier degré liant chaque terme & un ou plu-
sieurs des précédents.
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Il est inutile d’expliquer ee qu’on entend par valeurs des premiers
termes. _

Pour ce qui est de larelation du premier degré, il faut 'entendre
dans le sens le plus étendu, ou, pour nous exprimer mieux, il faut en-
tendre que chaque terme de la série est égal 2 une quantité quelconque,
constante ou variable, plus la somme d’un nombre quelconque con-
stanl ou variable des termes précédents, multipliés respectivement
par des coefficients quelconques constants ou variables.

Si nous désignons le premier terme de la série par U,, le second par
Us,, et en général le n** par U,, notre relation pourra toujours se
formuler ainsi :

7"-
U.= AU
= Up+ ' B n—hs
I

u, étant une quantité connue fonction de n; 3, un nombre entier connu
fonction de n et au plus égal a n — 1; A} un coefficient connu fonction
des entiers n et £.

Nous pouvons remarcuer, dés 4 présent, qu’on aura toujours

U =u,.

Pour abréger, nous désignerons souvent la relation du premier degré
par ces mots « la loi de la série », ou, plus simplement, « laloi ».

5. Exemples de series ainsi déterminédes. — Les Mathématiques nous
présentent une foule de séries qui s’offrent & nous déterminées sponta-
nément par les valeurs de leurs premiers termes et une relation du
premier degré. Telles sont :

Les séries récurrentes proprement dites, rencontrées par Cassini ('),
nommées par Moivre (*), éludiées par lui d’abord, puis par Euler (*),
par Lagrange ("), etc., et dont'chaque terme est la somme d’un nombre
fixe des précédents, multipliés respectivement par des coefficients
constants;

') Histoire de I’ Académie royale des Sciences, année 1680, p. 309.
*Y Miscellanea analytica, p. 27.

3) Introductio in Analysin, t. 1, Ch. XIII et XVII,

*) OBuvres, t. 1, 111, V.
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Les séries considérées pour la premiere fois par Lagrange ('), ou
chaque terme est égal & une quantité connue, plus la somme d’un
nombre fixe des termes précédents, multipliés par des coellicients con-
stants;

Celles des séries, sommées par Stirling (*), dans lesquelles chaque
terme est la somme d’un nombre fixé des précédents, multipliés res-
pectivement par des quantités variables.

Il en est de méme des séries qui ont pour termes :

Les intégrales qui se rameénent & d’autres analogues a I'aide de I'in-
tégration par parties;

Les termes des réduites successives des fractions continues;

“Les intégrales nommées Y, Z,;

Les fonctions X, de Legendre;

Les nombres de Bernoulli;

Les dérivées successives des fonctions algébriques;

Sinnx -et cosna considérés comme fonctions de sinx seul ou de
cos x seul;

Les sommes des puissances semblables des n premiers nombres;

Les sommes des puissances semblables des racines d’une équation;

Ete., ete....

Parmi toutes ces séries, les plus connues sont les séries récurrentes
proprement dites. C'est pourquoi, quand une série est déterminée par
les valeurs de ses premiers termes et par une relation du premier degreé,
nous disons, comme dans le titre de ce Mémoire, qu’elle est déterminée
a la fagon des séries récurrentes, quoique notre relation du premier
degré soit infiniment plus générale que celle qui convient aux séries
récurrentes proprement dites.

(") Sur Vintégration d’unc équation différenticlle, etc. (OLusres), t. 1, p. 23.
(*) Methodus differentialis, etc. Londini, 1764,
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CHAPITRE 1L

EXPRESSION DU TERME GENERAL.

§ I. — Expressions particuliéres.

.

6. Séries dont on a déja obtenu le terme géneral. — Les seules séries,
déterminées comme nous le supposons, dont on ait obtenu directement
le terme général, sont les séries récurrentes proprement dites, et les
séries considérées pour la premieére fois par Lagrange, ¢’est-a-dire des
séries ol la loi affecte une forme extrémement particuliére; encore,
pour ces deux especes de séries, n’a-t-on obtenu 'expression du terme
général que dans le cas ol 'on sait résoudre une certaine équation al-
gébrique.

7. Séries récurrentes proprement dites. — Moivre a montré le pre-
mier (') qu’une série récurrente proprement dite n’était autre chose
que la suite des coefficients du développement, suivant les puissances
croissantes de la variable, d’une certaine fraction rationnelle, qu’on
appelle la fraction génératrice de la suite considérée. Lagrange, de son
cOté (%), a nommé equation géncratrice de la suite Uéquation algé-
brique et entiere que I'on obtient en remplacant dans la loi de la série
les termes U,, U,—,, U,_,, ... , respectivement par x”, 2", 2”2, ....
D’ailleurs on peut voir facilement que le premier membre de I’équation
génératrice ne differe du dénominateur de la fraction génératrice

1
que par le changement de z en — -

On n’a pas donné d’expression du terme général pour le cas onr I’é-
quation génératrice ne peut pas étre résolue complétement. Dans le
cas ol1 cette résolution compléte est possible, on a trouvé I’expression
fort remarquable que nous allons rappeler.

(') Miscellanea analytica.
(?) Mémoire sur Uexpression du terme général, etc. (OEuvres), t. V, p. 625.

48.
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Si Uon désigne par a l'une quelconque des racines de I’équation
génératrice, par « le degré de multiplicité de cette racine, et qu'on

étende 2 toutes les racines lez ci-dessous, on a identiquement

Unzz (,Da(n)a";

9, (n) étant un polyndme entier en n, du degré o — 1.

Ce résultat a été"établi par Moivre (') dans le cas ou I'équation gé-
nératrice n’a que des racines simples; il a été développé ensuite par
Euler (2), et enfin démontré complétement par Lagrange (*), qui s’est
surtout occupé du cas des racines égales.

8. Séries de Lagrange. — Ce sont, comme nous I’avons vu, des séries
vécurrentes proprement dites, au second membre de la loi desquelles
on a ajouté une quantité connue. Lagrange a donné (*) I'expression
de leur terme général, sous une forme absolument analogue & la pré-
cédente; mais pour le cas seulement ou I’équation génératrice, qu’on
obtient en supprimant la quantité, peut étre résolue complétement.

§ II. — Expression générale.

9. But qu’on se propose. — De la facon dont notre série est déter-
minée, il suit immédiatement que son terme général U, est une fonction

rationnelle et entiere des quantités connues , et des cocfficients AL,

dans lequels I'indice v ne dépasse pas n. Donner le moyen de former
cette fonction, tel est le but particulier de ce Chapitre et I'objet principal
de tout ce travail.

Sil’on remarque qu’'a chacun des termes U,, U,, Uy, ..., U,, qu'on
peut regarder comme autant d’inconnues, correspond une équation du
premier degré fournie parla loi de la série, on voit que le probleme

Y Miscellanca analytica.

)

) Introductio in Analysin, t. 1, Ch. XIII.

) Mémoire sur Ucxpression du terme général, ete. (Oduvrres), t. V, p. 625.
) Sur Uintégration d’unc équation, etc. (Ofuvres), t. 1, p. a1.
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actuel revient & déterminer la derniere U, des inconnues d’'un systeme
de n équations du premier degré a n inconnues.

On peut done écrire immédiatement cette expression de U, sous la
forme d’un quotient de deux déterminants. Mais ces délerminants sont,
en général, d’'une structure si particuliere, qu’il y a d’ordinaire grand
avantage 4 développer 'expression de U,.

Ce que nous cherchons, ¢’est la fagon d’écrire ce développement lui-
méme directement.

10. Lemmes. — Pour obtenir 'expression générale de U, nous éta-
blirons d’abord les trois lemmes suivants :

I. Chaque terme du développement de U, est égal a1’'une quelconque
u, des n quantités connues u,, u,y, Uy, ..., U, multipliée par un ou

plusieurs des coefficients A'”, et, par conséquent, peul s’écrire
IO
AU AL ALy,

II. Si I'on regarde chaque coefficient A{” comme du degré z, el
chaque quantité connue u, comme du degré p, I'expression de U, est
homogene et du degré n, de facon que, dans le produit précédent, les
indices inférieurs des coefficients satisfont toujours a I’égalité

Iev Iy by +...=n— p.

III. Enfin, si les coefficients A{™, Ay, A, ..., qui entrent
comme facteurs dans le produit précédent, y sont rangés dans un ordre
tel que leurs indices supérieurs aillent constamment en croissant, les
indices supérieurs et les indices inférieurs sont reliés entre eux par la
relation générale ‘
ne=l+n._,.

De ces trois lemmes, le premier peut étre regardé comme évident.
Les deux autres, d’apres la forme générale (4) de la loi de la série,
subsistent pour U, des qu’ils sont vrais pour tous les termes précédents :
étant vrais 'un et 'autre pour U, et U,, ils sont donc tous les deux
d’une généralité absolue.






