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TERME GÉNÉRAL

D ' U N E SÉRIE Q U E L C O N Q U E ,
DÉTERMINÉE

A LA. FAÇON DES SÉRIES RÉCURRENTES,

PAR M. DÉSIRÉ ANDRÉ,
A N C I E N É L È V E DE L ' É C O L E M O H M A L E .

INTRODUCTION.

§ I. — Objet du présent Mémoire.

1. Parmi les différents moyens de déterminer une série, l 'un des
plus simples évidemment consiste à donner, en même temps que les
valeurs de ses premiers termes, une relation du premier degré l i an t
chaque terme de la série à un ou plusieurs des termes précédents.
Dans ce Mémoire, nous supposons une série quelconque déterminée de
cette façon, et nous nous proposons de trouver Pexpression de son
terme général.

§ II, — • Ordre suivi.

2. Nous précisons d'abord ce que nous entendons par relation du
premier degré l iant chaque terme à un ou plusieurs des précédents;
et nous montrons qu'il existe un très-grand nombre de séries qui se
présentent à nous déterminées spontanément par les valeurs de leurs
premiers termes, et par une relation du premier degré.

Nous rappelons qu'on a déjà obtenu l'expression du terme gé-



3^6 DÉSIRÉ ANDRÉ.

néral de séries ainsi déterminées, mais seulement pour des formes très-
particulières de la relation du premier degré; et nous donnons une
expression de ce terme général qui convient à toutes les formes pos-
sibles de cette relation.

Nous faisons remarquer ensuite que, dans les applications de notre
expression du terme général, les différences dans le résultat final pro-
viennent surtout des différences de forme de la relation du premier
degré. Nous sommes ainsi conduits à énumérer et a classer ces formes :
nous les trouvons au nombre de huit.

Enfin nous considérons successivement les huit formes que peut
affecter la relation du premier degré; pour chacune d'elles, nous cher-
chons ce que devient notre expression du terme général; et, pour cha-
cune d'elles aussi, nous appliquons nos résultats à la détermination du
terme général d'une série particulière donnée.

§ III. — Méthode employée.

3. Bien que, par son objet, ce Mémoire appartienne à l'Algèbre,
notre méthode pour déterminer le terme général est bien moins algé-
brique que combinatoire. Elle donne ce terme sous la forme d^une ou
plusieurs sommes de produits dans chacun desquels les facteurs doivent
satisfaire à des conditions que nous faisons connaître. Le problème de
la détermination du terme général, dans la pleine généralité que nous
donnons à la relation du premier degré, nous semble très-difficilement
abordable par les procédés de l'Algèbre ordinaire-

CHAPITRE I.
DÉTERMINATION DE LA. SÉRIE.

4. Détermination de la série. — Nous supposons, avons-nous dit,
une série quelconque, déterminée par les valeurs de ses premiers termes
et par une relalion du premier degré liant chaque terme à un ou plu-
sieurs des précédents.
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II est inutile d'expliquer ce qu'on entend par valeurs des premiers
termes.

Pour ce qui est de la relation du premier degré, il faut l'entendre
dans le sens le plus é tendu, ou, pour nous exprimer mieux, il faut en-
tendre que chaque terme de la série est égal à une quanti té quelconque,
constante ou variable, plus la somme d'un nombre quelconque con-
stant ou variable des termes précédents, multipliés respectivement
par des coefficients quelconques constants ou variables.

Si nous désignons le premier terme de la série par U < , le second par
U.ji, et en général le n1^ par U^, notre relation pourra toujours se
formuler ainsi ;

^n

IL==^+V A^U,—VA^U,-^

Un étant une quantité connue fonction de n; \n ^" nombre entier connu
fonction de n et au plus égal à n — i ; A^ un coefficient connu fonction
des entiers n et /c.

Nous pouvons remarquer, dès à présent, qu'on aura toujours
U, == u,.

Pour abréger, nous désignerons souvent la relation du premier degré
par ces mots « la loi de la série » , ou/plus simplement, & la loi » .

5. Exemples de séries ainsi déterminées. — Les Mathématiques nous
présentent une foule de séries qui s'offrent à nous déterminées sponta-
nément par les valeurs de leurs premiers termes et une relation du
premier degré. Telles sont :

Les séries récurrentes proprement dites, rencontrées par Cassini ( f ) ,
nommées parMoivre ( 2 ) , étudiées par lui d'abord, puis par Euler ( 3 ) ,
par Lagrange ( / < ) , etc., et dontchaque terme est la somme d'un nombre
fixe des précédents, multipliés respectivement par des coefficients
constants ;

( ï ) Histoire de V Académie roycile des SdenceSy année 1680, p* 309.
( î i) Miscellcinea. analytica^ p, 27.
(3 ) Introductio in Analysin, t. I, Ch. Xïll et XVII,
( 4 ) OEwrcs^, \y ÏII, V.
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Les séries considérées pour la première fois par Lagrange ( 1 ) , où
chaque terme est égal à une quantité connue, plus la somme d'un
nombre fixe des termes précédents, multipliés par des coefficients con-
stants;

Celles des séries, sommées par Stirling ( 2 ) , dans lesquelles chaque
terme est la somme d'un nombre fixé des précédents, multipliés res-
pectivement par des quantités variables.

Il en est de même des séries qui ont pour termes :
Les iniégrales qui se ramènent à d^autres analogues à Faide de l'in-

tégration par parties ;
Les termes des réduites successives des fractions continues;
Les intégrales nommées Y^, Zy;
Les fonctions X^ de Legendre;
Les nombres de Bernoulli;
Les dérivées successives des fonctions algébriques;
Sïnnx et cosnœ considérés1 comme fonctions de sin.r seul ou de

cos.y seul ;
Les sommes des puissances semblables des n premiers nombres;
Les sommes des puissances semblables des racines d'une équation;
Etc., etc..;.
Parmi toutes ces séries, les plus connues sont les séries récurrentes

proprement dites. C'est pourquoi, quand une série est déterminée par
les valeurs de ses premiers termes et par une relation du premier degré,
nousdisons» comme dans le t i tre de ce Mémoire, qu'elle est déterminée
à la façon des séries récurrentes, quoique notre relation du premier
degré soit infiniment plus générale que celle qui convient aux séries
récurrentes proprement dî tes<

(') Sur Vintégration (Vune équation différentielle'y etc. [OEicvres}^ t. I, p. a3.
( 3 ) Methodus dîjferentiali^ etc. Loridini, 1764.
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CHAPITRE II.
EXPRESSION DU TERME GÉNÉRAL.

§ I, -— Expressions particulières.
,it1

6. Séries dont on a déjà obtenu le terme général. — Les seules séries,
déterminées comme nous le supposons, dont on ait obtenu directement
le terme général, sont les séries récurrentes proprement dites, et les
séries considérées pour la première fois par Lagrange, c'est-à-dire des
séries où la loi affecte une forme extrêmement particulière; encore,
pour ces deux espèces de séries, n'a-t-on obtenu l'expression du terme
général que dans le cas où l'on sait résoudre une certaine équation al-
gébrique.

7. Séries récurrentes proprement dites. — Moivre a montré le pre-
mier ( < ) qu 'une série récurrente proprement dite n'était autre chose
que la suite des coefficients du développement, suivant les puissances
croissantes de la variable, d'une certaine fraction rationnelle, qu'on
appelle h fraction génératrice de la suite considérée- Lagrange, de son
côté ( 2 ) , a nommé équation génératrice de la suite Féquation algé-
brique et entière que l'on obtient en remplaçant dans la loi de la série
les termes U/,, U,^, U^a» • • • /respectivement par^ ̂ -1, ̂ -2, ....
D'ailleurs on peut voir facilement que le premier membre de l'équation
génératrice ne diffère du dénominateur de la fraction génératrice
que par le changement de x en - -

On n'a pas donné d'expression du terme général pour le cas où l'é-
quation génératrice ne peut pas être résolue complètement. Dans le
cas où cette résolution complète est possible, on a trouvé l'expression
fort remarquable que nous allons rappeler.

( ( ) Miscellanea analytica.
PI Mémoire sur V expression du terme général, etc* (QEuvres)^ t. V, p. 6a5.

fQ48*



38û DÉSIRÉ ANDRÉ.

Si l'on désigne par a l'une quelconque des racines de l'équation
qénératrice, par a le degré de multiplicité de cette racine, et qu'on
étende à toutes les racines leV ci-dessous, on a identiquement

Vn^^^{n)a\

ya(^) étant un polynôme entier en n, du degré a — i .
Ce résultat a été^établi par Moivre ( f ) dans le cas où l 'équation gé-

nératrice n'a que des racines simples; il a été développé ensuite par
Euler ( 2 ) , et enfin démontré complètement par Lagrange ( 3 ) , qui s'est
surtout occupé du cas des racines égales.

8. Séries de Lagrange. — Ce sont, comme nous l'avons v u , des séries
récurrentes proprement dites, au second membre de la loi desquelles
on a ajouté une quanti lé connue. Lagrange adonné ( 4 ) l'expression
de leur terme général, sous une forme absolument analogue à la pré-
cédente; mais pour le cas seulement où l'équation génératrice, qu'on
obtient en supprimant la quantité, peut être résolue complètement.

§ II. — Expression générale.

9. But quon se propose. — De la façon dont notre série est déter-
minée, il suit immédiatement que son terme général Vn est une fonction
rationnelle et entière des quantités connues u^ et des coefficients A^?
dans lequels l'indice v ne dépasse pas n. Donner le moyen de former
celte fonction, tel est le but particulier de ce Chapitre et l'objet principal
de tout ce travail.

Si l'on remarque qu'à chacun des termes Ui , Us, Ua, ..., U,,, qu'on
peut regarder comme aulant d'inconnues, correspond une équation du
premier degré fournie parla loi de la série, on voit que le problème

( ' ) Miscellanea analytica^
(2) întroductio in Ânalysirty t. I, Ch. XIÏL
( 3 ) Mémoire sur r expression du terme général, etc. (O.^wres}, t. V, p» 625.
(4 ) Sur l'intégration d'une équation y efcc, [QEwres)y t. I, p. ai»
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actuel revient à déterminer la dernière U^ des inconnues d'un système
de n équations du premier degré a n inconnues,

On peut donc écrire immédia tement cette expression de IL sous la
forme d'un quotient de deux déterminants. Mais ces déterminants sont,
en général, d'une structure si particulière, qu'il y a d'ordinaire grand
avantage à développer l'expression de Vyr

Ce que nous cherchons, c'est la façon d'écrire ce développement lui-
même directement.

10. Lemmes. — Pour obtenir l'expression générale de U,,, nous éta-
blirons d'abord les trois lemmes su ivants :

I. Chaque terme du développement de Vn est égal à l'une quelconque
Up des n quantités connues u^ u^, ^3, ..., u^ multipliée par un ou
plusieurs des coefficients A^, et, par conséquent, peut s'écrire

A(" i ) A ("a) A/^5 ,,
A^ A^ Â/f, •••^-

II. Si l'on regarde chaque coefficient A^ comme du degré. >c , et
chaque quantité connue Up comme du degré p , l'expression de U,, est
homogène et du degré n, de façon que, dans le produit précédent, les
indices inférieurs des coefficients satisfont toujours à l'égalité

/f, -+- h\ 4- h\ -t-... == n — p.

III. Enfin, si les coefficients A^\ A^\ A^, ..., qui entrent
comme facteurs dans le produit précédent, y sont rangés dans un ordre
tel que leurs indices supérieurs aillent constamment en croissant, les
indices supérieurs et les indices inférieurs sont reliés entre eux par la
relation générale

iit=- /rf4- n(-^

De ces trois lemmes, le premier peut être regardé comme évident.
Les deux autres, d'après la forme générale (4) de la loi de la série,
subsistent pour U^ dès qu'ils sont vrais pour tous les termes précédents :
étant vraîs l'un et l'autre pour Ui et Ua, ils sont donc tous les deux
d'une généralité absolue,
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-11. Expressionde U^ — II suit de là que, si l'on désigne par¥(7i, /?)
le coefficient de Up dans le développement de U^, on a identiquement

W ! ^\ ^ A ^*^ A ̂  A^

^^^^ Kl Kî "3 " * '

la caractéristique V s'étendant à tous les systèmes possibles de valeurs
des entiers n^ n^ 7/3, . . . , k^ k^ ^3, . . . , qui satisfont à ces condi-
tions :

/^ + /t., 4- /fg -i- .. . ==: n —- p,
ni == /r, 4- /?,
ni=kt -4-^-1,
o <fr<<;^.

Le coefficient ¥(n, p) doit être regardé comme égal à l'unité,
En résumé, on a identiquement

n' .u,==y ¥(^P)^.
£usÀp
I

Telle est notre expression du terme général. Ordonnée par rapport
aux n quantités connues u^ u^ ^3, ..., Un, elle peut s'écrire dès que
l'on connaît ces n quantités ainsi que la loi de la série.

CHAPITRE III.
CLASSIFICATION DES DIFFÉRENTES FORMES DE LA LOI DE LA SÉRIE.

12. Utilité d'une classification. — L'expression du terme général
que nous venons d'obtenir, à cause même de sa complète généralité,
veut, pour être bien comprise, être appliquée à de nombreux exemples.
Or, dans les applications, les différences qui se présentent, spit dans
le mode du calculi, soit dans la nature du résultat, proviennent surtout
des formes différentes que peut affecter la loi de la série. Pour faire
des applications dans tous les cas qui se peuvent présenter et n'en faire


