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M É M O I R E
SUR

L E S F O N C T I O N S E N T I È R E S ,
PAR M. É. PICARD.

1. Nous donnerons, avec M. Weierstrass, le nom de fonctions entières
d'une variable complexe z aux fonctions uniformes et continues dans
toute l 'étendue du plan ; ce seront, par suite, des fonctions représentées
par une série, toujours convergente, ordonnée suivant les puissances
croissantes de la variable. L'objet principal de ce travail est la démons-
tration de deux théorèmes généraux sur les fonctions entières. Dans
le premier Chapitre, je montre qu'il ne peut y avoir plus d'une valeur
finie que ne puisse prendre pour une valeur finie de la variable une
fonction entière. La voie suivie dans la démonstration de ce théorème
nous conduira sans peine à la solution du problème suivant : Trouver
une expression analytique générale d'une fonction de z n'ayant dans
toute l 'étendue du plan ou de la sphère que trois points singuliers» Je
termine le premier Chapitre par quelques applications du théorème
énoncé plus haut . Le second Chapitre est consacré à la démonstration
d'une proposition plus générale, dont le théorème précédent peut être
considéré comme un cas particulier, quoiqu'il y ait lieu de présenter
séparément les deux démonstrations. Je fais voir qu'il ne peut y avoir
plus d'une valeur finie a pour laquelle l'équation G{z) = ciy G[z) étant
une fonction entière, ait seulement un nombre limité de racines, à
moins que G(^ ) ne soit un polynôme. Je montre, en finissant, que les
considérations employées dans ce travail permettent de compléter
l'étude faite par M. Weierstrass sur la forme d'une fonction analytique
uniforme dans le voisinage d'un point singulier essentiel (1) .

( 1 ) Les recherches précédentes ont été communiquées à l'Académie des Sciences dans les
séances des a8 avril, 19 mai et 20 octobre 1879 (voir Comptes rendus y loc. cit.).
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CHAPITRE L

2. Commençons par rappeler quelques propriétés (Tune transcen-
dante importante dans la théorie des fonctions el l ipt iques, qui seront.
utiles pour notre démonstration. Soient 4K et liW les périodes de la
fonction ell iptique; K et K7 sont, comme on sait, représentés par des
intégrales définies pour des valeurs réelles, comprises entre zéro el
Funité de x == P, en désignant, suivant l'usage, par k le module de la
fonction elliptique. En se servant de l'équation différentielle linéaire a
laquelle satisfont K et K', on peut (FUCHS, Journal de Korchardt, t.71)
les définir pour des valeurs complexes quelconques de la variable x.

Vf y

Formons maintenant le rappor t -^5 que nous désignerons par c<). On
peut considérer cx> comme une fonction de oc. Cette fonction co de x
n'admet dans tout le plan que trois points critiques : ce sont les points
o, i et le point oo . Dans toute région du plan a contour simple ne con-
tenant aucun de ces trois points, la fonction est uniforme et continue.
De plus, pour toute valeur de ce différente de O , T et œ , ex) n'est ja-
mais nul, et le coefficient de i dans cette fonction, mise sous la forme
ordinaire des quantités imaginaires, est toujours positif. La transcen-
dante inverse ^, considérée comme fonction de c<), est uniforme, mais
elle est seulement définie pour une moitié du plan des û). C'estàM.Her-
mite que l'on doit l'étude de cette transcendante importante, qu'il a
désignée par y^co). Nous aurons besoin, dans la seconde Partie de
cette étude, de nous appuyer sur une propriété de cette transcendante.

3. Il peut arriver qu'une fonction entière G(-s) ne puisse, pour au-
cune valeur finie de z , prendre une certaine valeur finie a. L'expres-
sion ̂ -i-a, par exemple, ou/(^) est une fonction entière, ne devient
jamais égale à a. La circonstance qui se présente à l'égard de a peut-
elle se présenter pour une autre grandeur &? Peut-il, en d'autres termes,
arrfver que les équations G ( z ) = aet G{z} = b n'aient pas de racines?
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Nous allons montrer qu'une fonction G(^) qui ne deviendrait jamais
égale ni à a ni à b serait nécessairement une constante.

Remarquons tout d'abord que nous pouvons supposer a ̂  o et b = i.
Considérons, en effet, la fonction ̂ i^-, elle ne deviendra, d'après

o "~ a
nos hypothèses, jamais égale ni à zéro ni à l'unité. Nous allons rai-
sonner sur cette fonction, que nous désignerons encore par G(^) , afin
de ne pas multiplier les notations. Posons w=G{z); la fonction &)
de x, dont nous avons parlé plus haut , deviendra une fonction de z
que nous allons étudier. A une valeur quelconque Zo de ^correspond
une valeur^ de*r, et, quand z décrit un chemin quelconque C partant
dezo et revenant à ce point, x décrit une courbe fermée G' pouvant,
par des déformations continues, être ramenée au point x^ sans franchir
aucun des points o et i. Déformons en effet la courbe C sans cesser de
la faire passer par le point ZQ; nous pouvons ainsi la réduire à ce point .
Il est clair que, par ces déformations continues de C, nous réduirons la
courbe correspondante (Y au point ^o sans qu'elle traverse jamais aucun
des points o et i, puisque, par hypothèse, G (.s) ne prend jamais ces
valeurs.

Cela posé, à la valeur x^ de x correspondent une infinité de dé-
terminations de la fonction o. Considérons l'une d'elles, que nous dé-
signerons par ooo- Lorsque x partant de x^ revient à ce point, après
avoir décrit une courbe n'embrassant ni le point o ni le point i, la
fonction ^ reprend la valeur c^. Regardons maintenant œ comme une
fonction de z. Nous partons de SQ avec la valeur co == o>o. et, quand z
décrit un chemin quelconque et revient en &^ ^ reprend la valeur coo,
puisque, comme nous l'avons fait remarquer, à la courbe C correspond
dans le plan des se une courbe C' n'embrassant aucun des points o et i,
c'est-à-dire pouvant, par des déformations continues, se ramener au
pointa sans franchir a-ucun de ces points. Je dis maintenant que, z al-
lant de ZQ à un point quelconque z, du plan, co prend toujours en ce
point la même valeur, quel que soit le chemin suivi pour y arriver.
Considérons en effet deux chemins z^az^ z^bz^ allant du pointa au

pointa. Soit^ la valeur qu'acquiert G) quand on suit le chemin z^az^ ;
en continuant suivant z^bz^ on ramène la valeur initiale o>o; si
maintenant on rétrograde suivant z^bz^ la fonction repassera par la
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même valeur en chaque point et, par conséquent, elle acquerra en ^ , ,
la valeur u^ obtenue précédemment.

D'autre part, pour toute valeur de z, <y a une valeur finie, puisque
à chaque valeur de z correspond toujours une valeur de x différente do
zéro et de l 'unité. Par conséquent, nous pouvons regarder ^ comme une
fonction de z uniforme et continue dans toute retendue du p l a n , c'est-
à-dire une fonction entière. Mais nous avons dit que le coefficient de i
dans co mis sous la forme des imaginaires est positif. Nous avons donc
alors une fonction entière f[z} jouissant de la propriété précédente.
Je dis que/(^) ne peut être qu'une constante. Envisageons en effet
l'expression e1^. C'est une fonction entière dont le module est e^',
en posant/^) =X+Yï ; mais, Y étant toujours positif, on voit que
e"^ sera toujours moindre que l'unité. La fonction ^"/w, ayant pou r
toute valeur de-s un module moindre que i, est une constante; il en est,
par suite, de même defÇz). Notre fonction û)[G(^)] est donc une con-
stante ; mais œ est une véritable fonction de x, et, si elle reste constante,
c'est que x reste constant. On voit alors que G{z) ne peu t être qu ' une
constante.

4. Considérons maintenant une fonction multiforme/^) d 'une va-
riable complexe x, n 'ayant dans toute l'étendue du plan ou de la sphère
que trois points singuliers. Pour toute autre valeur de la variable,
cette fonction reste finie et continue et elle est uniforme dans f o u l e
région du plan à contour simple ne contenant aucun de ces trois
points. Telle serait, par exemple, une intégrale d'une équat ion diffé-
rentielle linéaire ayant trois points singuliers. Je me propose de mon-
trer comment on peut trouver un développement de la fonction valable
pour lous les points du plan, quel que soit d'ailleurs le chemin suivi
par la variable.

Nous pouvons supposer, sans restreindre en rien la généralité du pro-
blème, que les trois points singuliers de la fonction sont les points
^==o,*y= i et le point oo . J'avais pensé tout d'abord à rechercher une
fonction entière G{z), qui ne pût pour aucune valeur finie devenir
égale à zéro et à l 'unité. En posant x==Q{z), notre fonction/^) ou
plutôt chacune de ses déterminations serait devenue une fonction
uniforme de z. Mais la fonction G{z) ne peut exister, comme nous ve-
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nons de le voir, et c'est même par la substitution x=G{z) dans une
fonction de x ayant pour points singuliers o, r et co que nous avons
démontré cette impossibilité*

K'/Revenons à la fonction œ = -,.-• Nous avons dit que le coefficient
de ïdans cette expression mise sous la forme ordinaire des imaginaires
est toujours positif; quand x tend vers o, i ou co , oo tend vers une
valeur réelle et rationnelle, ou augmente indéfiniment de manière que
le coefficient de ï'soit positif et lui-même infiniment grand. Pour toute
valeur de x^ distincte des points critiques, le coefficient de i dans w
n'est jamais nul. Supposons en effet que, pour x == x^, G) ait fine valeur
réelle 0)0 ; on aura, puisque la fonction est uniforme et continue pour
toute valeur de x différente de o, ï et co ,

^ &j==^o4- [x — x^ [A -h B (^—^o )-+-. . . ] ,
4

m étant un entier positif qui n'est pas nul. Or le coefficient de ï d a n s le
second terme du second membre peut évidemment avoir un signe
quelconque dans le voisinage de ^o; le coefficient de i dans co n ' aura i t
pas alors un signe invariable, ce qui est inexact.

— Kr

Posons main tenan t y == e ^^^.e^1. On peut considérer q comme
une fonction de x, qui a les mêmes points critiques que Q). Pour toute
valeur de ^distincte de ces points critiques, le module de q est moindre
que l'unité, et quand x arrive, après avoir suivi un chemin quelconque,
à l'un des points o, 1,00 , q tend soit vers zéro, soit vers u n point d 'une
circonférence G décrite du point o comme cent re avec un rayon égal à
l 'unité. M. Fuchs a montré [Journal de JSorchardt, t. 83) que la
fonction inverse x ==== y (y), définie par la relation q == ̂ S est une fonc-
tion holomorphe de q à l ' intérieur du cercle C. Pour q = o, x est nul ,
et, pour toute autre valeur de q à l'intérieur de G, x est différent
de o ou i. J 'ajoute une remarque importante pour l'objet que nous
avons en vue : si q part d'une valeur q^ et revient a ce point, après
avoir décrit une courbe Q (située, bien entendu, à l'intérieur du
cercle C) ne comprenant pas l'origine à son intérieur, x part du point
correspondant x^ et revient à ce point après avoir décrit un chemin
n'embrassant aucun des points o et i. Déformons en effet la courbe Q
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d 'une manière continue, de manière à la ramener au point /7o* Oi1 p^ut
effectuer cette déformation de manière que Q ne traverse pas l'origine.
La courbe correspondante dans le plan des oc se trouvera ramenée au
pointa sans avoir traversé aucun des points o et i, puisque, comme
nous l'avons vu, x ne prend aucune de ces valeurs pour un point s i tué
à l ' intérieur de G, à l'exception de (7=0.

Cela posé» faisons dans notre fonctionna?) le changement de va-
riable < r = = = y ( y ) . Cette fonction deviendra une fonction F(<y) , n'ayant
dans le cercle C d'autre point singulier que l'origine. Il résulte en
effet immédia tement de la dernière remarque que F(y) est uniforme
et continu dans toute région du plan à contour simple ne compre-
nant pas l'origine.

5. La question revient donc maintenant à trouver une expression
analytique générale d'une fonction d'une variables, n'ayant à l'inté-
r ieur d'un cercle donné d'autre point singulier que le centre de ce
cercle. Nous supposerons que ce centre est l'origine des coordonnées
et que de .plus le rayon du cercle est plus petit que l 'unité, cette der-
mère circonstance pouvant toujours se réaliser par un changement de
variable z^ == kz^ où k est un nombre positif suffisamment peti t . Cela
posé, je fais la transformation

log-s

Cherchons quelle est la portion du plan des z/ correspondant au cercle
C décrit, dans le plan des z de l'origine comme centre avec un rayon
égal à r. En désignant par Q l ' a rgument d'un point de ce cercle et par
//• le logarithme arithmétique de r, nous avons, en posant z == ,^+ iy\

x' -+• ir' == •;——7- ;/ /r <+• 0 /

donc ir , ^ex = (j^^^ r'--"~ (/r^+0^ / "w (Irp+O^

et l'on a, par suite, en éliminant <$,

(C') , . (^24.yâ)fr_^^o,
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équation d'un cercle passant à l'origine et dont le centre est le point
,ç'=== —.De plus, si r est, comme nous le supposons, inoindre que
l'unité, aux points à l'intérieur du cercle G correspondront les points à
l'intérieur du cercle C'. La fonction f(z) deviendra une fonction F (^ /).
A toute courbe fermée située à l'intérieur du cercle C correspondra
une courbe fermée située dans C, qui ne comprendra pas l'origine a
son intérieur. Par suite, la fonction F(^) sera uniforme et continue
à l'intérieur de C', et l'on pourra la développer en une série procédant
suivant les puissances croissantes de z ' — —j" Nous aurons, par suite,
pour/(^),

Y^ / i i \ n, ^^SMîogi-^) '
^==0

où les A,; sont des constantes. Ce développement est valable pour tous
les points du cercle C. Aux déterminations multiples de logz corres-
pondront les déterminations multiples de la fonction quand la va-
riable z, partant d'un point, décrit à l'intérieur de C un chemin embras-
sant une ou plusieurs fois l'origine.

6. Revenons à la fonction F(ç) dont il a été question plus haut.
Posons seulement q=\q\ où X désigne un nombre réel positif plus
grand que l 'unité; nous aurons de cette manière une fonction F (X y')
de y', n'ayant à l'intérieur d'un cercle ayant l'origine pour centre et
un rayon ^ plus petit que l'unité d'autre point singulier que l'origine.
Nous pouvons appliquer à celte fonction le développement indiqué
(n° 5). On aura ainsi

OU

F(^)==]^ / i i y
^[ïogq'^Ta)

/?== 0

F ( q ) = ̂  An ̂ ^z~iï + ro

les An étant des constantes. Remplaçons enfin q par e^\ cette formule
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deviendra

^-Î^Gï^^)"-
n==0

Tel est le développement de la fonction fÇ z) valable pour tous les
points du plan, quel que soit le chemin suivi par la variable. Les dé-
terminations multiples de co nous donnent les déterminations multiples
de la fonction.

7. J'envisage maintenant une fonction de z n'ayant dans toute
l 'étendue du plan d'autres points singuliers que des pôles. Elle pourra
se mettre sous la forme

ff^îMfi
•^^-G^)9

G,(Z) e tGa^) étant des fonctions entières; ce théorème important est
dû à M. Weierstrass.

Je dis (mil ne peut y avoir plus de deux valeurs finies a et b gué ne
puisse prendre une telle/onction pour une valeur finie de la variable.
Cherchons d'abord l'expression générale d 'une foncliolV^s^deIafornw
précédente, qui ne pourrait jamais devenir égale à a et &. Dans ce cas,
l'expression G ^ { z ) — a Q ^ [ z ) ne pourra s'annuler pour aucune valeur
de-s. On aura, par suite,

G i ( ^ ) - a G 2 ( ^ ) = = ^ ) ,

P(s) étant une fonction entière, et de même

G^z)-bG,(z)==e^,

Q(js) étant également une fonction entière.
De ces deux relations on conclut immédiatement les valeurs de G,

et Ga, et par suite
— ̂ ^—^^

J ( Z ) —— ^Qw__ ^{z) ; *

Nous allons voir maintenant que cette fonction peut prendre une
valeur, finie quelconque c, différente de a et b.

On aura, en effet, l'équation

ae^—be^^ ̂ ^[e^—^^} .


