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QUELQUES RECHERCHES
S l'îl LA

THÉORIE DES Q U A D R A T U R E S
DITES M É C A N I Q U E S ,

P A R M. T.-J. STIELTJES.

I N T R O D U C T I O N .

Les formules d ' approx imat ion q u i servent à calculer la va leur numé-
r ique d ' u n e intégrale d é f i n i e ont é té l 'ob je t d ' u n e é t u d e d 'ensemble ,
de la part de M. Radau, dans le Tome VI (3e série) du Journal de Mathé-
matiques pures et appliquées.

L'auteur y a r é u n i à peu près tout ce qui est connu sur ce sujet et,
en d o n n a n t les cons tantes don t on peut avoir besoin dans l 'applica-
t i o n , il a encore augmenté l ' u t i l i t é de son travail .

Les recherches su ivantes on t été dirigées par une autre idée. En me
p l a ç a n t au po in t de vue le p lus général, mon but a été d 'é tud ier la
ques t ion de savoir si ces formules pe rmet ten t d 'a t te indre une approxi -
mat ion indéf in ie .

Jusqu 'à présent , i l semble que cette étude n 'ai t pas encore été
abordée. On a tou jours supposé que la fonction dont i l s'agit est
déve loppable en série suivant les puissances croissantes de la variable.
Or, comme on le verra, ces quadratures où, à l 'exemple de Gauss, les
abscisses sont dé terminées de manière à atteindre le p lus h a u t degré
de préc is ion , présentent des circonstances particulières, q u i ont pour
conséquence qu'elles sont applicables dans des cas bien plus étendus.
Par exemple , la quadrature de Gauss elle-même donne une approxi-
m a t i o n i n d é f i n i e pour tou te fonct ion intégrable. Dans l 'exposition de
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4 10 T.-J. STIELTJES.

l a théor ie générale de celte q u a d r a t u r e mécanique, j 'ai e m p r u n t é bien
des clioses an Traité des fonctions sphériques ( d e u x i è m e é d i t i o n ) de
M. Heine, et les n05 1, 2, 4 ne c o n t i e n n e n t rien d'essentiel qu 'on ne
t r o u v e dans ce Traité.

1. Détermination d'un polynôme qui satisfait à certaines concilions.
— Soit/(.r) une fonc t ion donnée, qui ne dev ien t pas négative, q u a n d
x prend les valeurs a, b et toutes les valeurs intermédiaires , et i n t é -

r 1 'grable dans cet in te rva l le , en sorte que j f[x}dx ait un sens d é f e r -
^a

m i n é . Il n'est pas nécessaire que/(^) reste tou jou r s f i n i e ; mais nous
supposons finies les l imi tes a et ô, bien que que lques-uns des r é s u l t a t s
auxque l s nous a r r ive rons restent applicables dans le sens contra i re .

Enf in , p o u r éviter certaines discussions q u i n 'auraient guère d ' u t i -
l i t é , nous ferons encore la restrict ion s u i v a n t e : nous supposerons
q u ' i l e x i s t e un i n t e r v a l l e ( A , B ) a p p a r t e n a n t à l ' i n t e r v a l l e p l u s é t e n d u
(a, b) tel que, lo r sque^ est s i tué dans (A, B),/(^) reste c o n s t a m m e n t
supé r i eu re à une q u a n t i t é posit ive s, d ' a i l l e u r s tout à f a i t a rbi t ra i re ,
comme l ' in terval le (A, B).

r b
Grâce à cette dernière restr ic t ion, la va leur de f f^x^dx sera donc

t• /Cl

posit ive et. d i f férente de zéro, et nous avons écarté aussi le cas sans
in té rê t où/userait constamment égale à zéro dans l ' i n t e rva l l e (a, &).

Cela posé, nous commençons par dé terminer un polynôme P(.r)
d ' u n degré donné n,

P(J?) == ,Tn~^ ^i.r"-1--)- a^x'1 -2-+•. . .-(- a^ i,r -(- a,/,

par les c o n d i t i o n s
. i>

( i ) / /(^)P(.r).^'^r:==:o ( À - = : o , i , a, . . . , / z — i ) .
^n

Ces condi t ions d o n n e n t l i eu aux é q u a t i o n s l i n é a i r e s su ivantes , qu i
servent à d é t e r m i n e r les inconnues a^ a^, . . . , a,; :

, .. b , , //
1 \ f{J•)œn-vkdx + c/t ^ /(.r).:^-^-1 dx

' w et ^a

,,: b ,. h

à., 1 f( x ) x^'^ cix + . . . -h On t /( x ) x^ dx =-. o.
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Le problème est donc déterminé en généra l , et les i n c o n n u e s a,,
r b

a.^ . , . , a^ d épenden t r a t ionne l l emen t des 2/1 constantes l f{x} r^Zr,
t-1 ' a

où k=o, i, 2, . . . , 2 / i — i . Mais il importe de faire voir qu'en résol-
vant ces équations linéaires, aucune impossibil i té ni i ndé t e rmina t ion
ne sauraient se présenter.

Remarquons pour cela que le d é t e r m i n a n t A du système ( 2 ) est
composé d'une série de termes, d o n t chacun est un produi t de n inté-

r 1 'grales de la forme | f^x^xhdx, En écrivant un tel p r o d u i t sous la
^a

forme d ' u n e intégrale mult iple d 'ordre n, on arr ive à l 'expression sui-
v a n t e de A

A^ r f . . . f /(^)/(^).../(^)
^ fL ^ n ^ n

I

x 2

x\

•^ '

A'1

x\

œ-i

^

x\

x\

x\

.y. //'(-!
J- ft

x

x
x

x

n~ï

n.

't+l
3

2 n - •2
fi

dx i dx\. . . dx^

ou bien

. ̂  „ !>

\ = f f . . . f /(^i)/(^). • • /(•^)^2^j^î- • .^/T^n^i ̂ 2.. • ̂ ^,
t-/^ u a ^ a

où l'on a
i ^i .TÏ ... ^i 1

, /y. ^.2 y^-1
1 ULtt) I.A/ ^ . . • «A.' g

,. /y. /y»2 /y.^- l
I ^3 iZ/g . . . 1^-3

1 Xn. Xn ^n, - ' ' Xn

La no t a t i on des variables étant indifférente, on peu t , dans cet te
expression, pe rmute r de toutes les manières les indices i, 2, . . . , n.
Par une permuta t ion quelconque n ne change pas : on change seule-
m e n t de signe, et, en a jou t an t toutes les équations qu'on ob t ien t , on
aura

y -J-. /y, /y. 2 /y^-1 ————— n .2j _!_ JCs^ X ̂  • . "X ,^ —— " ,
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donc

(3) i .2.3. . . / iA= f f ... f/(^,)/(^).../(^J(^)â^^^...^r,.
J^ J,t J a

D'après les cond i t ions que nous avons imposées \j{x\ il est évident
que A a u n e va leur posit ive, d i f fé rente de zéro.

Le po lynôme cherché f{x) existe donc pour toute va leur de ri, et
nous désignerons ces polynômes, pour 7 1 = = = ? , 2, 3, . . . , par P , ( < r ) ,
p ( ^\ p ( ̂ \r^\jc- ) , i ^ [ X ) , . . . .

2. Propriétés des polynômes P(^). — La propr ié té p r i n c i p a l e d u
po lynôme Vn[oc} consiste en ce que l 'on a

r'( 4 ) j /(^)I\(^) (a.^"-1-!- p^^"2-}-. . .+X. r+ (Ji)^y=:o,
'' a

ce q u i est une conséquence immédia t e des équations ( î ) qui o n t servi a
le d é t e r m i n e r .

Les indices m et n é t an t différents, on a donc aussi

r h

( 5 ) / /(.r)P,,(^)l\(^)^==o.
^a

A l 'aide d 'un ra isonnement dû à Legendre, nous pouvons m a i n t e n a n t
é t a b l i r la proposi t ion b u i v a n l e :

Les racines clé l'équation P^(^') == o sont RÉELLES, INÉGALES et COMPBISES
ENTRE a et b en excluant les /uni/es.

En effet, désignons par oc^ x^ ..., x^ les racines réelles comprises
ent re a et 6- Le nombre de ces racines est au moins égal à î , parce que ,
à cause de l ' équa t ion

r'f f(.x)P,,(,x)d^==.o,
^ a

Ï\{x) do i t changer de signe dans l ' intervalle (a, 6).
En posant

P , , ( ^ ) : = ( ^ — ^ ) ( ^ — ^ ) . . . ( ^ — ^ ^ ) Q(.^),

Q(jr) ne changera point de signe dans l ' i n t e r v a l l e (a, &).
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Or, si Q(.r) n'était pas s implement égal à l ' un i té ,

(x— x\)(x—x.^. . . ( . j?—^)

serait au plus du degré n — i , et l'on aurait , d'après ( 4 ) »
.ô
| /(^) P/.(^) ("£• — ^i) (^ — ^2) • • .(^ — ̂ ) ̂  = o,

"-'rt

ce q u i est évidemment impossible, parce que l ' intégrale a une va leur
posi t ive.

Toutes les racines de P^(.r)==o sont donc comprises dans r inter-
va l le (a, 6), ma i s il ne saurait y avoir deux racines égales entre elles.
En eHet , supposons

P,(^)==(^-^R(^),

R(.r) étant un polynôme du degré n — a; on devra avoir

/^
| /(jp)P,(^)R(.r)^r=o,

Ju

ce (pi est impossible.

3. Relations entre les polynômes P(.r). — Le po lynôme Q(<r) du
degré n, le plus général qui satisfasse a u x conditions (i),

..b
| /^Q^^^c^o ( /c=:o , r , 2 , . . . , / i — i ) .

^rt

ne se distingue de P^(^) que par un fadeur constant.
En effel^tout polynôme Qf.r) du degré n peut se mettre sous la

tonne
0(.:r) -= ao I\(^) +. . . -^ ai^^-kW +• • •+ ̂ -iPi(^) + ̂ •

Or, en multipliant par P/^(^)/(^)^ et intégrant entre les
limites a, b, on trouve, à l'aide de (5),

r 1 '
ô=^,| /(^)[I\-/c(^)]2^ (/C= 1 , 3 , 3 , . . . , ^ ) ,

^rt

c'est-à-dire a^== o.
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Considérons m a i n t e n a n t l 'expression

R(^)=:P^ /^)-.^P^,( .z•)+AP,-l( .r) ,

A étant une constante q u e l c o n q u e . Ce polynôme satisfait év idemment
aux conditions

^ •
^ /(^) R (.r) ̂ /l' dx^-o ( A- =: o, i , 2, . . ., n — 3 ).

*-•' r;

Mais on peu t choisir A de manière que R(^) soit du degré n — 2;
pour ce la , i l suffit que ^ — A soit le quo t ien t qu 'on obt ient en d i v i s a n t
P,/(^) parP/ /^^) .

D'après la remarque que nous venons de faire, R(^), p o u r cette
va leur par t icu l iè re de A, ne différera que par un facteur c o n s t a n t de
P^.._2(.r), en sorte que nous avons une relat ion de cette forme

(6) • P,,(^) = 0 — ̂ -i) r\-i (.r) — V-1 P/,,-2(.r)

avec
I- 1 ( ': '̂ ) —— •: '̂ —— ^0 5

P3(.r)=(^-a,)P,(,r)-A,.

On peut arriver f ac i l ement à des expressions élégantes des con-
stantes a/,, ^- L 'équat ion

P^(^) = (x ~^)P^(,r) -- ^P^-,(.r)

donne, en effet, en m u l t i p l i a n t par P/,[x)f[x)dx et i n t é g r a n t de «r = a
jusqu'à .̂  == &,

f ^P^^)P^^)/(.r)^:
/ . ( / / /
(7 ) ='*=-p——————————————•

/ P/,(.z-)P/.(.ï)/(,r)^
'^rt

En n i u l t i p l i a n t la mêtne équation par PA_| {oc} f[ac} dx fit in légrani ,
il vient

r 1 '/ P,,(^)P/,(a-)y(^)rf.r

(8) _ ^ft= —j,—————————————,
\ P/,-,(,r)P/,.,(,z')/(^)^

Jn
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en r e m a r q u a n t que a?P^,i(^) == PA.(^) -+- un p o l y n ô m e de degré k — î .
On voi t , que o^- reste compris e n t r e a et &, t and is que ̂  est tou jours

posit if .
Les relations (6), (7) et (8) permet tent de calculer de proche en

proche tous les polynômes P. {x}, f^x), . . . . On a d'abord

r' r'^= x f { x ) d j c : l fWdx,
J a ^ a

ce q u i fait connaître P,(.r). Les formules ( 7 ) et (8) donnen t alors a, ,
).,, ce qu i fai t c o n n a î t r e Pû(^) , . . . .

Mais les r e l a t i ons (6) c o n d u i s e n t encore à une a u t r e conséquence.
qui complè te la p ropos i t ion démontrée sur les racines de l 'équa-
t ion P,,(.r) == o.

Subs t i t uons la va l eu r x == a^, racine de P ^ { x ) ==.,o dans

P,(.:r)=(^-a,)P,(^)-X,i,
il v ient

I\(ao)=-^,

( ) i i a n l i t é néga t ive , par conséquent . L 'équat ion P ^ ( ^ ) = = o a donc ses
racines p, 7, l 'une supérieure , l ' au t r e inférieure à Oo.

On t rouve ra de même
I \ (p)=:-^P,(p) ,
P^)=-^P^),

mais Pi (|S) est p o s i t i f » Pi (7) négatif; donc l ' équa t ion P^Çx)=o a une
racine supérieure à p, une aut re comprise entre p et 7, enfin la troi-
sième in fé r ieure à y.

En cont inuant a ins i , on voit q u e généralement les racines de
P^( . r )==o séparen t les racines de P^[a!)=o.

4. Application des résultais précédents à la quadrature mécanique. —
Soit ^{{sc) un polynôme entier en oc, du degré .271 — i au plus. La divi-
sion de y(^) par P^(^) donnera

ç (^ )=Q(^)P^)+R(^) ;

l e q u o t i e n t Q(^), ainsi que le reste R(^) étant tous les deux du degré
n — i au p l u s .
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En fa i san t a t t e n t i o n à ( 4 ) < on en t i re
^ ./.

1 f(^)g(.r)cLr= /(^)R(^)^.
Ja ^ a

Désignons par x^ ^, . . . , x^ les racines de l ' é q u a t i o n I\(.r) == o,
rangées par ordre de g randeur croissante; R(.r) é t a n t du degré n — i ,
on a i den t iquemen t

"'"= (Ï^F^ "<•"'+ - + (î-1^^"'̂
en posant donc
(()) A^^/(-)^-^l(^.)^
il vient

r*
/ /(.3;)^(^)<-te==Ai R(,r,) -+-.. .+ A,, 1{(.^,),

J^

inais R ( ^ i ) == (^(^J» • • • ; donc

r'( 1 0 ) 1 /(^)ff(^) ̂ =A,ff(^) 4- A,(?(^) -+-...+ A,^(.rJ,
^ a

ou les constantes A i , Aa. . . . , A^ ne d é p e n d e n t en aucune f a ç o n de la
fonct ion <j (^) .

5. Propriétés des constantes A/,. — La première de ces propr ié tés
consiste en ce que tous les A/y sont posi t i fs . Cela ne résu l te pas i m m é -
d i a t e m e n t de la formule (9) qu i a servi à l e u r d é f i n i t i o n , q u o i q u ' o n
pour ra i t le déduire de cette formule .

Mais i l est plus faci le de remarquer que la fo rmule (10) s u b s i s î e
pour u n polynôme (,f{x) du degré in — i au p lus , tout à fa i t a r b i t r a i r e ;

d 'ai l leurs , il est permis de prendre (?(«r) == l•:;-!i•'^l-)l• •> ce q u i donne
L.'^ — x^ \

r h r P ( T \ ~\î
( 1 1 ) / f{x) \——^ ^=A,[P^.)p,

J a \- — ^'J

d'ou résulte Imméd ia t emen t la p ropr i é t é énoncée.
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Cette propriété est donc une conséquence nécessaire de (10), même
d a n s le cas où l 'équat ion (10) ne subsisterait qu'en prenant pour y(â")
un po lynôme du degré in— 2.

Nous arr ivons main tenant à une autre propriété plus cachée des A ^ ,
que nous énonçons d'abord en écrivant les deux inégalités

^.n.
(r<) A ï 4- A^-t- À3-{-. . .-r- AA,> ^ f(x) dx (Â-=I, 2, 3, . . ., n-— i , / z ) ,

<y^

^
.1^+1

( i 3 ) A i -+-A24-Aâ4~. . .+A/,< f{x)dx (/c = i, 2, 3, . . . , / < -—i ) .
l- a

La démonstration de ces inégalités dépend de nouveau de la for-
m u l e ( ï o ) , où nous prendrons pour Ç(^) un polynôme T{x) du degré
^n — % défini par les conditions

T(^) =j, T^) =o,
T(^) =1, T^.:^) =0,

T(^/,_i)=:i, r(^/,^i)===o,
T(^/,) =1,
T (̂ .+1 ) =: o, T' (x/^i ) = o,
T(^/,^)=o, T^^/^î^o,

T(^) =0, r(^) =o.

Le nombre de ces conditions étant 2 7 1 — 1 , et les quantités x^
x.^ . . ., oc,^ étant inégales, T(^) est parfaitemeat défini , et ron ;mra,
d'après (10) ,

r 1 '
(i4.) j /(^)T(^)^=Ai4-Â24"A3+.. .+-AA-.

v a

Considérons maintenant l 'équation

T(^)--=o.

Nous voyons d'abord qu'elle admet les racines

•Z'^, ^2, X 3, . . ., ^/i;._.i,

.r /..-}-. i, ^'/i+-2? • • « , «ZI^
au nombre de n — i .

^zn. c/c ri?61. Normale. 3e Série. Tome I. — DÉCEMBRE 1884. S^
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Ensuite, le théorème de Rolle nous apprend l 'existence des k — i ra-
cines

i: î: ? ?,
"> 1 î '=25 ^ . î ? • • • ? ~»/t;—lî

qui séparent les quant i tés x^ <z\», ^3, . . . , x^
Enf in , le même théorème nous apprend l 'existence des

cinés
n — k — i ra-

r^/l-^-2? Tl/l•-t-3? • • • ? '^n

qui séparent les quantités ^-M? •^•-+•2» • • ° ' ^//-
Le nombre total des racines énumérées s'élève à in — 3, et, comme

l 'équation est du degré in — 3, elle n'en a pas d 'autres. Nous voyons
donc que toutes les racines de T(.r) == o sont réelles et inégales. I I s'en-
sui t que T(.r) change de signe cliaque fois que x passe une des racines.
Les racines S/^ eta;^ sont deux racines consécutives, tandis que x / ,
est compris entre Ç/,_i et .r/^-i. Mais T { x / , ) - ~ = = î ^ ï^r/,-^) = o; donc
T{x} est cons tamment négat i f dans l ' i n t e r v a l l e (£/, ,1, ^/i+.i).

Connaissant main tenant le signe de T(^), dans un des intervalles
compris entre deux racines consécutives, on en d é d u i t aussi tôt le signe
de T(^) pour u n e va leu r quelconque de x\ on trouve ainsi :

Intcrvallo. Signo do P(.r).

(a, j r i ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . —
(.r^,).......... . . . . . . . . . . . . . -i-
(^1 » •r2 ) • • • . • • • . • - • • • . . . . . . . . . .

(^2, ̂ ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . --1-

(.Z'^._.l, ^^_.i ) .

( ^Â '—l? ''^/C-f-l ) •

(.yA.-4-l,,'^/c-t-2) •

(-^.4-2, ^'/^s) .

(.:r/,.-.i,7i/,).. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . -!--
('^l/» .r,,).. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . -—
(^/,,/J) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . -i-

D'après cela, on peu t se représenter faci lement la série des valeurs
que prend le po lynôme T(<r), et qui est i n d i q u é e dans la figure ci-
jo in te .
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On voi t :
1° Que ï(.r) ne devient pas négatif dans l ' in terval le (a, & ) ;
2° Que TÇx) ne dev ien t pas inférieur à l 'uni té dans l ' i n t e r v a l l e

fa,^).

<1 J ' ï .2;.; J-3 •r;t-.i j-,( {)j r k - s .î'tc~\ .r;,. :r;,--+.i ^•^•4-2 j-^+.i

Dès lors nous pouvons conclure de l 'équation ( i 4 )

A, -4- A,-h .. . 4- A^ [ /(^)T(^) rU'.
^ a

Le signe == ne saurai t convenir que lorsque l'intervalle ( A , B ) dont
nous supposons l 'existence (n0 1) tombe entièrement dans l ' interval le
( a , x / , ) . En remplaçant enfin T(<r) par sa valeur min ima dans l ' inter-
va l l e (a,^/,), qui est égale à l 'un i té , nous avons, dans tous les cas,

A ^ 4 - A , 4 ~ . . . 4 . A ^ > ^ /(^)^,r.

Ce ra i sonnement s 'appl ique aux valeurs i , 2, 3, . . . , n — i de A;
d'après une remarque que l 'on trouvera plus loin (n° 7), cette inégalité
reste encore vra ie p o u r k = n.

Q u a n t à l ' inéga l i té ( ï 3 ) , on pourrait la déduire d'une manière ana-
logue; mais il est un peu p lus court de remarquer qu'on démontrera
précisément de la même manière que ( i ^ ) cette autre inégalité

r 1 'A/.-n --1- A/.+2 4-. . . 4-- A// > ^ j\x) dx (À- -==. i, M, 3, .. ., a — i),
.̂n.+t

en considérant l 'autre l imite ( & ) de l'intégrale. Or

r 1 '
A^,.4-A,4-. . .4-A,,= / /(<y)^;

<-//•»
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donc, par sous t rac t ion ,
/-.n-.

Ai + A :, 4-. „ . 4-A/, < j j '(,./•) ^.r,
l-1' ^

Nous savons déjà que A^- esl positif; cela se conf i rme de nouveau par
les inégalités (12), ( i 3 ) en remplaçant dans la dernière A- par k— i .

Avant d 'al ler plus loin dans les considérations générales, nous a l l ons
main tenan t considérer un cas spécial, ce lu i de la q u a d r a t u r e de Gauss,
ou deyCa?) == r .

6. Sur la quadrature de Gauss. — Supposons donc/(^') -== i , et p o u r
s impl i t i e r (sans nui re rée l lement à la générali té) , a == — i , b =rr -+- i ,

Alors, comme l 'on sait, le polynôme P,,(^) ne se d i s t ingue que pa r
un fac teur constant du po lynôme X^ de Leg-endre. Les inégal i tés ( 1 2 )
et ( i 3) dev iennent
^ \ - î -+-Ai+A,+.. .4-A/.>.r^

( „- i 4., Ai 4- A , -t- . . . +- A/. < .r^..^,.

Supposons ma in t enan t qu'on a p p l i q u e la quadra tu re à une fonc-
t ion ^-{oc} que l conque ; on aura pour va leur approchée de

/,-M

• ^ ^(.r)r/,r

l 'expression

( ';) ) A i^ ( ̂ j -h A.2 ̂  ( ̂  ) -r-. .. -h A. /^ ( .̂  ),

Mais, d 'après les inégali tés ( r 4 ) , ^ ^ . 'z'^ «^'3, . • . tombent dans les
i n t e r v a l l e s

( _ i , „ i, + A i ), ( - I 4" A ,, - î -r- A, 4- A , ),

(— ^ 4. Ai 4" As , — ï 4- Ai -h A^4- A a ) , . . . .

Cette expression ( i 5 ) rentre donc dans celle-ci, qui sert de défini-"
/-4-1

t ion de l ' in tégrale ^ ^ { x } d x ,

iim. [^ ^(^ i) + 5^(^) - .. . 4--o^(^j:|,

et comme les différences ,x',4-i, x^—x^ x ^ — x ^ , ... deviennent
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i n f i n i m e n t petites avec -^ nous arrivons à^cette conc lus ion , que l'ex-
pression ( ï 5 ) d o n n e r a avec une approximation indéfinie la valeur de
f ^ [ x ) d x , en augmen tan t n, toutes les fois que î(^) est intégrable^.-i

dans l ' i n t e r v a l l e (— î , 4- î ) , et reste comprise entre deux limites finies.

7. Sur la distribution des racines de l'équation P^(^) = o. — Dans
le cas spécial que nous venons de considérer, les connaissances acquises
sur les polynômes de Legendre nous ont permis de conclure que les
racines x^ x^, . . . , x^ sont dis t r ibuées de manière que les quan-
tités + î -^r-x^ x^— x^ .. . , x^ — x^-^ î — ocn deviennent inf iniment
petites avec -• 11 nous reste à chercher la proposition analogue pour le
cas général . Voici une première observation à cet égard :

Supposons d'abord qu^ i l existe un nombre a, plus grand que a,
mais plus pet i t que 6, tel que

donc aussi

f f(,r)d.^o,

f '.^•/(.r)^r=o.

11 est év iden t alors que le polynôme P/^), que nous déterminons,
sera iden t ique a celui qu'on au ra i t obtenu en considérant directement
les l i m i t e s a^ et b au l ieu de a et 6. Les racines de P^(^) = o seront
donc comprises dans l ' in te rva l le (a^ b) (excluant les limites), et il n'y
aura a u c u n e rac ine dans l ' intervalle (a, a,) . Une remarque analogue
s 'appl ique à l 'autre l imi te 6, et nous pouvons donc dire que, lorsqu'un
in te rva l l e (a, f3), tel que

r^j f{x)clx--o,
^K

s'étend jusqu 'à une des l imites a ou b, cet intervalle ne comprendra
aucune racine de P^(^) == o.

Mais nous ajoutons maintenant que, lorsque cet intervalle (a, p) ne
s'étend pas jusqu'à une des limites a ou &, cet intervalle (incluant les
limites a, p) ne comprend jamais plus d'une racine.
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C'est, en effet, une conséquence i m m é d i a t e des inégal i tés ( 1 2 ) e t ( i 3 ) ,
qu i donnen t

j f{x) dx > o (À* = i, i^ 3, . . . , , / _ i ) .
^n

Des exemples font voir, du reste, que les deux cas, où u n tel in te r -
va l le (a, f3) comprend une ou aucune racine, se présentent tous les
deux.

Supposons, par exemple, que la f o n c t i o n f{oc} a i t la p ropr ié té
exprimée par l ' équa t ion

/(a+^)==/(^---^);

alors on verra fac i lement que, à chaque racine x^ de P^(^') == o, corres-
pond une rac ine a 4- b — x^ Supposons de plus que f[oc] soi t con-

, ^ , i i,. „ i i ( a-\-h , a -\- h A .s tamment égale a zéro dans 1 i n t e rva l l e [ ~—— — / / , —— 4 - A i ; a lors ,
n é tan t pa i r , il n'y aura aucune racine de P//^) dans cet in te rva l l e (parce
( [ U ' i l ne peut y en avoir deux) ; mais si n est impa i r , la racine ———
tombe dans cet i n t e rva l l e , et c^est la seule.

Nous al lons m a i n t e n a n t démontrer la proposi t ion suivante :

Soit (a,^) un intervalle quelconque, faisant partie de f intervalle plus
étendu (a, b) et tel que

f f(.r)dr
J y.

ait une valeur positive différente de zéro; alors, pour toutes les valeurs de
n au-dessus d'une certaine limite, au moins une racine de P,/(^) =- o
tombe dans cet intervalle (a, /3).

Prenons u n I n l e r v a l l e (a 7 , /5 / ) , y, <^ ^ <^ [^ <"_ ^, l e l qiu1

^'
( ' f(,r)di-:.M,

t } y :

M ayant une \o.iwr positive, ce qui est possible, d'après la suppos i t ion
que nous avons fai te .
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Construisons ma in tenan t un polynôme T(^) d ' un degré fini k, tel
q ii e

Val. abs. T(-r) < s, a ^ x ^ ^ , ^^x^b,
T(^[, a^,r^,

et supposons de plus que T(<r) soit positif dans l 'intervalle (a, a') et
dans l ' i n t e rva l l e (^,/3). Admet tons pour un m o m e n t X existence d'un
tel po lynôme T{x) d'un degré f in i À, s étant une quant i té arbitraire.
Alors, lorsque n est supérieur à ^, il y aura au moins une racine de
P^) dans l ' i n t e rva l l e (a , ?).

En ef fe t , supposons que cela n 'eût pas l ieu. Parce que n > ̂ , on a
exactement

/.//
^ /(.r)T (.z-) dx ==: A.iT (.£•, ) +. . . 4- A/,T (^,,).

t /(

(i l cette intégrale serait in fé r i eure à
b

£(A i -h Aa + . . . -1- An) = S j J\X) dx.
t/^

Mais, d 'aut re part, il est évident que la valeur de cette intégrale est
supér ieure à

M - s f J\^dx,
^ a

ce qui impl ique contradict ion, £ étant arbitraire.
Q u a n t à V existence du polynôme T(.r), on peut s'en convaincre ainsi

qu ' i l s u i t :
Soit V{x) une fonct ion cont inue, à an nombre fini de maxima et

m i n i m a , dans l ' intervalle (a, 6). En posant

]) -4- a — ^ ,r_:——-— =: cos^,
b — a

on aura
F ( ^ ) = < ? ( y )

el les l imites x == a, x=.b correspondent à y = o, ( p = 7 r ; c , (y) est
développable en une série telle que

•l-^o+'^i cos? + ^2 C082 ? - + - • • • ?
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et cette série converge un i fo rmément , c'esl-à-dire qu'on peut prendre
k assez grand pour que

Ç^ ( y) == i- ao 4- ^i cos ̂  -i".. .-+- <2/, cos Â-cp

diffère, pour toutes les valeurs, de <p == o jusqu'à 9 = n, moins que £
de (î((p). En in t roduisante au lieu de y, on aura ainsi un po lynôme Fi(^)
du degré À-, tel que

val.abs. [F ( .y )—Fi (^ ) ] < s (^r^).

A l 'aide de ce résultat , il est facile de voir qu'il existe, en effet, u n
polynôme T(û?), doué des propriétés que nous avons supposées.

En résumant les résultats obtenus, nous pouvons conclure que,
n augmentan t indéf in iment , les intégrales

f j\x)dx, f 'f{x)dœ, f '/{x^dx, ..., f'f^dx, f f(.r)d.r
t- " v .r, ^jc-^ r̂,̂ ! ^y,,

convergent toutes vers zéro, sans qu'on puisse dire la même chose des
différences

D'après les inégalités (12), (i3), on a
/-n-,.,

Ai + Aa -+-. .'. -h A/, < j J\x)dx,
v a

^.n-,
Ai -h Â2 4-. . . 4- A^-i > ^ /•( x ) dx ;

^ a

donc
p -t'k+l

^k< f^x)dx,
^•fc,,,

ce qui fait voir, d'après ce qui précède, que les A/, convergent vers
zéro avec -•//.

8. Application des résultats obtenus. — On ne saurai t douter, i l nous
semble, que les propositions que nous avons obtenues seront d ' un
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grand usage, si l 'on v e u t é tudier la quest ion que nous avons posée au
début de l ' i n t r o d u c t i o n .

Toute fo i s , en considérant l'intégrale

r'| /(.r)F(^)^r,
«,/,,

les conditions à imposer aux fonctions/^), F(a?) deviennent la source
de difficultés qu'on ne saurait vaincre qu'à l 'aide de nouvelles re-
cherches sur les principes mêmes du Calcul intégral.

Je me contenterai seulement de considérer un cas assez s imple.
Assujettissons la fonctionna;) à cette nouvelle condition, qu'il n'existe
pas un Intervalle (a ,?) tel. que

.P
j f(^) dx == o.

En posant
y=r f{x)clx,

IL/ n.

Y sera donc une fonction cont inue de x, toujours croissante, et, en
posant

^=^(.7).

la fonct ion ^>{y) sera de même continue et toujours croissante.
En In t roduisan t y au l ieu de oc, il vient

f / (^)F(^)^=f F[^(7)]^ c^ f fWdx.
^ a < -0 ^ a

Déterminons m a i n t e n a n t les constantes ̂ , ^2, . . . , în-\ p81*

^
Ai-i-Aa-h. ..4-A/,--= i f{x)dj.';

^ (t

on aura, d'après (12) et ( i3) ,

^k< ̂ <^'/M-r

Désignons encore par y^ ^ les -valeurs de y correspondant aux
Ana. de l'Éc. Normale. 36 Série. Tome ï. — DÉCEMBRE 1884. ^-l
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v a l e u r s oc^ ^ de x, l 'expression

Ai F(^ ) 4- A,,F(^,) +. . .+ A, F(^)
deviendra

^i^[^(ji)]+(Ti2-ni)F[-Hj2)]+...-+-(^--n^,)F[^(j-,;;

et, comme on a
o < y.i < -/ii < ja < ^2 <... < r^_i <y/, < c,

cette expression renire dans celle qu i sert de déf ini t ion à / FE^.yji^-
.^/o

De p l u s , d'après les recherches du n° 7, les in te rva l les dev iennen t in f i -
n i m e n t pe t i t s avec -1--1 ri

Ainsi encore» dans ce cas, la quadra ture peut donner une approx i -
mat ion indéf inie , à la seule condit ion que F { x ) soi! in tégrable .


