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SUR LES

FONCTIONS HYPERFUCHSIENNES

PROVENANT

DES SERIES HYPERGEOMETRIQUES DE DEUX VARIABLES,

Psar M. Emie PICARD,

CHARGE DE COURS A LA FACULTE DES SCIENCES.

On sait que les intégrales

3
f wht(u — 1)t (0 — 2 )1 du,
g

ol g et A désignent deux des quantités o, 1, x et oo, satisfont & une
équation linéaire du second ordre E; c’est, aux notations pres, I'équa-
tion quidonne la série hypergéométrique. Dans son célebre Mémoire
sur Uintégration algébrique de cette équation (Journal de Crelle,
t.75), M. Schwarz signale incidemment un cas particulier remarquable:
c’est celui o les trois expressions

A+b,—1, h+by—1, b+ by—1

seraient toutes trois égales respectivement & Iinverse d’un nombre
entier positif; dans ce cas, si 'on désigne par o, et , deux intégrales
de ’équation E, la relation

)y

g

donnera pour « une fonction uniforme de z. Ces fonctions, définies
seulement a U'intérieur d’un cercle, rentrent dans la classe de ces fone-
tions uniformes d’une variable, que M. Poincaré a désignées sous le
nom de fonctions fuchsiennes.
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Envisageons maintenant les intégrales hypergéométriques de deux
variables

1
f wb = (= 1)l (e — 2P (e — y)-tdu,

g
ou g et k désignent deux des quantités o, 1, 2, y et «.

Ces fonctions de « et y satisfont & un systeme S de trois équations
linéaires anx dérivées partielles, ayant trois solutions communes linéai-
rement indépendantes; c’est ce qu'on peut voir dans mon travail sur
une extension aux fonctions de deux variables du probleme de Rie-
mann, relatif aux séries hypergéométriques (Annales de I'Ecole Nor-
male, 1881), et, en se plagant 2 un autre point de vue, M. Appell a
aussi rencontré ce systeme S d’équations aux dérivées partielles dans
son Mémoire sur les fonctions hypergéométriques de deux variables
(Journal de Matheématiques, 1881).

Désignons par v,, w,, o, trois solutions linéairement indépendan tes
du systeme S et formons les équations

Wy Wy
— =3, — = {.

o3y A

Je me suis proposé de rechercher les cas analogues & ceux de
M. Schwarz, ou ces deux équations donnent pour x et y des fonctions
uniformes de s et ¢. Ces cas sont ceux ol, considérant deux quelconques

des quantités
hy py, by et b,

soit, par exemple, n et b, la différence
7*. ~ bl — I

est égale & U'inverse d’un nombre entier positif; de plus, si I'on prend
trois quelconques des mémes quantités, soit, par exemple, %, p. et b,,
la différence

2—h—p—b
sera égale encore a I'inverse d’'un nombre cntier positif.

Les fonctions uniformes « et y de z et de ¢, données alors par les

équations

puc 23

= 3, =

N )y
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ne sont pas définies pour toute valeur de z et de £. On peut choisir o,
w, et oy, de telle sorte que le domaine dans lequel elles sont détermi-
nées soit I'intérieur de I’hypersphere

S g g gy
€en p()sanl

s= 5 15", =1t it

Ces fonctions rentrent dans la classe de ces fonctions de deux varia-
bles, que j’ai appelées Ayperfuchsiennes, et dont je me suis occupé dans
différents Mémoires.

Dane la premiere Partie de ce travail, je reprends I'étude des fonctions
fuchsiennes qui proviennent de la série hypergéométrique d’une va-
riable, en suivant une marche quis’étendra facilement au cas des séries
hypergéométriques de deux variables; c’est ce qui est développé dans
la seconde Partie.

PREMIERE PARTIL.

1. Avant de nous occuper du cas de deux variables, nous allons
nous arréter sur les fonctions fuchsiennes qui naissent des séries hyper-
géométriques d’une variable. Considérons donc les expressions

/l -
(1) : f w— N (u— 1)l (u — x )t du,
ou g et & désignent deux des quantités o, 1, x et oo . Elles satisfont &
une équation linéaire du second ordre, qui est bien connue; soient o,
et v, deux intégrales linéairement indépendantes de cette équation, et

Yy 3) ;e -
considérons le rapport a—‘ que nous désignerons par z. Tragons, dans
2

Fig. r.

le plan de la variable = (fig. 1), dcux coupures, dont P'une va du point o
au point 1, I'autre du point 1 a I'infini. Si I'on assujetlit x & ne pas
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franchir ces coupures, le rapport z ne peut pas prendre la méme valeur
en deux points @ et ' ou, en d’autres termes, au plan de la variable x,
avec les coupures qui y sont tracées, correspondra d’une maniére uni-
forme, au moyen de la relation

)
— =3,
[OF)

une certaine portion du plan sur lequel est représentée la quantité
complexe z.

Je vais donner de ce fait une démonstration qui pourra s’étendre
immédiatement aux fonctions hypergéométriques de deux variables.
Nous ne considérons d’ailleurs que le cas ot %, b, et b, sont réels; de

plus, nous supposons
by>o0, by>0, Lr>0, b+b+k<2y

ce sont les conditions pour que toutes les intégrales (1) aient un sens.
Aux deux coupures déja tracées (o,1), (1,9 ), ajoutons la coupure

Fig. 2.

(2, o) ne rencontrant pas les précédentes, et supposons-les tracées sur
le plan d’une variable u (fig. 2); envisageons I'intégrale

U :f b= (u — 1) (g — ) du -_:.f dy

iy iy

en posant .
dy = ubr=1(u — 1)1 (u — z)du,

ol nous supposerons que le chemin d’intégration ne traverse aucune
des coupures.

Nous devons chercher quelles relations il y a entre les valeurs
de U en des points correspondants situés de part et d’autre d’une
méme coupure; soient d’abord 7 et ' deux points sur (1, % ): onaura,
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en désignant par U’ la valeur de U en m/,
U/ = Ue+b+byjemi (1— e().+b(+b=)21ri) de
- iy

ou

(1) V! = V eh+b+b,)2ms

en posant

4 %
: f ae— v
“y 1

Vet %

1 PO
[ du—[ dy

g g
On aura de la méme maniere, en considérant la seconde coupure (0, 1),
W1 %
U’ = Uelh+bemi 6(7\+[1,)‘.’.7ti(62i1r(/3___ 1) [ de + (1— eeni().+b,+b,))/ dy
"1y ey

et, par suite,

()) V! — e().+b1)em V + 2T (h+b,) (327:[1), — I).

Considérons enfin la troisieme coupure (o, x),

20
U/ = Ueremi 4 (eO+b2mi__ eﬂm’) [ dy

“
1 %)
4 (e<7~+/'1+‘1;)‘-’“f— e()‘+l;1)2m‘) [ de + (1 — e().+bl+b,)z1ri) de M
“Cuy 1y
el, par conséquent,
0 a1
f dy ——J dy
V! — Ve2mir 4 Tt g (eO+bi2mi e}.z-m') -+ (e().+b,+b,)ani__ ezm‘).)
- 1 @
f do — f de
g uy
ou
(3) V= eV (327:().-0-/")1'_ e'z'n:)u‘) 3+ (6271().—;—11,4-&,):'_ ee‘n:)l)’

en posant

T e
f de— [ dv
7, 1ty

Ann. de U’Ec. Normale. 3¢ Série. Tome II. — Novemere 1885. 46
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On remarquera que le numérateur ct le dénominateur sont deux
intégrales de Uéquation différenticlle hypergéométrique:

Ceci posé, nous allons employer un mode de raisonnement analogue
a celui dont a fait usage M. Poincaré dans les considérations qu’il a
présentées sur les fonctions inverses, auxquelles on est conduit quand
on regarde les coefficients d’une équation linéaire comme fonctions de
ses invariants fondamentaux (Sur les groupes des égquations lmeaues,
Acta mathematica, t. 1V, p. 216).

Reprenons la fonction de u

o 1L %
da‘~/. dav
Ty g

1

f{l('——/ dy

"~y N

On a tracé, dans le plan des u, comme il a été dit, les coupures
(,1), (1, 0), (0, 2); quand u parcourra son plan, sans franchir ces
coupures, V parcourra une certaine région R. Cette région sera ana-
logue aux polygones générateurs des groupes fuchsiens, mais elle
pourra se¢ recouvrir partiellementelle-méme. Elle aura six ¢otés et ses
sommets sont {aciles & obtenir; ce sont, d’une part :

) C2UTIAD) . p2TA 2T (el 4-b,) . 2T,
o I's . ] - -+ <
(I ), ) I 1 ’ [ —— 2T } | — @2iTh
?
et, d’autre part,
(2°) 0, Ay, Ay, Ay,

a, étant égal au dernier terme de la ligne précédente, tandis que a,
est le transformé de 1 par la substitution (1), et @, le transformé de
1 + z par la substitution (2). On voit que ces sommets etles substitu-
tions (1), (2) et (3) ne dépendent que du rapport 5. La région R v’est
pas entierement déterminée quand on se donne z; on peut en effet
faire varier la forme des cotés (1) et il y a alors des variations corres-
pondantes pour les cotés conjugués (2). Ceci posé, il n’y a plus rien a
changer au raisonnement fait par M. Poincaré (p. 220 et 221 du
Mémoire cité); nous allons le reproduire suceinctement.

On peut toujours tracer les coupures; de maniere que les cotés (1)
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aient telle forme (ue 'on veut, et par suite, s’il existe deux fone-
tions V, correspondant & deux valeurs différentes z, et x, de z, et pour
lesquelles le rapport de z, évalué comme nous I'avons indiqué, aurait
la méme valeur, on peut toujours supposer que la région R est la
méme dans I’un et I'autre cas.

Soient done V, et V, les deux valeurs de V correspondant a @, et
2 &,; on montre de suile que ces deux fonctions de u, qui correspon-
dent a la méme région R, doivent étre liées par une relation dela forme

AV, V,4+ BV, - CV,+D =o,

et, comme ellesont la méme valeur pouru =0,u =1, & =02, 0N €n

conclut que
Vi=V,;

par suite on aura nécessairement &, = x,, comme nous voulions I'éta-

blir.

2. Nous voulons maintenant considérer le cas, signalé par
M. Schwarz, ou I'inversion du quotient de deux intégrales de I'équa-
tion différentielle hypergéométrique conduit & une fonction uniforme.
Reprenons donc I'équation du second ordre

( d‘z}. d.)-’

x (x—1)

(E) T — g [ b(x =0+ bz + (0 —2) (e —1)]

+(h—1)(by+by+2—2)y=o0,
d laquelle satisfont les intégrales
1/
/‘ ubh=t(u — 1)t (u — 2y tdu (g, h=o0,1,2,»).

»
-4

On sait que, dans le voisinage de = o, on peut trouver deux inté-
grales de I’équation E, dontle rapport dans le voisinage de I'origine
peut se mettre sous la forme

{L')‘+b1—1 P (Z’ ) N

P(«) étant holomorphe et différent de zéro pour = = o.
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De méme, pour = 1, on aura

(2 — o1 Q ()

et enfin, pour x = »,
'ttt R (2), enposant &= —;-
Pour que l'inversion se fasse d’une maniere uniforme, il faudra que

les trois nombres
b —1, A4+by—1, b, by—1

soient les inverses de nombres entiers. Soient donc
T o T I
)\-—I—bl——I:—; }\—F,)Q'-I:——) [)1+h2_[:—7
m n P
m, n, p étant trois entiers que nous supposons positifs. Nous aurons

done
. 1 I b
A= <x+—+———),
2 m It l)

i 1 I 1
b= e — 4 — — — |,
m - p n

N

W

I
by—=

N
/_\
|
S
_i_
N
+
2=
S—"

Nous voulons d’ailleurs, d’apres ce qui a été dit au n° 1, que
b,>o, by> o, > o0, Oy by 41> 23

les trois premieres conditions sont remplies, quels que soient les en-
tiers positifs m, n, p, et, quant i la derniere, elle revient a

I 1 I

mta T p=h
que nous supposerons satisfaite.

Quand 2, b,, b, ont les valeurs écrites ci-dessus, 'inversion du quo-
tient de deux intégrales conduit & une fonction uniforme; c’est ce que
nous allons maintenant établir. Reportons-nous a cet effet aux substi-
tutions fondamentales du groupe, telles que je les ai données récem-
ment (Bulletin des Sciences mathématigues, aout 1885). En désignant
par w, et », deux solutions convenables de I'équation (E), les deux
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substitutions fondamentales du groupe peuvent s’écrire

(S)) [,J)“ 0, e—2b,+N)im Wy, 6+ (0‘2“' +h)Ti e—a“u'r:) o), ],
(8,) [0315 w2y ) = (€2M0aFHIT — 2T ¢y, 2(b,40)iT (), ],
Si nous posons = = z, nous aurcns pour z les substitutions
l 2
—2(b, +A)iT =
(51) [ 1+ (e~ z(h,«,—/ T ea-.)).i'n:) ;] ’
(0'2) ;’ —2(b, 4—/)171' -+ (X e—‘lbu'xi)]_

Nous allons montrer que 'on peut trouver un cercle qui est trans-
formé en lui-méme par les substitutions (¢,) et (¢,). On peut mettre
I’équation d’un cercle sous la forme

(G) Az3y+Bzs+Bys -+ C—=o,

ou A et C sont réels, B et B, étant imaginaires conjuguées ainsi que
zet s,

En écrivant que ce cercle est transformé en lui-méme par la substi-
tution (5,), on obtient les deux équations

[;(, _— e—:’.b,‘ni) - BO(I — ea/;,m‘) — C(e--zb,m'__ I) (62/1,7:1'_ I) = o,
B (e‘z(bl—r—).)ni__ 1) = C(I — ez/;;ni)’

et I'on voit que la premicre est une conséquence de la seconde.
Pareillement, la substitution (s,) conduit aux deux équations

B(l . e..fzb}’mi) -+ BO(I —_ e+~_’b,,m’) +\U _— 6—2!;,_,’;:1‘)(1 i e?la___m") = o0,
B( 2(b, L)l I) ::A(I . eehzm‘),

qui se réduisent aussi a la seconde.
On a donc seulement les deux équations de condition

B(e‘l"*"‘-")m— 1) = A (1 — e2b.70),
B(e (b +N)Ti __ I) — (‘ (,_,e‘zb 'm)

(1)

Il faut qu’on puisse satisfaire & ces équations en prenant A et C réels.
On voit de suite qu’il en est ainsi, car on peut remplacer la seconde
équation par la suivante

(ezm),i__ 1) (em(b._.+'i.it'_ 1
N O L R N







