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SUR LES

FONCTIONS HYPERFUCHSIENNES
PROVENANT

DES SÉRIES HYPERGÉOMÉTBIftUES DE DEUX VARIABLES,

PAR M. EMILE PICARD,
CHARGÉ DE COURS A LA FACULTÉ DES SCIENCES.

On sait que les intégrales
^

/ ^-i ( u ̂  ,i )^-i ( u — x )À-1 du,
J^

où g et h désignent deux des quantités o, i, ce et co ^ satisfont à une
équation linéaire du. second ordre E; c'est, aux notations près, l'équa-
tion qui donne la série hypergéométrique. Dans son célèbre Mémoire
sur l'intégration algébrique de cette équation [Journal de Crelle,
t. 75), M. Schwarz signale incidemment un cas particulier remarquable :
c'est celui où les trois expressions

Â 4 - & i - ~ - ï , À - 4 - ^ â — i , bi+b^—i

seraient toutes trois égales respectivement à l'inverse d'un nombre
entier positif; dans ce cas, si l'on désigne paro^ etco^ deux intégrales
de l'équation E, la relation

ïl
0)l

donnera pour x une fonction uniforme de z. Ces fonctions^ définies
seulement à l ' intérieur d'un cercle, rentrent dans la classe de ces fonc-
tions uniformes d'une variable, que M. Poincaré a désignées sous le
nom de fonctions fuchsiennes.
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Envisageons maintenant les intégrales hypergéométriques de deux
variables

r 1 1
^ ^ -l ( u _ ̂ "l ( u — ^)P-i ( ̂  — y^-l A/,

t /?

où g et À désignent deux des quantités o, i, £y, y et co .
Ces fonctions de ^ et y satisfont à un système S de trois équat ions

linéaires aux dérivées partielles, ayant trois so lu t ions communes l inéai-
rement indépendantes; c'est ce qu'on peut voir dans mon travai l sur
une extension aux fonctions de deux variables du problème de Rie-
mann, relat if aux séries hypergéométriqoes [Annales de V Ecole Nor-
male, 1881), et, en se plaçant; à un autre po in t de vue, M. Appe l l a
aussi rencontré ce système S d'équations aux dérivées par t ie l les clans
son Mémoire sur les fonctions hypergéométr iques de deux va r i ab le s
[Journal de Mathématiques, 1881).

Désignons par o>< , o^, cî  trois solutions l inéairement indépendan (es
du système S et formons les équations

û^ „ , ^ ̂

^h ^i

Je me suis proposé de rechercher les cas ana logues à ceux de
M. Schwarz, où ces deux équations donnent pour x et y des fonctions
uniformes de s et t. Ces cassent ceux où, considérant deux quelconques
des quantités

)i, p., hi et b^

soit, par exemple, \ et & , , la différence
À . 4 - ^ i — i 1

est égale à l'inverse d 'un nombre entier posi t i f ; de plus, si l'on prend
trois quelconques des mêmes quanti tés , soit, par exemple, 1, ^ et h^
la différence

3 ̂  y „„ ̂  _ ^

sera égale encore à l'inverse d'un nombre ent ier positif.
Les fonctions uniformes x et y de z et de t, données alors par les

équations
, ! ^ _^ ^ ^.^. .

OOi / û)^
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ne sont pas définies pour toute valeur de z el de t. On peut choisir co^ ,
<o^ et ^3, de telle sorte que le domaine dans lequel elles sont détermi-
îiées soit l ' i n t é r i eu r de l 'hypersphère

^2 ^^-2 ,̂ 2 .̂ ̂ 2^^
en posant

^=_^.4- ̂ \ t-=^t1 ̂ -it\

Ces fonct ions rentrent dans la classe de ces fonctions de deux varia-
bles, que j 'ai appelées hyperfuchsiennes^ et d o n t je me suis occupé dans
d i f f é r e n t s Mémoires.

Dans la première Partie de ce travail , je reprends l'étude des fonctions
fuchsicnnes qui p rov iennent de la série hypergéométr ique d'une va-
r iable , en suivant une marche qui s'étendra facilement au cas des séries
hypergéoméiriques de deux variables; c'est ce qui est développé dans
la seconde Partie.

PREMIÈRE PARTIE-

l. A v a n t de nous occuper du cas de deux variables, nous allons
nous arrêter sur les fonctions fuchsiennes qui naissent des séries hyper-
géométriques d 'une variable. Considérons donc les expressions

(0 r 1 1
1 u^-\u— lY.-^u —xY~~idu,

'-'A'

où g et h désignent deux des quant i tés o, i, x et oo . Elles satisfont, h
une équation linéaire du second ordre, qui est bien connue; soient G^
et o^ deux intégrales l inéairement indépendantes de cette équation, et
considérons le rapport ^! que nous désignerons par -z. Traçons, dans

FÎQ.

le plan de la variable oc [fig-1), deux coupures, dont l'une va d u p o i n i o
au point i, l 'autre du po in t i à l ' i n f i n i » Si l'on assujet t i t x à ne pas
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franchir ces coupures, le rapport z ne peut pas prendre ta même valeur
en deux points x et x ' ou, en d'autres termes, au plan de la variable x,
avec les coupures qui y sont tracées, correspondra d'une manière uni-
forme., au moyen de la relation

^_i
û-)2

une certaine portion du plan sur lequel est représentée la q u a n t i t é
complexe z.

Je vais donner de ce fait une démonstration qui pourra s 'étendre
immédiatement aux fonctions hypergéométriques de deux variables.
Nous ne considérons d'ailleurs que le cas où ^., b^ et ^ sont réels; de
plus, nous supposons

^1>Ô, ^>0, À > 0, b^ -\- b'î •-h ^ < 2 ;•

ce sont les conditions pour que toutes les intégrales ( i ) aient un sens.
Aux deux coupures déjà tracées (0,1), ( i , 'x;) , ajoutons la coupure

Fifî. 2.

{x, o) ne rencontrant pas les précédentes^ et supposons-les tracées sur
le plan d'mie variable u [fig. "a); envisageons rintégrale

^ ^
U -== ^ ^-1 ( u — r )^-1 ( u — ^)"À"-1 du =: j ch

"//f, ^n»
en posant

d^ = u^^ ( u -~ i)'^^-1 ( u — ^)>^l du,

où nous supposerons que le cliemin d'intégration ne traverse aucune
des coupures.

Nous devons chercher quelles relations il y a entre les valeurs
de U en des points correspondants situés de part et d'autre d 'une
même coupure; soient d/abord m etm^deux points sur (4 x? ): on aura,
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en désignant par IT la valeur de U en m\
U7 == U e^6^^^1 -{- ( I _ ^(A-^i-H^aTU') f ^

t- //<,

ou

(i) ' y^Ve^^i^)^",

en posant
/*" /-00

1 j^ — l ^
y _ l^____^r« ^

( dv — Ç dv
• ' / / o v ît^

On aura de la même manière, en considérant la seconde coupure (o, i ) ,
...i /..<

{]'=. Ué?(>.-+-^)27t^_ e{\+b^i^eïi-Kh,_ ̂  1 ^(, _}_. (i _ ^(À--^-^)) j ^

et, par suite,
(•2 ) 'V •== çO^^i V -4-. ^2W(A-t-^) (^2TC^ __ j^

Considérons eniin la troisième coupure (o, oc},
/,0

U7 = U é^27"' 4- (<? ̂ '-'••^•i )2TCZ' -— e^1) j dv
J^

{ •1 ^W

4-. ^a-i-/^-+-6,)3W__ ^(Â+A,)27r^ ^(,, _^ (ï __ ^(Â-h^-+-Aa)27C^ S ^ <

*- //o ^//o

et, par conséquent,

r° r1
y ^ — | dv

y/ _^ Ve271^ -+- ——"_______• / i ) (^(>.4-&,)2TCt__ QhîTd\ ̂  f^\^^.U^V.i__ ^2TCA\

f ^p ̂ - ^ ^

^Ut, ^'//u

ou
( 3 ) 'V7 == e2^' V -h (e^^^1— e^1) s + (e^^0^'^1'— e2^),

en posant
1 .,0 ^l

/ ^ — i dv
^0_ ^0 _ . ̂  ̂ ,

r ^p ̂  f ^
«-'MO ^^0

^^rt. de l ' É c . Normale, 3e Série. Tome II. — NOVEMBRE i885. 46
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On remarquera que le numérateur et le dénominateur sont deux

intégrales de Féquation d i f f é r en t i e l l e hyperg'éoméirique:
Ceci posé, nous allons employer un mode de ra i sonnement analogue

à celui don t a fait usage M. Poincaré dans les considérations qu' i l a
présentées sur les fonctions inverses, auxquel les on est condui t q u a n d
on regarde les coefficients d 'une équa t ion l inéa i re comme fonct ions de
ses invariants fondamentaux [Sur les groupes des équations linéaires,
Acta malhematica, t. IV, p. 216).

Reprenons la fonction de u
r u r "^ d ' ^ — d^

f dv— F d^
'" / /o '•" n^

On a tracé, dans le plan des u, comme il a été d i t , les coupures
(oo ;, s ) , ( ï , o), (o, x] ; quand u parcourra son p l a n , sans f r a n c h i r ces
coupures, V parcourra une certaine région R. Cette région sera ana-
logue aux polygones générateurs des groupes fuchsiens, mais elle
pourra se recouvrir pa r t i e l l emen t e l le -même. Elle aura six côtés et ses
sommets sont faciles à ob ten i r ; ce sont, d ' u n e part :

^2/TC("À-^-<r '^) __ ^â/TCÀ ^»2 TC/(}.•+•<'> i-l-A y) __ ^2/7C)..,

- 4 ' ' " -'? ^ ^^ ^î't'Kh ^ j __ ^Ïi'Kh

ofc, d 'autre part,

(a°) •o, a^ a^ a^

03 étant égal au dernier terme d e l à ligne précédente, tandis que a^
est le t ransformé de i par la s u b s t i t u l i o n ( i) , et a^ le t ransformé de
i •+- z par la subst i tu t ion ( 2). On voit que ces sommets elles substitu-
tions ( i ) , (.2) et (3) ne dépendent que du rappor t z . La région R n'est
pas entièrement dé te rminée q u a n d on se d o n n e r ; on peu t en effet
faire varier la forme des côtés ( i ) et il y a alors des var ia t ions corres-
pondantes pour les côtés conjugués ( 2 ) . Ceci posé, il n'y a plus rien à
changer au raisonnement fai t par M. Poincaré (p. 220 et 221 du
Mémoire cité); nous allons le reproduire succinctement,

On peut toujours tracer les coupures; de manière que les côtés ( i )
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aient telle forme que l'on veut , et par suite, s'il existe deux fonc-
lions V, correspondant à deux valeurs différentes x^ et x^ dex, et pour
lesquelles le rapport de z , évalué comme nous l 'avons indiqué, aurai t
la même valeur, on peut toujours supposer que la région R est la
même dans l ' un et l 'autre cas.

Soient doncV, et V^ les deux valeurs de V correspondant à x^ e[
à x^ ; on montre de suite que ces deux fonctions de u, qui correspon-
dent à la même région R, doivent être liées par une relat ion de la forme

AY, Vs -r- BV\ -!- CV, -i~ I) --= o,

et, comme elles ont la même valeur pour u == o, u = i , u == co , on en
conclut que

Vl=V2;

par su i te on a u r a nécessairement ûc^ = ̂ 2» coiïime nous vou l ions l'éta-
blir.

2. Nous voulons maintenant considérer le cas, signalé par
M. Schwarz, ou l 'inversion du quotient de deux intégrales de l'équa-
t ion d i f férent ie l le hypergéométrique conduit à une fonc t ion uniforme.
Reprenons donc l 'équation du second ordre

^ ' ^(..-i)g-^[^(.--x)4-^.+(^-.)(.^-Q]

+ (À — i) ( b^ -4- b^ -l- À — ï ) y •==. o,

à laquel le satisfont les intégrales

r 1 1
j u^i-1 ( u — i)^-1 ( u — ̂ y-1 du (^•y h == o, l , x, œ ).

On sait que, dans le voisinage de x == o, on peut trouver deux inté-
grales de l 'équation E, dont le rapport dans le voisinage de l 'origine
peut se mettre sous la forme

^-^r-ip (.2?),

P(^) étant holomorphe et différent de zéro pour x •==- o.
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De même, pour^== i, on aura

(.^ ,- 1)^^-1 Q(^

et enfin, pour ^ = = 0 0 ,

^,+^-i R (^ en posant ^ == ̂  •

Pour que l'inversion se fasse d'une manière uniforme, il faudra que
les trois nombres

}, 4- ̂  ̂  ̂  ^ 4_ ̂  ,_ i ^ ^ -+- ^ _ i

soient les inverses de nombres entiers. Soient donc

À'-l- bi — i == —5 À 4- ̂  — i == -5 ^i -h ^-, — ï -=.-•,m " /?, i - ^

m, n, p étant trois entiers que nous supposons positifs» Nous aurons
donc

- i / i i î \
• À == - ï + — 4- - — - ),

^ \ m n p /

, i f î J î \^^ r= - j -{- — - { - . - — - ,
a \ m, y? /^ y

, i / ï î i\
^rr: - î-- — .4- - + - ...2 \ /^ p n/

Nous voulons d'ailleurs, d'après ce qu i a élé d i t au n° 1, que

&.I > 0, 62 > 0, À > 0, <^i + ^2 -^ "À > ?. ;

les trois premières conditions sont remplies, quels que soient les en-
tiers positifs TTI, n, p^ et, quant à la dernière, elle revient à

î î î
— -h- - -+- - < 1 ,
W ^ p

que nous supposerons satisfaite.
Quand 1, &o 63 ont, les valeurs écriles ci-dessus, l 'inversion du quo-

tient de deux intégrales conduit à une fonction uniforme; c/est ce que
nous allons maintenant établir. Reportons-nous à cet effet aux substi-
tutions fondamentales du groupe, telles que je les ai données récem-
ment {Bulletin des Sciences mathématiques, août i885). En désignant
par o^ et ^3 deux solutions convenables de l'équation (E), les deux
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subs t i tu t ions fondamentales du groupe peuvent, s'écrire
( Si) [O)i, C^, ^-2^4-),)^ ̂  ̂  ̂  ̂ 2^W __ ^-2/J^ ̂ j^

( Sa) [c^, -G),,, <.)i H- (e2^4-^ — e2'^) c,),,, é?^-^-)^ r^].

Si nous posons ̂ 1 == z^ nous aurons pour z les subst i tut ions
r /»~2(A-r-Â);7r^ -1

( y. \ ^ _____6___l...___"1_.____
1 " [^ i + ( ç-2(6,+-À)TT/- __ ^.-âA^) ^J •

(0-2) [>, e-2(/v(-A)^ 4-. (i, — e-^^1)].

Nous allons moûtrer que l'on peu t trouver un cercle qui est t r ans -
fo rmé en lui-même par les subslitulions (^1) et (o^). On peut mel t re
l 'équation d ' un cercle sous la forme

( C ) A, ̂ o -+- B -' + Bo ̂ 0 -H C -= o,

où A el C sont réels, B et Bo é t an t imagina i res conjuguées ainsi que
z et. ^o.

En écrivant que ce cercle est t ransformé en lui-même par la substi-
tu t ion ( ^ i ) , on obtient les deux équat ions

I^r _ ^^TT/) ,.;,„ ï^^^^^i) ̂  cçe-^^i^.^ (e^^— i) = o,
B (e2^^-1-^^"— i) ==: C(i — <?2A''^:/),

et l'on voit que la première est une conséquence de la seconde.
Parei l lement , la subst i tut ion (o-^) c o n d u i t a u x d e u x équations

B ( i — e^^1) -+- Bo ( i — ̂ r^^) -+-A(i, — e-^^1)^ — e^1) ,= o,
B(^^-4-),)7T/'_ i) ^A(i — e^1),

qui se réduisent aussi à la seconde.
On a donc seulement les deux équations de condi t ion

(0
1 B ̂ b•^vî•~- i) ~r- A ( i — e^1),
j BO?2^"'-^'— i) == C (i —• e2^1).

Il faut qu 'on puisse satisfaire à ces équations en prenant A et G réels.
On voit de suite qu'il en est ainsi , car on peut remplacer la seconde
équat ion par la suivante

— (^^—i)^^^—?)..
A — (^27T/v _ i) ̂ Wb^-V)i _ ^ ) L'
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et l'on s'assure sans peine que le coefficient de C est réel, en remar-
quant qu'il ne change pas quand on change i en -- i.

On aura par suite le cercle a insi complè temen t déterminé; nous
devons chercher si ce cercle est réel. 11 faut pour cela que

B B o — A C > o ;

en faisant le calcul, on ramène immédia tement cette condi t ion à l ' iné-
galité

(ô27^'— i)^2^"—- e-^^^1)^— (S^V'KI — cr-^v) > o.

Le premier membre est une fonct ion réelle de ^, soit <p("^) , qui se
discu te faci lement; laissons b^ et b^ fixes, et faisons varier \ entre

o. et a — bi — 62,

cettedernière l imite étant infér ieureà l ' un i té , puisque 6, -4- b^ =14- î-'
La fonction <p( 'X) s'annule pour 7.== o et pour 7.== 2 — b^ — b.^ et

elle ne s 'annule pas dans l ' intervalle. Il nous suffira, par sui te^ d'avoir
son signe pour une valeur in termédiai re . Or on a

o. < t — b^ < 2 — ^i — Z/a ;

nous pouvons donc substituer ) . = = = i — ^ et l 'on voit que pour celle
valeur l 'inégalité ( 2 ) est vérifiée.

Il existe donc un cercle réel G, que les substitutions (<^ ) et ( < ^ ) trans-
forment en lui-même, et ce cercle est donné par les relations ( r ) .

3. Reprenons maintenant l 'intégrale

r 1 1
î u^-^u — îy'^Çu — .r)7-1 du,

^rro

oû^ , &< et 63 ont tes valeurs indiquées. Cette intégrale sera une inté-
grale abélienne correspondant à la relation algébrique entre 9 et u

V Z= ^.A-1 ( U — I/a"-1 ( II —— ,Z>)>t-l.

Elle sera d'ailleurs de première espèce, puisqu'elle reste f in ie pour
toute valeur de u. Les périodes de cette intégrale peuvent s^exprimer


