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RECHERCHES
SUR

QUELQUES SÉRIES SEMI-CONVER&ENTES,
PAK M. TH. STIELTJES.

INTRODUCTION.

Nous allons indiquer en quelques mots le but et les principaux ré-
su l t a t s de ce travail qui est consacré à l'étude de quelques séries semi-
convergentes, en considérant exclusivement les valeurs réelles et
positives de la variable.

On rencontre souvent^ en Mathématiques, des développements de la
forme
/ A Y n / -. n^t Ins> mS(A.) F(^)=/7io+ — -^-f-}- —I- 4--.,a a" a*

que l'on ne pourrait continuer indéfiniment s'il s'agissait d 'un calcul
numérique, la série étant divergente. Néanmoins un tel développement
a un sens précis et l'on doit regarder la formule (A) comme une ma-
nière symbolique d 'exprimer que, pour a == 20 ,

I imF(a) ===mo?
l i iTia[F(a) — m^] = m^

iima2 F (a) — m^ — /~l :=: m^

Ce sont les développements qui présentent ce caractère que nous
avons en vue. Si l'on veut se servir de la formule (A) pour évaluer

Ânn. de l ' K c , Normale. 3e Série. Tome ÏIl. — JUIN i8H6. 26



202 TH. STIELTJES.

F(a), on ne pourra le faire d 'une manière sûre, qu'après une discus-
sion du terme complémentaire qu'il faut ajouter à un nombre fini de
termes. Mais cette discussion présente presque toujours de très grandes
difficultés, si, du moins, on ne veut se contenter d'évaluations trop
grossières qui auraient peu d'utilité, et c'est seulement dans quelques
cas où les coefficients 7^0» m\îm^ ' • • suivent une loi simple qu'on a pu
faire cette discussion.

Notamment on a trouvé, dans plusieurs cas où les coefficients sont
alternativement positifs et négatifs, que la valeur exacte de F(a) est
comprise toujours entre la somme de n et de n 4-1 termes de la série,
et l'on a in t rodui t , précisément à l'occasion des séries qui présentent
cette circonstance particulière, le nom de série semi-convergente. Mais,
comme nous venons de l ' indiquer, nous avons pris ce terme dans une
acception plus générale, et nous avons étudié aussi quelques cas dans
lesquels les coefficients mo, m^ ... ont tous même signe.

Pour abréger, nous désignerons par série semi-convergente de pre-
mière espèce, ou même simplement par série de première espèce, une
série telle que (A), dans l aque l l e le signe des coefficients est a l ternat i -
vement positif et, négatif, pour réserver le nom de série de seconde es-
pèce au cas où les coefficients ont même signe. •

Les cas de séries de seconde espèce qu'on a déjà traités semblent
assez rares, et à la vérité nous n'en avons rencontré qu 'un seul dû à
M. Schlômiich et sur lequel nous reviendrons. Mais les séries de
seconde espèce d o n n e n t l ieu à quelques remarques générales que nous
allons développer, en envisageant pour plus de précision la série sui-
vante, que l'on rencontre dans l ' é tude du logarithme intégral :

,. / „ s r I ï ï • ^ i . 2 . . . ( /z — i ) „. ih(^)=^[^^+^-^.. .4-——,^——+R.J

= e- [Ti-h T,4- T3+.. .+T,+ RJ.

Supposons a très grand : les termes diminuent d'abord pour croître
ensuite au delà de toute limite. SoifcT^ le plus petit terme, alors les
termes T,/ , < , T,,_^ - - T^/c diffèrent très peu de T^ et

^ ! B^^.-=T^/,4-i-+-...4-T,,4-R/,.

On voit par là qu'au moins une des quantités R^/,, ï^ surpassera en
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valeur absolue Lktî^^^ ou ^AT^, et comme le nombre k peut avoir
une valeur finie quelconque, il est évident qu^en cherchant dans le cas
actuel une valeur approchée de R/^ il est impossible d'arriver à un
résultat aussi simple que celui auquel on est arrivé pour beaucoup de
séries de première espèce où le reste B^esfc inférieur en valeur absolue
à T^. On voit en effet que, dans le cas actuel, B/^ pourra surpasser en
valeur absolue un nombre quelconque de fois T^. Ainsi une expression
approchée du reste, qui ne ferait pas connaî t re d'avance le signe de
cette quantité, donnera toujours des limites trop étendues et qui ne
permettent point de tirer tout le parti possible de la série.

Ces considérations indiquent déjà une autre manière d'envisager la
question, et, dans le cas des séries de seconde espèce, nous considérons
que le vrai problème à résoudre est la détermination du rang du
reste R^ qui, pour la première fois, a changé de signe. II est évident en
effet que B^ varie toujours dans le même sens, en sorte que l'équation
1{^ == o admet une seule racine. Soit n le premier nombre entier supé-
rieur à cette racine : alors il est clair qu'on obtient pour la valeur exacte
cherchée deux limites dont la différence est T^. Il serait donc à désirer
que ce changement de signe de R,; eût lieu dans le voisinage du plus
peti t terme, et, dans tous les cas que nous avons étudiés, nous avons
toujours vu se présenter cette circonstance favorable.

Lorsqu'on réussit à résoudre l 'équation transcendante

R,,=:o,

dans laquelle on considère n comme une variable cont inue, avec une
approximation telle, que l'erreur de la valeur obtenue N soit seulement
une pet i te fraction, on peut aller plus loin et obtenir une valeur appro-
chée dont l'erreur sera seulement une fraction assez faible de T^ Soient
en effet

N== n-^-\ o^<ï ;

alors cette valeur approchée sera

Ti+T2-4-...-{-l\4-ÂT,,^.

Surtout lorsque n est grand, on peut compter d'obtenir, en procé-
dant ainsiy une réduction notable de l'erreur. On s'en rend compte
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aisément en observant que la ligne dont l ' é q u a t i o n serait y = B^ doi t
présenter un point d ' inflexion dans le voisinage de /z=N, parce qu'on se
trouve en même temps dansie voisinage du m i n i m u m deT^== R^_, — R^

La solu t ion approchée de l 'équation R^ == o se présente toujours
sous la forme

(B ) n ==: a.a 4- OQ -h ̂  4-^4-....;^ <%""'

mais souvent il est plus commode de considérer a comme inconnue, et
de calculer d'abord les coefficients [3, ^.o» • * • du développement

(C) a=^n+^+^ -4-Ê1+..,.\ / i rv n n2

On en déduit ensuite facilement le développement (B). Ces séries
(B) et (C) présentent 1-e même caractère que la série (A); nous
calculons quelques-uns des premiers -coefficients : ces coefficients ne
suivent aucune loi simple et leur calcul devient bientôt très pénible.
Il paraî t donc que nous avons réduit ainsi la discussion de la série (A)
au problème beaucoup plus compliqué de discuter la série (B). Mais
évidemment on ne demande qu'avec une approximat ion assez fa ible la
racine de R^== o, et, commel 'exact i tude de la formule (B) croît néces-
sairement lorsque n augmente, il suffit de se rendre compte par un
calcul numérique de l 'approximation de ces formules (B) et (C), en
a t t r ibuan t à a ou à n des valeurs beaucoup plus petites que celles pour
lesquelles on se servira de la série semi-convergente donnée. L'approxi-
mation obtenue est toujours largement suffisante.

Comme nous l'avons dit, nous considérons la solution approchée
de B^= o comme le problème principal à résoudre dans le cas d'une
série de seconde espèce* Nous obtenons cette solution en considérant
en part icul ier le reste R^ d 'un terme Tri dans •1e voisinage du plus petit,
terme, e t -en développant B.̂  lui-même en série semi-convergente sui-
vant les puissances descendantes de n. Dans quelques cas où l'on aurait
besoin d'uae exactitude exceptionnelle, on pourrait se servir de ce
développement pour calculer avec une grande exactitude la valeur
deR/,.

Mais, dans la plupart des cas, on n'aura pas à continuer la série jus-
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qu'au point où R/^ change de signe, car on obtiendrait ainsi une ap-
proximat ion beaucoup trop grande. On peut souhaiter alors de savoir
quelle est à peu près l'erreur en s'arrêtant à un terme quelconque .

Très souvent les termes que l'on calcule d iminuen t si rap idement ,
que l'on peut négliger le reste; au besoin on calculerait avec une ap-
proximation plus grande qu'on n'en a besoin. Et dans le cas où l'on se-
rait obligé de pousser le calcul si loin que les termes ne d i m i n u e n t p lus
rapidement , alors la connaissance exacte du terme où il faut arrêter le
développement permettra facilement d'évaluer approximat ivement les
termes négligés.

Dans le cas des séries de première espèce, on a ordinairement cherché
à déterminer le plus petit terme; mais on peut aussi envisager (comme
on l'a déjà fait) la question d'une manière un peu différente et rétablir
ainsi, jusqu'à un certain point, l 'analogie avec les séries de seconde
espèce.

Soit
^-^+...±1^1^

une telle série, 1\, 1\, .... 1\, R/^, é tant positifs. Remarquons d'abord
que la circonstance que R/^ est positif entraîne déjà nécessairement q u e
R,, est inférieur à 1\ et à T,̂  ; car la relation

K/^.i •+- R^ •-== Tft.

montre que R^_, et R^ sont inférieurs à T^
Main tenan t , au lieu de chercher le plus petit terme, on peut se pro-

poser de trouver le min imum de R,^, en sorte qu'on est conduit à consi-
dérer l 'équation transcendante

d[\n
dn

:o,

qu'on pourra remplacer aussi avec approximatioî ipar IV-i ==R^.
La valeur de n qu'on en tire diffère très peu du rang du plus pe t i t

terme, circonstance qui permet d'expliquer la remarque suivante qu'on
a faite dans quelques cas particuliers. Supposons que la racine de ---—=== o
tombe entre n — i et /z. Alors on aura, d ' une manière approchée,
R^ == R^, et l'erreur sera seulement une fraction faible de R^. On en
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conclut qu'on a aussi à peu près R^==^T/, , , en sorte que l 'erreur de
l'expression

T^T,-h...±=T^q=i.,T,

sera seulement une petite fraction deT^ qui est d 'autant plus faible que/?
est plus grand. Ajoutonsqu 'on peut aussi, dans le cas actuel, développer
K.n en série semi-convergente, suivant les puissances descendantes de n;
le premier terme de ce développement montre alors qu'on a

limR/, :T,,==-i
pour n == ce.

Voici maintenant tes séries d o n t nous avons fai t l 'étude. Nous
avons peu insisté sur les séries de première espèce. Le logarithme
i-ntégral nous a fourni le premier exemple d'une série de seconde
espèce. Nous considérons ensuite les transcendantes f00®10^!^

.00 ^0 ^^[ ucosau 7 . 1 ' i <.j T^-^r^» (}m donnent aussi des séries de seconde espèce. On a
choisi ces intégrales, parce que le résultat auquel on est conduit nous
est ut i le encore dans la suite.

Nous arrivons maintenant à un exemple tiré de la théorie de la fonc-
tion F. Après avoir rappelé en quelques mots le résultat principal des
nombreuses recherches auxquelles a donné l ieu l ' é tude de la série qui
sert à calculer logr(a), nous considérons une autre série, n 'ayant
rien à ajouter à un sujet qui est si bien exposé dans la première Partie
du travail de M. Bourguet sur les intégrales eulériennes. La considé-
ration de logT(ai) conduit à une série de seconde espèce, composée
des mêmes termes que la série de Stirling dont nous faisons l'étude.
Le résultat auquel nous arrivons permet de se faire une idée nette de
la manière dont se comporte la fonction holomorphe—-, lorsque la
variable z décrit l'axe des y.

Nous abordons ensuite l 'étude des intégrales de l 'équation différen-
tielle

g_g i dz _
dcê '^ada^^^09

qui se présente dans plusieurs questions de Physique mathématique,
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L'une des intégrales

-,, , a2 a'" a6
J^)=,_^^_^^+...

est holomorphe dans tout le plan. Poisson a donné une série semi-con-
vergente pour calculer J(a) dans le cas où a est très grand. Cette série
a été l'objet d'un travail de M. Lipschitz {Journal de Borchardt, t. 56),
qui en a donné le premier une théorie rigoureuse. Nous reprenons
l'analyse de Al. Lipschitz : une modification légère nous permet de pré-
ciser encore le résul tat auquel était arrivé le savant géomètre a l lemand.
Nous obtenons en même temps une série semi-convergente analogue.
qui permet de calculer une seconde intégrale de l'équation différen-
tielle. Toutes ces séries sont de première espèce.

Nous considérons ensuite les deux intégrales de l'équation différen-
tielle dans le cas où l 'argument est de la forme ai. On est conduit ainsi
à deux séries semi-convergentes données parRiemann, qui avait ren-
contré ces fonctions dans une question de Physique mathématique \Zur
Théorie der Nobili'schen Farbenringen (OEwres, p. 5/g ; 18 55)].

L'une de ces séries est de première espèce, et sa discussion n'ofîre
pas de grandes difficultés; mais la fonction SÇai) donne cette série de
seconde espèce

,, ., , / ~7 r 1 2 i ^ .S^ . ^â /z—S) 2 ^ •|
J(^^V^a[I+778^^>•^I,2...(.^I)(8^^

Dans ce cas, la résolution approchée de l 'équation K^ == o présente
des difficultés que nous n'avons pu surmonter que par une analyse assez
délicate.

Enfin nous étudions un cas intéressant, donné par M. Schlômiich
en 1861 ; il s'agit d'une série de seconde espèce qui peut servir au calcul
de la fonction

P(-)=S-^
et nous obtenons encore dans ce cas la solution approchée de l 'équation
transcendante R,, = o.
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Étude du logarithme intégral.

1. Le logarithme intégral fourni t uo exemple très simple d'une
série de seconde espèce que nous allons discuter avec soin.

Nous partons de la définition
,.. , r " duh(a)= / .——;

Jo ^u

mais, dans le casa> i que nous avons en v u e ^ cette définit ion a be-
soin d'être précisée de la manière su ivante :

p/ ^ r - / f1"""' €lu ^ du \h(a) = Lim / .—— -+- 1 -— •s=o \J, log^ J^.log^/

En remplaçant l 'argument a par ̂  et en posant ensuite u == e^^\
i l v ient

a1"2 e-av y»39 /,-rtp//(,\
(i) li(^)^^ e——^4- / c——"î- •i«, J^^ j^,, )

Nous désignons ici, comme toujours clans la suite, par £ une quant i té
positive et in f in iment petite.

En employant maintenant l'identité

\ ç 1 1
——— = r 4- v ~l- c2 "+•. . . -4- t^~1 •+• ———7I — ç,» I — (.»

on a évidemment

F ^(r-^p-t- ( ^e^ch-^ il.2^̂ ,
^O , ' , c/l 4. £ il a *'

et il vient

/ . i. / /,x I" ï J 1 • ^ î . 2 . . . ( /it -- l) ,-. 1(a) h^^^^+^+^ . - t - . - . - t -———^——— ) +R„J ,

r11""5^"^-^^ . r^ ^e^^ ,R :̂ / ———^-h tf ———cA\
Jo ^^ ^^ ^^
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Comme on voit, R^, est ce que Caachy a appelé la valeur principale àe

^ (.1^ a—av
—_—dv, et nous retrouverons dans la suite constamment cette

<- o '

forme du terme complémentaire des séries de seconde espèce. Cette
forme même de R/^ montre bien que R^ va toujours en d i m i n u a n t
lorsque n augmente.

Nous devons nous occuper maintenant de la résolution approchée de
Inéquat ion R/,, === o. Pour cela nous posons a = n 4- r?

f
1"2 / f,a—v\n y100 / (;»—v\n,

(3) R,= IÎI-L .̂̂ -H / (^_Le-^p,
I-~c; J^s i—^

et nous développons maintenant R/^ en série semi-convergente suivant
les puissances descendantes de n. Comme on suppose que r\ a une va-
leur finie, la supposition a ==n + T) indique évidemment que nous
considérons le reste d'un terme T^ dans le voisinage du plus petit
terme.

Nous aurons à appliquer ma in tenan t les méthodes données par
Laplace dans la Théorie analytique des probabilités pour Févaluation
d'intégrales qui renferment des fonctions élevées à une très haute puis-
sance.

2. Comme il s'agit simplement d'un développement suivant les puis-
sances descendantes den,nous pouvons négliger des quantités qui, par
rapport à celles que l'on conserve, décroissent pi us rapidement qu'aucune
puissance négative de n. C'est pour cette raison que nous pouvons con-
sidérer, au lieu de R^, l'expression

^l-e/ py, /,1.4-Â- / ,̂
/ 1———Le-^dv-^- / -——'-e-^d^,

J^k l-'v Ji^ I-^

h et f ê t a n t des quantités positives finies, d 'a i l leurs arbitraires; car
nous verrons bientôt que les parties négligées ainsi

^i~ft(ve~v\n /100 (vp-1'^[ iLif—L^/i^^ / i^_L^^^
Jo I -v J^ ï -v

ne jouent aucun rôle dans le développement que nous avons en vue.
Ann. de VÈc. Normale. ̂  Série. Tome III. — Juiîî 1886. 27
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Considérons maintenant l'intégrale
1 — £ , (/ y^

/ L^ Lg-^^.
J^ i--^

La fonction (^'"''devient maximum pour ^== ï , et nous posons

Fe-^^rér-1-^2, l — v-==-ty

(ï-~^)^:=é?--<

Pour des valeurs suffisamment petites de ce, on peut développer t sui-
vant les puissances croissantes de x

t ==. a^x 4- a^ x2 -+- (%3 ̂ 3 -4-.. .,

et le premier terme est évidemment \/2 x. On pourrait exprimer
Os, a^ ... d 'une manière indépendante à Faide de la série de Lagrange;
mais, comme il s'agit ici simplement de calculer quelques-uns des pre-
miers coefficients, une relation récurrente semble bien préférable.

On trouve t j- == a<r(i — t), et, différentiant n fois, puis posant
x == o, t = o, il vient

na^ a^-+- ( n — ï) a^ a,/.-i •4- ( n — a ) 03 a,^ +.. . 4- ï ^-^ 01== — 2 a,^-i ( n ^ a ).

En partant de a^ = \/2, on en déduit a.^ 03, . . . et

t -=-- s — (.' == ^2 ,r — -| ̂ t2 -h- •-̂ g ^/a .z'3 4- yl-5- '̂*'
— dv = (^2 — t ̂  + } \/2 ^t2 + ̂  .:r3) <;te

'̂ / - /•~' 4 «, < /•-' -t \ <̂ '̂ '

~7Z:^=V^W^^---i^+iTiV2^-'-.)-^--

En observant encore que

' e-^^e-'^e^t-==.e^[î•+-'f]\/2 se + ("r]2-- j^) .r2 -+- (i-n3— j7324- ri^)^.^-^-.]

il vient

^ l — £ / t , \ ^ ^L »
(4) / -——'—e^dv^e-^ f e-^^i 4- Ai^-+-A^^+As^ "+-...]—?

«A-/, 1 '^ ^ ^ /r x

^VÏ
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A,, A^ , As, . .. étant des polynômes en T]. La limite supérieure L de
l'intégrale au second membre dépend de la valeur de la quanti té posi-
tive A. Nous choisissons maintenant h de manière que la série
i-+-A^-+- A^'x12^-. .. reste convergente dans tout l ' intervalle d'inté-
gration. De cette manière, h a une valeur positive finie tout à fait in-
dépendante de n. En y regardant de plus près, on voit même que h est
une simple constante numérique, indépendante dey ] aussi; car le rayon
de convergence de la série é^ == \ -+- ̂ ^x -+-.., ne dépend pas de y].

/»l-i-À / , ^ _ ( , \ ^
3. En t ra i tant l'intégrale / - ï———e^^'dv d 'une manière ana-

& J^e I-tl

logue, nous posons
^6-^-= 6^1-lr^, ^ — I = t,

(i-h t^e-^e-^,

et nous obtenons d'abord

a^ a^a;i, . . . ayant les mêmes valeurs que précédemment. En achevant
le calcul comme tout à l 'heure, il v ien t

/'^-Â' /p/,-^\rt /--L //..
(5) ^ ^\±^e~-^d^ =— e^ / ^-^[i —A^l-^-A^2-A,3^3-t-...'| —,

Jl+g Jr (' J r- " lr

£ V ï

Ai, A^ , ... ayant la même signification que dans la formule (4). La
quantité k peut être choisie de manière que dans le second membre la
limite supérieure de l ' intégration est de nouveau L.

En réunissant les deux intégrales (4) et (5), on voit se détruire les
parties qui deviennent infinies pour £ = o. Après cela, on peut prendre
c == o, et il v ient

^l-a/ ^r-V\tt ^

^'^Le^d^ r^^e^d,
. . (- wt t^ î r __ /»[ ^±^e^d^ {

J^h ^^ J^

1 1 r11 1 •(6)
\ ==2 e-^ f e"^ [Ai -+- As^*2 4- AS.: '̂ ~i-. . .] dx.
\ ^o

.̂ 100

On sait que l 'intégrale \ e~'n•ï:a'xh doc converge vers zéro pourn === oo
•A
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plus rapidement q u ' a u c u n e puissance négative de n. La valeur appro-
chée du second membre est donc

26?-^ f e-^'A^^^A^e-^i/^-

ou
/ ï \ /y ATÎYÎ — ̂ )^'a{/—•\ 3/ y ^

II est facile de voir ma in tenan t que les parties que nous avons négli-
gées,

r1 "~h ( ve-^}n' r w ( w"^'}ri
i ^J-__.^--/i^^ et / {——^e-^c^,
^ î ^ v -A-^ ï w ^

n'ont, en effet, aucune influence sur le développement de R^ su ivant les
puissances descendantes de n. En effet, dans la première intégrale, la
plus grande valeur de ve^ est égale à Qér-1, 9 étant une fraction posi-
tive, inférieure à l 'unité. On en conclut

F1'^11 ( ve^^V' Q^ /ll (^il / < l

i \.——L. e-^dv < — e-^ 1 ^-•n(i^) dit =: — e^ / e^'^ du,
Jo ^^ h Jk h Jk

et la fraction (w)^ décroît plus rapidement qu 'aucune puissance négative
de^. Quant à la deuxième intégrale, en posant ^==:r-+- u^on voit qu'elle
est inférieure en valeur absolue à

Q-a /»°°
— / (i -I- u^e^11^-'^11 du.A Jk

Soit r ia quantité positive supérieure à l 'unité, qui satisfait à la rela-
tion

k

i^/ï^e7';

alors on a évidemment
u

i "+-M < e ' ' pour ii'•'> lî

et, par conséquent,

e-^ r 0 0 . . , e-^- r00 -/»<fi-iV-Yî//
—r- ^ (i -1- uY ir-^ e-'^da < —— \ e A r ï du.

K J^ /f Jk
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Le facteur qui multiplie e^ décrpît encore plus rapidement que
toute puissance négative de n, et, ainsi, l'équation (6) fournit le déve-
loppement cherché

r> /, , /TC /\ ï , ï 1 . 3 . ï, == e-^ i /n (Ai •+- ï- A3 -1.y n \ 2 nR^ == <2-^ i / - Ai -+- - A3 - 4- ——— AS ——
B/ ^ \ 2 /l 2 .2 /l2

ou

ï ^ 5 a5 i ï 9.6 \ i
^'^y^^^^^m'^^)^

On en conclut que la valeur de Y], qui donne B/,= o, est susceptible
d^un développement

-^o-^l-..-,

dont on détermine les coefficients en substituant dans l'expression pré-
cédente et en égalant à zéro les coefficients des diverses puissances de
^- Nous avons posé a==/ i4-y] , et la racine de l 'équation R ^ = = o estï
n
donc éffale à

^ , P 2
(8) a^n-^-^^^^^^^

(3.=4-8

4oî>

(3,=:- i84 ,
255i53

d^où ron déduit encore
/ , ï 8 ï6( 9 ) ,̂ - a - ̂  - ̂  + ̂ ,̂ -. . . .

4, Pour juger de l'approximation avec laquelle nous avons résolu
ainsi l'équation R/,==o, nous mettons en regard l'une de l'autre la
valeur approchée donnée par la formule (8) pour n=i, 2 avec la
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valeur exacte, calculée à l 'aide da développement

li(^)=<^loga+^+^4-^+....

^. Valeur exacte. Valeur approximative. Erreur.
i . . . . . . . . . . . . . i ,347% 1734^9 o,ooï3
' 2 . . . . . . . . . . . . . ^,34,15.5 % , 3 4 ï 4 r 0,00014

Oïl voil que l 'approximation obtenue est beaucoup p lus grande que
cela n'était nécessaire.

En nommant toujours N la valeur approchée de la racine de R^== o»
nous résumons ainsi le résul ta t obtenu :

]i''">=<;+^+•••+ll'-^')-4
„ i 8 T Ô .N ==: et. — — _ __ •+- ____ "

3 4.o5^ ,îâ55i5a2 «

Ordre d ' a p p r o x i m a t i o n . . . . . . . . . . . . . . . e -"^ À /.i77.y ^
Nous avons a jouté comme ordre d'approximation une valeur appro-

chée du premier terme qui donnera i t une valeur trop grande. C'est
donc en même temps la limite de l ' approximat ion que peut donner la
série semi-convergente, dans le cas où l'on n'a pas recours an calcul
approché de B,,. En m u l t i p l i a n t par ^, on voit qu'on obtient li(^)
avec une erreur de l'ordre A /^7r.y ci

Soit» par exemple,
^a^j oooooooooo,
a = 28 y 02585l . . . ,
N^== 22,692.

On doit donc prendre vingt-deux termes de la série et ajouter encore
le terme suivant mul t ip l ié par ^==0^69-2 , d'après le procédé que nous
avons indiqué dans l ' Introduct ion. On trouve ainsi

Ii(iooooooooop)==455o556i4,2227+o,5246À==455o556i4,585.

En prenant
' /2 ==-• a3y , , n ==o,ô2585...,
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on obtiendra une exactitude un peu pins grande en ca l cu l an t R^ par
la formule (7); nous obtenons ainsi la valeur exacte

li(ioooooooooo)= 435o556i4?5866.

Remarquons que l'emploi de la série semi-convergente présente ici
un avantage réel sur l 'emploi de la série convergente

, a ce a3

<^loga+^+^+^+..,

car, en calculant vingt-trois termes de cette série, on est seulement arrivé
au plus grand terme, et il faudrait pousser beaucoup plus loin le calcul
pour obtenir l 'approximation donnée par la série semi-convergente.

5. La méthode qui nous a permis de résoudre par approximation
l 'équation transcendante R ^ = = o nous sera encore très u t i l e clans la
suite; mais nous ne pouvons passer sous silence que dans le cas actuel
on peut donner une autre forme très simple au terme complémen-
taire R/^. Cette nouvelle forme va nous donner aussi une autre méthode
pour calculer les coefficients du développement

a •=. n 4- Pô -+- rl "4- . . . .

On a, en supposant o < b < a,

Ii(6^)=li(^)-+- f ^-du,
Jb u

et une intégration par parties donne

n^=^ .̂.,.̂ ^4
r ( l QU

( 10 ) B^i.^.../?..^ / -^du,
J^ u

a^ étant une constante qu' i l faut encore déterminer. Mais il est évident
que a^ n'est autre chose que la valeur de a qui annule R^, et que nous
savons calculer avec une grande approximation par la formule (8)

, , i 8 i84( i ï ) a^ == n -+• -5- 4- —y— — —F—5—-.-h-***3 4o5^ 255i5/^
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La relation
R,,_i== 1\ 4- R^

revient m a i n t e n a n t a
f eu , ^ r a é?» -L^^^^^^

d'où, pour a == ̂ ,
r^e11 , .̂^^^-ar

En posant u==:n+ v, il vient, après une légère réduc t ion ,

( i 3 ) ^ ̂ c ^^
('Y / /?'i -p ~ ) ( i + L
n J \ n,

en écrivant

(i3)
,=^-^ ^^,^^^,.,

(^^^^^-z+^+êl^^êl^^^
l /z n^ /i3

En développant maintenant les deux membres de ( i r? ) suivant les
puissances descendantes de n, on obtient d'abord

/^-^^^^(-r^i^^
\ ^y
puis

>^^+^(p3^^)^...^^^,^^.^.

En substituant pour p et y leurs valeurs (i3), on obtient d'abord,
par identification du coefficient de ^ dans les deux membres,

i[^-~(Po--I)3:l==|•i3S ou , (3o=^ ,

La comparaison des coefficients de \> -I^ • - p e r m e t ensuite de
calculer sans ambiguïté par des équations linéaires les coefficients p ^ ,
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p^, .... Nous avons retrouvé de cette manière les valeurs déjà données
de Ri ei pa.

6. La considérat ion de la fonction l i (<%), pour une v a l e u r de Par-
gainent inférieure à l 'unité, conduit à une série de première espèce.
On a

/^sc /->—/( p'10 fi—nv / /<,
liÇe-)^- t—cia-.~-e-~^ e——a(...,

Ja u -4 J + ̂

et l 'on obtient, par une intégration par parties ou par le développe-
ment de —I—?

î -4- ^

(,4) H(,,-.)=-^-^y -...^._^.)^H,],

,. 3 , r^e-^dn r^^e-^cfv
R,^=: î .2 .3. . .ne^ f ———— = 1 ——————-

J, ^ J, i -4-^

Cette série ne d o n n e lieu à aucune remarque pa r t i cu l i è re ; en posant
a == n 4- T], on peut développer R^ suivant les puissances descendantes
den , à l ' a ide des méthodes de Laplaçe que nous avons déjà app l iquées
dans le cas de li^); on t rouve

R^.-./^ fl 4-f^^ ̂ -^)-1

, , \/ n L-2 \4 4 i a / ^

^^f—^ 4-^- 1-^ 3" 1--^^ 2^—^^^^- 1-^- . .\ 16 a4 12 ^4 ^7b/ /z2

Ce développement présente la p lus grande analogie avec la for-

mule (7); dans les deux cas, ( r ^ i / — est la valeur asymptotique d u
terme 1\: mais i c iR^ ne s 'évanoui t pas pour u n e v a l e u r f i n i e de"/], et le
premier Icrme ^ (le la série se retrouve généralement dans le cas d ' une
série de première espèce.

On d é d u i r a i t sans peine de cette expression de R/^ la so lu t i on appro-
chée de -y^ = ô. Le résultat estdn

s î
a == n -h — 4-... ,ou n == a — 7;— — • • - •

bn 6 a
Ann, de VÉc, Normale. 3e Série. Tome III. — JUILLET 1886. 28
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'_ , , . - , r^s'mau F^ ud.osauEtude des intégrales / ———7; du., / —•—:,- du,y Jo I-^ ' Jo ^-^

7. Considérons l ' intégrale f -(——^ du. Au l ieu d'intégrer le long dej i ~i- ^"'
l 'axe des X, de 0 vers A Çfig. i ) » on pourra effectuer l ' intégration en
suivant le c h e m i n OBCA, en ayant soin d'éviter le point i en le laissant

Fi g. T.

"HtJ
i

à qauche, ce qu'on pourra faire en décr ivant au tou r de ce po in t un
demi-cercle don t nous supposons le rayon £ in f in iment pe t i t , Ceî te
partie de l ' intégrale s'évalue à

du. _ 0"'^ . ^ . TC/ ^.ai \ r
——— X. 1 -

\ U. 4" l)n-.i J l
X j ————: —'• —— '̂'•s T^ t ---•" ~" '̂'

//: 4" / Y ./=:/: J U — 1 2 1 2

Les intégrales le long de BC et ÇA tendent év idemment vers zéro
lorsque A et B s'éloignent indéfiniment, en sorte qu'on obtient

donc

06)

r x e/^ du. n f le-^ dv r "" ie-^ d^
i 7^"'--"-^ -r=-^^-j_-r^-'

[ t w s'maudu _ F 1 ^ 5 e^d^ /^ c-^• d^
j i+^ w j , "ï~^ ̂  J. ,„. "r= "̂ '

On trouve d'une manière semblable, ou en prenant la dérivée d e ( i 6 )
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par rapport à a,

r^ uwysaudu _ /^^pe-^^ ^eo ^-cu' ̂
( 1 7 ) "Jo "^"-"-U "̂ ''".L^ "̂

En employan t dans le second membre de ces formules l ' identité

i ( Î2W
———^ = i -}- (^ 4- . . . 4- ̂ -2 4- ————; ?I —— (,i2 ^ —— (,d

il v ient
/ o, y" SUiaU , T 1.2 I . 2 . . . ( 2 / l — 2 ) ,.
(r8 f ———, du •= - + —r-î- . . . -+- ——————,———"- 4- R^

J^ i + ^2 ci c^ a2^1

^-E çîn^av r» çîn^av

^ -^ 7-=^-ar -4- J^_ ̂ z-TTr ̂ ^

r^ucosau , 1 ï . 2 . 3 1.2. . . (? . /? . — î ) „.
(:Ï9) — 1 —————<- ^«- = — 4- ———— + . . . 4" •——————-:,-7—————- -+- -^/n" J î-h-a2 (^2 a' ^2/t

/"^^pâ^^l^-ap ^ ^n^^-av
.R, =:. / —^——^ ch 4- ( "T -̂̂ i- ̂ <;•

Jo I"~"( ^l+e l ^

Nous devons maintenant obtenir d'abord le développement du terme
complémentai re suivant les puissances descendantes de n.

<S. Pour embrasser en même temps les deux cas, nous posons

f1""5^^-"^ F90 v^e-^ ,
^—i -T^^^j^j^^

et a == m 4- Y]*
La méthode a suivre ne se distingue en rien de celle que nous avons

déjà développée à l'occasion da logarithme intégral, et il suffira donc
d' indiquer brièvement les calculs.

Dans la première intégrale

r^ ""£ ( cp-v\m1 il£_)^e^d^
Jo ^^

nous posons
ye-^^: e-1-^, î — v == \j^x 4~.. . ,
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el l'on obtient

.1-3^,^)^ ^ , A , . A , , .^^
i -- 3 / ^e—vy/i /••* -ï ,

-———'— e-'^ dv == ^ e-^ \ e-'11^' ( i + Ai x + A.^2 -+-. .. ) ,
1 ~" ̂  " J.. /T ri •7>..'„ -•-• • ^-"---— • -,„

A,, rL> élant des polynômes en YJ.
D<ins la seconde in tégra le

nous posons

et l 'on oblient

r'^ (^""^(^e-v\m.
^^e^cl^

^^=r^

^e-^ ̂  e-1-^', v •— i '=-- \/9. x 4-. . .

r " (çQ-v\nt , p ,/
i \———> e--^ dv •=. — - e^ \ e-711^- ( i — A i ̂  4" A. .r2 — . . . ) — .
/ ï ___ / i A 0 / " • •/•«•A+î ' '^( 2 ^g./î </

Le développement de S^ se trouve ma in tenan t à l 'aide de
^aa

S/,, := e-^ ^ ^-wlya ( AI •+• A 3 ̂  + A;; .Z'^' + . . . ) ̂ -,

^O

Û I /» , / 7r / A J A r î . 3 , 1b//, "„-:•: - e--^ { / — Ai 4- - A,3 — 4" — Aj» — -r ...2 y /?z \ a m 2.2 m^

ou bien

s/,, -= <- i/^ F-, + r + f- ̂  - ' ̂  - - n - " 'y <îfn L ° \° 4 ^ i3^,——— . , „-,,„ „ -p. , — ^ —— ^ - — — ^^ —— —r-ï-
<îm L 6 \6 4 6 i3oy m

^ î ,. 7 . î « ï , i3 3a3 \ « "
^^'^ ^^rl 4"^.' / î !" i88^ + ̂ 090) ̂ ^

f t ^ ê l ^ P i nnOn en conclut S^ === o pour Y) = Ro ̂  — -+- - ' I ou
ift, Dt

/ . î 109 64oQ(2 ,1 ) , a ̂  m - - .4- ——— - T-S-T—.
6 3â4o/^ 4o824ow2

9. .Dans le cas de l ' intégrale
^sina^ ,r ' ^ s in aj ..^...——cUi,,

ï +• ^2
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la résolution approchée deR^== o est donc donnée par les développe-
men t s
, , î iqq 64oQ(22) a= in — - + —^— — ' -J-—-^

6 b4ocm 1632900/z2

., ^, î î T ÛQ
(28 n= -a-^r — — —^ +. ...

2 1 2 6:i 80 a

Pour n= i, on aurait , d'après (22), la racine de ( b-nl^^^ = -1-Jo 1 + ^ ^
approximat ivemeni égale à 1,86012. Pour calculer la va leu r exacte,
nous observons qu'on dédu i t de la formule (16), en r emplaçan t — t - ^

î r i l
par - —— +• - ——?1 a r — v 2 î -h p

^^^^^^-an(^)^^.n(^^

en sorte que l ' équa t ion à résoudre par approximation est

ï i , // , a et2- ci3 \
- :.::„ - e-^ € •-t~ loga -+• - -+• ——r -l- T-r-n -t- ...a 2 \ ° j 2.a l 3 . 3 Î /

t f ̂  t ^ C^ C^ \
— - 6^ € + logût — - + ———, — -^—. -r . . . .

2 \ ° î 2 . 2 ! 3.3! /

On trouve a == 1,85986 et Ferreur de noire formule approchée dans ce
cas extrême 0,00026.

10. En remplaçant, dans la formule (21), m par in + î , on t rouve
que, dans le cas de l ' intégrale

r^ u cosau
-j^ -T^r^

la résolution approchée de R^ = o est donnée par les formules

/ ,. 5 IQÛ 64oû( a4 ) a ==: 2 n 4- - + —^-^——- — „ < ± ; — —
6 324^(2^+1) 400240(2^ -4- ï )

. ^ . l 5 IQQ
2.3) , ^= -a — — — —— — . . . -

2 12 64800

Ces formules donnent une approximation la rgement suff isante; en
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prenant /<?. = o dans (2/1), on aura i t 0,87905 comme va leur approchée
de la racine de l 'équation transcendante

r " K c.o^au ,
/ ~ ~ . -2 ' du ̂  — i ̂ -a •li ( ̂  ) — I- e^ 11 ( e-» ) -== o.

La va leur exacte est 0,87964.

Développement en série semi-convergente de lo^T(ai).

11. Avant d'aborder le développement de logT('<^"), nous croyons
u l i l e de résumer ici le résultat auque l on est arrivé par l 'étude du dé-
veloppement de Iog]T(a), en renvoyant d'ail leurs pour les démonstra-
t ions an travail de M. Bourguet.

Le premier travail r igoureux sur ce sujet, qui est dû à Qmchy, a son
point de départ dans cette formule à laquelle Binet é t a i t déjà ar r ivé ,

(26) logr(a)=(^-i)loga-~a4-i.lo^27i+ rf——^^L^l}^^
J, ^«—ï u a/ u

Pour obtenir le terme complémentaire sous forme f inie , i l est p lus
avantageux de par t i r de l'expression

(27) logr(a)==(a-~ | ) logât -a+i- log^+ 1 - f^—^logj

et l'on trouve

du . ( i

;' 1 n du

^JQ ï4~ ̂
- , du , / î— î ___ lo0' ( ______•
^ JQ ï •+ ̂  b \i —• e-^^

. ^^^(,8) ' =^L^JB^^ ^ __!.___--o
j 1 . 2 1 ^ S.4a3 " """' in—i^na^-1^ /i. 2 Ct

n 1 r u^ i f î \,
^rj, TT^10^^^^)^

M. Bourguet trouve que l'indice du plus peti t terme est le premier
nombre entier supérieur à-n:a + ̂  -+- ^—, et il donne comme racine
approchée de R,, — B^ == o l'expression

3 3
TTO •+- 7 — .y———"

4 0 2 7T Ct
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On conclut de ce qui précède que le reste du plus petit terme est, à
fort peu près, égal à la moit ié de ce terme. En posant r:a ==n -h" Y], on
peut développer E^ suivant les puissances descendantes de n. Comme
nous aurons à exposer plus loin un calcul analogue dans le cas du terme
complémentaire d'une série de seconde espèce, nous nous bornerons
à donner ici le résultat suivant, :

(^9)

/ ç^a r-i f î , 5 \ i

\Rn^^\^~'~^rr^^)^
[ i , i „ 1 7 . , i 6 r \ i^ U^ 3"^ y^ s^ ̂ )^ •

On peut en déduire encore sans difficulté la résolution approchée de
l 'équation —^==0; nous t rouvons

x î 3 • i i3
TT a •==. n — -7-4- "•";— on n =• r.a -+- 7 — —;—..—.

4. gb^ 4 (p7:a

i2. Nous al lons nous occuper main tenant du déve loppemen t d'e
]ogT(ai\ Observons d'abord que, d'après la définition de la fonction Y
adoptée par Gauss, on a

^•t i l r ^ n ,
r(^) ̂ Lim ————-————.——. (. - c.)..

^^"^^V^TJ'- 'V-^J
En se r appe l an t la loi de mul t ip l ica t ion de deux nombres complexes,

on en conclu t qu'en posant

(3o) r (aO=R^S

on aura
/ / a^ "\ ( a2

R=r:^/^(i+^)^+^(^+^

c'est-à-dire

(3i) R^^

et puis

27T
^(^â_ ô-TCa)

(3ît) e==Lim(a log / z rp^ - aretanga — a rc tang^- - . . .—arc tâng^) (/r-=cc).
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Il fau t p rendre le signe supérieur ou inférieur selon que a est positif
ou négatif, et les arcs doivent être pris entre les l imites ±: -• Dans la
s u i t e nous supposerons toujours que a est positif.

Comme l'on a
logr(^Q=:logR4-0^

on voit que nous aurons à nous occuper seulement du développement
de la parlie imaginaire 6). On pourrait , dans cette recherche, partir de
l'expression (S^); mais il est beaucoup plus simple, comme nous le
verrons, de se servir de la formule de B i n e t

l o g r ( ^ ) = ( a — | ) l o g a — a - l - 4 I o g 2 7 r + f (——— — t- -+- ï ) — — ^ .
J^ \ ^ ————— I a --Î / "

13. En établissant cette formule, on a en vue ord ina i rement seule-
ment les valeurs réelles de a. On voit cependant fac i l ement que rien
n'empêche d'at tr ibuer à a une valeur imag ina i r e que lconque , à la con-
dition toutefois que la part ie réelle de a soit posit ive. Les logari thmes
qu i entrent d<ms la formule ont une déterminat ion u n i q u e par la con-
dit ion même que la variable ne doit jamais f ranchi r l 'axe des y.

Cependant, comme nous voulons changer ci en ai, q u a n t i t é dont la
partie réelle est nul le , il est nécessaire de justifier cet te opérat ion.

Evidemment , cette application de la formule de Binet sera justifiée
si nous faisons voir :

1° Que Finlé^rale

f7 Ii ^
a un sens;

2° Que cette intégrale est la l imite vers laquelle tend

FY j i i \ e-^-^11 ,s i _i \ ____ nu. , —„——— — . _ ^ _ _ ——————— ^ ̂
J^ \ 6^—J U 9.) ii

lorsque la quan t i t é positive b décroît indéf in iment .
Le premier point est à peu près évident , car la fonction

( _ r ( l \ r — V f)l

\ e" — t a 2 / u ^ a14- 4 /^ ̂  '
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qui entre dans les intégrales

C ^ ( i i i \ cos an , F ^ ( i i i \ s i n ^ / / ,i -— — _. -4- _ ———— ̂ , 1 ———— — _ ̂  _\ ———— ^ç
J,, \^--i // s/ z/ y J^ \eu—ï u 2,/ // ?

est positive et décroissante; elle devient infiniment petite pour u
Le second point à établir revient à mont re r que les intégrales

r ,̂ == oc1.

M = f (T—^- (i — e"011) cosau du,

N = j ÎLJf- ( r — ^~&") sin'(2^. r/f/,

où nous avons posé
? ( ̂  ) ' e" •— i u ^

convergent vers zéro en même temps que b.
y^

y/.Nous remarquons que les fonctions ̂ (u) et •r—— sont toujours f inies ,
et décomposons M en trois parties

M ^ ::̂  j Î̂ J. ( i „.. ç-^« ) cos au du,

A^ ±^— f î _ e-hu ̂  ç0g ̂ ^ ̂ ^
/ uM.

- J,

My'-^ f • — ( i — e ~ 1 " ' ) cos au du.

Vï

On a évidemment
,^ , ^ / . -/^ r '<?(")Mii<(i-c-*) r

»,/o
J//,

donc

Ensuite
limMi -=-•: o pour b == o.

^ \/1

M, | < f 'î^l (x ̂  .^-) du < 0 ~ .-^) ^. ̂  ̂ ,

1 Mg | < (i - e-^) 9(0 logi/^

^^/^. À? r7^. Normale, 3e Série. Tome IÏI . — JUILLET 1886. 29



220 TH. STIELTJES.

': désignant u n e valeur entre i et t /~- On en conclut

î imMâ==o.

Quant à Ma, en appl iquant le second théorème de la moyenne,

f fW^Wda-^/Ça) f ̂ )^+/(^) f ^(x)dj^
v n va «-•"y]

où la fonction /(^) doit varier toujours dans le même sens,

M3 ~= (s — e^ V%) f ^-?/ ces au du 4- ^ S'iiiZ cos au du.

VT;

Mais l 'intégrale f ^-^co^audu ayant un sens, les deux intégrales

qui figurent au second membre convergent vers zéro et I i m M : î = = o .
On conclut de toul ce qui précède l i m M === o, et la même démonstra-

t ion supplique à rinfcégrale N; donc aussi l imN-"=o.
D'après cela, il est permis de changer a en ai dans la formule de

Binet, et nous obtenons ainsi

{33) îog'R -=|-log2TT — -iloga—|-7ra-+- f —'--2 eosaudu,
•^0

Tr C^ ^(.u)( 34 ) © == a îo^ — r/ — y — f 1—'- sin au du.
"î i/'o

14. Nous avons à transformer d^abord les intégrales qui figurent
dans les seconds membres. Soit

V^rSiî^e^du,
J. u

en substituant y ̂ J^-^ au lieu de ç(^), nous trouvons

' v —V f Ĵ̂ Î L ~ V -L f00 ̂ âw!a^ /^Là]\ ^TPpï^1^^^^ -^-^^.
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Nous avons vu déjà (n° 7) qu'il est permis de remplacer, dans Fin té-
grale

/^'Ja ç^na/ii1 ——- clu,
J, I -4- «2 ?

l ' in tégra t ion le long de l'axe des x, par une intégration le long de
l ' axe des y, en évitant par un petit demi-cercle de rayon £ le point i.
On obtient ainsi

^e-^^i( f''^^^!!^^^ f̂ ^ !̂!!̂2 U l~w-^ J^ ^-^ ,,/
et, par conséquent,

V^log^^

4- /^ f^^Lieç——__ ̂  i f •^_ 100. - 11 V
\ ̂  J, ï — ^ & .« - 6--^^' TC J,̂  i -- r2 b i —e- ̂ f)J

donc
/•» 00 i . l \

( 35 ) / 2—^2 cos ûîz/. (r^/ := -1- los' ——î'——.,
Jo ^ 2 ^ i •— ^-2TCrt

( f c o ?(^ ) . / i r1 "2 ^ , i& I -'——' s mciu du ==, — / ——— où" ___—
(3,) U, -/ .̂ ,-.. .^e——

l +ir-^ioo.__.
l 7r Jl ̂  £ - I ——— ^>2 ° J -*- ^CT2TC/^'

En po r t an t la valeur (35) dans la formule (33), on retombe sur la
valeur f inie de R déjà donnée [formule (3i)~j .

15. En employant dans le second membre de la formule (36) l'iden-
t i té

-^—3 == 1 + ̂ ^ . . . -h- t^-2 4- --^——,

on trouve, en ayant égard à la fo rmule

(87) ^ ( (^•--21 oo-__L^—^p—___^l___
" ' / / 7r^, & ï-^"2^ (2A,•-Ï,)âÂ-T/2/ l"î
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(qu 'on obtient en développant en série le logar i thme) ,

(38) r^^à smaudu= -B— -h B— +.. .+ .————B"——^ + IL,v ' j u i .a.a 3.4..^3 (2 / î—i^ /za-^" " 1

,. j f1"2 t'^^, i i f0 0 î ^ J t , ï
^^ Tir^^T^ri^^^ï^^rr^1^^^

C'est la série semi-convergente que nous avions en vue; le terme
complémentaire se présente sous la forme de la valeur principale de

r fc2"^. i
__ 1 _______ j n o* ____________ .

n j i~ ̂  & i —e-2^

II est intéressant de rapprocher de cette formule la forme du terme
complémentaire dans le cas de la série de Stirling [ fo rmule (^8)[.

La série étant de seconde espèce, il nous reste à déterminer approxi-
mativement la racine de l 'équat ion R^== o. Pour ce la , nous dévelop-
pons cFabord K,^ suivant les puissaî^ccs descendantes de n.

i6. Le premier terme du développement de Iog—_-;"^^; é tan t
^-27^ ^ous considérons d'abord au lieu de B,^

/, 1 — s ïn Q—Î TCC-/. v /'*=& ç, 2 //. Q~- 2 Tca v
71 S,,-"-" I ———————• ̂  + 1 ———^———d^

./, ^-^'^ ..̂ ,3 i^--^

ou, en posant ^(2 == /z -j- T],

/t l"~£ / (^~-i'\ïfi. /•'y-1 /p^-^y2//
^^ ^—L.o--^^^ ^——^e^d^

Jo ï-^ J,..,, ^-^

Le développement de S/^ n'est plus à t rouver , nous pouvons l'écrire
aussitôt d'après le résultat que nous avons obtenu dans le n° 8. En con-
servant seulement le terme principal, il vient

S/,-=(^ •+"-1- )<-^ „,
\ Ï ̂  j y // 7T

' i /T
V^r'

Nous avons à évaluer maintenant l'erreur qu'on commet en prenant
S/, au lieu de R^. Pour cela, nous développons en série le logarithme;
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le k -h i1^ terme donne lieu à cette partie de R^
^ • /•* 00 p2// ^— 2 îTO ( /t--i-1 ) P

————— y p / -———————— rZp.
^(^•+1) I Jo ^^

En développant
/ îâ/z/ i '

. l + t^ 4- . . . 4- t^^ -4- ———^ ?. c>- i — t'"

on trouve

__L_ fT(3^+ï) _ r(_a_/j_j^}
^(yTirT) [ A 2 ^ - 4 - 1 " " ~l~ A2^4-3 •

Îĵ t̂̂ ^ZL1) ̂  v n r ^
^2rtA--f-2/?~l 1 1 ^ /

-*^s /^^(Â'1-»-!) ^—Ac
.»••> T ______ //,p• ij • g ~ 1 — " ; ) '••"• '
* / r _ ^"1 A2rtÂ--f-2/?~l 1 " ' t / r — ^

^,X <,.' Q

en écrivant, pour abréger,
'a TT a ( k + i ) == A.

Les termes diminuent d'abord et l 'intégrale est de l 'ordre du der-
nier terme. C'est ce qui résulte, en effet, de la discussion que nous
avons faite de la série semi-convergente pour j T^r^i^ (n<) 8)" La

quan t i t é à évaluer est donc positive, mais n 'a t te indra pas nk fois le
premier terme ou

nk r(2/ij^r)
^^T) A^4-1

En remplaçant TÇ^n + i) par sa valeur asymptotique
/2 /A^

• 2^nrt[~~^) ?

on t rouve, à cause de ira = n 4- T], •

__^L_ v^ r ^ î
^( /C^. l )2 / î+2 ^^ [(.(^4,^)J

/ /^ N3^'
ou, si nous remplaçons 11:0 par n, ( ^qr^y P^ (r^^

- /^1 .-2^ . /Z ̂  ___^__—— ̂ -^. . /___.
pr̂ yî ie y ̂  - (^ + x)2^i y ,ZTC
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La somme des termes négligés ne surpasse donc pas

.-^/l1 ^ _ _ , I ' ,,. l . ^y /z7T v22^1 "T" 3^^ + ̂ l " • 'y
ou

_ZL.T.-^i/C1

a^1^ V.^

T étant une fonction qui converge vers i pour n == co.

On voit que le facteur qui mu l t i p l i e ^""^^i/-^ décroît p l u s rapi-
demen t qu'aucune puissance négative de n ; d'où l 'on conclut que, pour
développer R/^ suivant les puissances décroissantes de n^ on doit s'en
tenir à S^,, les parties négligées n 'ayant a u c u n e inf luence sur ce déve-
loppement. A l'aide du n° 8, nous obtenons m a i n t e n a n t

(R^^^/ZlY^+JL^f1^^^
^ ] l y n ÎT | \ ra / \ 3 4 r a 040 / //.

! .+. (-L y^ — 7 .^^ + - l^ ̂ 3 4_ ̂  .^2 ̂  _1.̂  .̂  4. _^^y.L^- ^+ ^+^^2^^__^^^___^ _ _ ^ ^

\ \ io 2.4 i8 4^ 1 1 ^ 2 967Ô8/ n1

On en conclut la solution approchée de l 'équation R^== o par l 'une
ou l'autre des formules

. , , I ÏQQ Ô/jOf)(4o) TC a = /z — - — - + - ——-^—. -^ i : . 7 + . . . ,
19 12960^ 3 2 65ç)2o /^

(4ï ) n==7ra' .L . . ._JM^
ï â 12960770

La série étant composée des mêmes termes que ceux de la série de
Stirling, Findice du plus petit terme sera encore, d'après M. Bourguet,
le premier nombre entier supérieur à 7:0 -h ^ -h ——- On voit donc
quele changement de signe de R^ s'opère dans le voisinage du plus
petit terme, comme cela arrivait aussi dans les autres séries de seconde
espèce que nous avons étudiées.

17. Pour avoir une idée de l 'approximation avec laquelle nous avons
résolu l'équation B^ == o, nous avons pris n === 3 dans la formule (4o)?
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ce qui fourn i t celle valeur approchée de a, qui est un peu inférieure à
l ' un i t é ci === 0,9300. (En p renan t n = i, 2, on serait conduit évidem-
ment à des valeurs de a beaucoup trop petites pour songer a appl iquer
la série semi-convergente.) Pour résoudre l 'équat ion R;( ==- o rigoureu-
sement, il nous faut un moyen de calculer 6 avec exact i tude . Pour
cela, nous remarquons que la série bien connue

logT(^) -==.— log^ "- <Ê^ •+- { S^2— i- S3^3-)- i S,,.z-1--...

donne, en remplaçant x par ai,

©^^Î^Ga+^a3—48^4-"-^a7 •--....
,ï

Pour augmenter la convergence, nous écrirons

0 -=. — _ — apc tango +(i — €)a

+i(S3-I)a3-KS.-ï)^+^S,~I)^-....

L'équation à résoudre é tant

B ==: a \wa — a
4 s 2 cï. 3 6 o a3 i a 6o ̂ ;i

nous trouvons que la racine est comprise entre 0,9276 et 0,9^77. L'ap-
proximat ion est très suffisante; mêmepoura == i, la formule (4-0 donne
la racine de R^ === o par rapport à n, avec une erreur infér ieure à 0,01.

Nous résumons ici le résultat que nous avons obtenu :

T(€n)=Reel,

R: ^ 27r

/. , , 7T Bi B^ ____B^_ _ _
(4'î) { " - a loëa ~ a w 4 "w 7720 "" 3^^ ""'•"""' (2~/Z ~ I) 2 /l^--1" "•

—. î 100N =-7Ta-+-—-— —-^—,ï â 12960^0'
^—2TCrt

Ordre d'approximation.. . . . ——•
71^/0

Pour a == î , N == 3,22; en appl iquant le procédé indiqué dans Pin"
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troduction, il v ien t
6 =r — i, 872803 — o, oooSgS ?..

On obt ien t deux limites en prenant "X==o , À == i ; la v a l e u r À = 0,20
donne une valeur plus approchée

-1,8724.34.
La valeur exacte est

e=—1,8724.3664726243. . . ,
©=—1,070 , rô^, 782.

18. Supposons que la variable z décrive la partie positive de l'axe
imaginaire, alors nous pouvons i n d i q u e r c o m m e n t se comporte la fonc-
tion holomorphe •r—r- En effet, ayant —— = "r^"'^» - ^ — Q sont

les coordonnées polaires du point qui représente — — , 5 et nous voyons
que ce point décrit une spirale, le rayon vecteur se m o u v a n t dans le
sens négatif et croissant rapidement. L'angle de la courbe et du rayon
vecteur, dont la tangente est à peu près égale à r loga, tend vers 90°.
Nous avons dressé la petite Table suivante pour faire connaître la forme
de la courbe dans le voisinage (le l 'origine :

^0. ^.

• A , 0 . . . . . .

-^a......
^4......
2,6... . . .

%,8 . . . . . .
3 ,o. . . . . .
3 , -2 . . . . . .

3 ,4 . . . . . .
3,6.. . . . .
3 ,8 . . . . . .
4 ,0. . . . . .

8%.
73.

.. . 64.
53.
4i.
-29 .

i6.
, , 9.,

. . — U .

.. —-26.4.0,7

.. -4%.

34,3
5l , (
7,6

9,8,4
57,7
38,8
35,0
48,9
37.0

20,2

i3,o56
ï8,747
26,8o<S
3<S,-20-<
54,%77
76,919

108,765
i53,493
%i6,î>.4f
304,170
4^7,^71

o.. . . . . . . . . . . 90. o o o
o , % . . . . . . . . . . 96. î6 I o 207
0 , 4 - . . . . . . . . . loi .5-2 i o 453
0 ,6 . . . . . . . . . . 105.37 6 o 784
o, 8 . . . . . . . . . . - ï 07 - '.î5 9 T ^^o
ï , o . . . . . . . . . . i07.i7 o I 9 I 7
î , % . . . . . . . . . . 105 .190 a 877
ï , 4 - . . . . . . . . . ïoi .49- ^ 1 4 ' ^ " ^
i , 6 . . . . . . . . . . 96.37 o 6 '23o
1 , 8 . . . . . . . . . . 90-1 1 7 9 °47
% , o . . . . . . . . . . 8a»34 3 ï3 o56

L^angle — (M) commence à croître de 90° jusque un certain maximum,
dont voici la détermination :

a=,o,88882, '—Q-^io^'îô1'^, ~-=ï,5oo3.
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Après avoir dépassé ce m a x i m u m , l'angle — 0 décroît constam-
oient.

19. D'après ce qui précède, il est permis de changer a en ai dans la
série de St ir l ing; en arrêtant la série à son plus petit terme, l 'erreur
est du même ordre que ce terme. L'examen des conditions sous les-
quelles on peut se servir de cette série pour des valeurs imaginaires
quelconques de la variable se présente na tu re l l ement , mais nous ne
l 'aborderons pas. Nous rappelons seulement que, dans le Tome 56 du
Journal de Crelle, M. Lipschitz est arrivé au résultat suivant :

log^(.)=:Ilog^+(.-i)log.-.-^-B--...±.„Bra,^^R„;
1 . 2 . Z ' " (2 /Z—l)^ /^ , ; 2 ^" 1

____B^i s 4- e ' i
( 2 n -+- i ) ( 2 n -h 2 } a2"-4-1: a -h bi, R/,

£ e t £' restant compris dans les l imi tes ± i . On suppose de p lus que la
part ie réelle de-s, a est positive.

Comme on le voit , cette l imitat ion de B.̂  devient complè tement i l lu-
soire lorsqu'on fait tendre a vers zéro; mais M. Lipschitz n'avait pas à
s'occuper du cas a =o, et la l imitat ion du reste auque l il s'est arrêté
suff isa i t pleinement pour le but qu'il s'était proposé, qui était tout
autre que celui de vouloir déterminer avec exacti tude quels services
cette série pourrai t rendre pour l 'évaluation de logr(-s).

Étude des intégrales de l'équation différentielle
d^z i dz _
da2 a da ^

20. Nous rassemblons ici quelques-unes des formes principales sous
lesquelles on est arrivé à présenter les intégrales de cette équation dif-
férentielle. On trouve d'abord cette intégrale , qui est ho lomorphe dans
foui le p l a n ,

a3 a' a6

(43) j(,)=^^+^

ou

(44). ^ .̂C

22 22.42 • ^U2.^

cosau du
^ J^ i ^/T^'u9-

Ann. (le l'Éc. Normale. 3e Série. Tome III.-- JUILLET 1886, 3o
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Une aut re intégrale est de la forme

J ( a ) l o g ( a ) - h R ( f f ) ,

R(a) étant holomorphe dans tout le p l a n , et, in tégrant l ' équat ion dif-
férentielle par des séries, on trouve cette seconde intégrale

a- a' a- a" ci1
- . . . lo.iïa-t- -7 ,(i+i)a2"" ^74i^ l^ï^^3i74i762 v^2^

En désignant par ^(^) la dérivée de logT(.r), l'intégrale générale
est donc

\^ a2'1

^-^"^^'...(a^)2

\ + BS(- •)" ̂ .^nr ^oëa- ̂ 't 4- ') + 'Hï)ï ;
' 0

mais la seconde intégrale dont nous nous occuperons est celle-ci :

,. / , a F ^ cosaf/ .K ( a ) =. - i ——^— ^//..
TTj, U^^yTT ̂  ^/^2-_:^

Celte définit ion i^a un sens que lorsque ci est réel. Pour opérer la
con t inua t ion de cette fonction pour des va leurs imaginaires de l'argu-
m e n t , nous considérons, en supposant a réel et positif, l ' intégrale

-du. On peut remplacer le chemin d ' intégrat ion OABC(.y?^\ 2)

Fi^. à.

+i
Q \ A B "

par u n e intégration suivant la partie positive de l'axe des y, transfor-
ma t ion ana logue à celle d o n t nous nous sommes servi dans le n° 7.
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En supposant \ju1 — i == 4- i à l 'origine, on o b t i e n t

F^ e-^' , i F 1 eani du. /'co e 6 1 1 1 1 du^ -——^- c^ = - i —,.——— -h i -————->
Jo '̂ ( -+- ^ / Jo ^ j — u2 Ji v«/2— j

et la comparaison des parties réelles et imaginaires c o n d u i t à ces for-
mules
, / , ^. , 2 f ^-"" , 2 r 1 smatf .
(4.7) - M^) == - 1 ———— du — - I ———— a//,v / / v / r.J, ^/x-4-^ TrJ, v/ i-/^

/ / o ' . ï / ^ a /"00 s in^^ y( 4 ^ ) J ( a ) = - - / -———du.
^^i v ^ 2 — !

La relation (47) permet de continuer la fonction K(a) dans toute la
moitié du plan où la partie réelle de la variable est positive. On vérifie
aussi directement que les intégrales

f e-111^ , r 1 s'mcuf. ,I -—-====-• du, f ———— du
Jo ^ I + l^ ^u \/ i — ^

satisfont Fune et Pautre à l 'équation différentielle

d'2 z ,i clz ^ _ i
da2 a da ^ ' c i ,

et que, par conséquent, K(a) est bien u n e intégrale de l 'équat ion dif-
férentielle proposée.

En supposant toujours a réel et positif, n o u s t i r o n s d e l ' équat ion (^j)

,-. .. à r^e-^du 2 r 1 sinaul ,
(49) K ( a Q = : ~ ( —==- _ / ^.^^-^du.

7r JQ \j ï -h- U^ • Tr Jo V .1 — tf

Pour s impl i f ier , nous remarquons que l'on p e u t , dans l ' intégrale

/ '̂ ^-r^:? remplacer le chemin d' intégration OA par OBCD •( fi^. 3 ).
,, y''•+•«' . .

On obtient ainsi

r^ e^^du .r^e^'du r^e-^daj. ______, -"̂ " » • __••——"" ~t-~ 1 '____" •
Jo ^T -h u1 Jo \/J — u.^ Ji \ /^2— r
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En changeant i en — ? et substituant dans (^9)» il v i e n t

/ r " 1 />^ ̂  -
K(^)==—— f ^—

^o \A
^ /"^^-I-Ê?-^ ,

1 =— <^^ -4-

/o \ri.—it-
3 raoe~andu
TC^ J^^1
^r \A

c'est-à-dire

(r3o) o /'00 p—a.Ur/î/
K ( ^ , ) = - / J ( ^ ) + - ^ / ff—==:.71 ̂ i v^'2 — ï

F^. 3.

sr1

21. Nous nous arrêtons un instant à la déterminat ion des va leurs
qu'il faut at tr ibuer dans l'expression de l'intégrale générale (45) à A
et à B pour retrouver la fonction K(a). Cette détermination de A et B
a élé donnée par M. H. Weber dans le Tome 75 du Journal de Borchardt,
On peut l'effectuer aussi très simplement ainsi qu'il suit.

D'après la dé f in i t ion , on a

î r / \ ̂ . C95 cost^ __ r 1 cos^d^ r " cos^c.^
,1V. \, U' f —— j . . - „ . „ „ ._ . —— g ,'^^Z^Z.^Z.^ } y '.-̂ ..̂ ^̂ 'S -̂-

'•î J. i/^.-a2 J. i/^—^.2 J. ^c2—^'. ^ J^ ^T^a1 Ji ^/('>2—"(^
et

r ^os î' ̂ ^ — c d{) /* ï — cej^ ^^^"^ '"j/, ;̂ -_-̂ . j .̂ -̂ -r 1 c o s c À ^ÎL
v^2"— '̂

• cos^ rit'

—logi
J .+. t/ I —— ^5. r^ j — co se ,i ï — CD S ('

l, ^^^

j ____, //c
./ ,/^rz^

^.(a), , , / /———;\ F i — c e s c , /<6C cosc^/t 'loga =r log( ï + l/i — ^ 2 ) — / —===— d^ •+ / ~-—^=.^ ;
J t/7>2_^2 J i/(^..-.^2^ ^-""^

donc
f ÎT 17 / \ i "1 i (^ J — C O S C , /^ïo COSï^/f>im - K \a)+ loga == logâ — f ———— ̂  + J »-.———— ;Lim - K ( ^ )
L2 Ja=o J/, t\ J. ^
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Le second membre est égal à l o g 2 — c , € désignant toujours la
/"» ao

constante eulérienne. En effet, \ ̂ i wsvdv == r^^cos-^ ou
JQ ^

in/ N P^p\ /.« ï — 1 (p 4- I ) COS -—
j (?P-I (1 — cos c) dv — 1 ^p~l cos (••' d{' = ——-————————.

^o ^ P

On en conclut pour p = o, à cause de T ( p -+- i) == r — ep 4- . . . ,

/" I — COSC , F " COS• cosc , F cosc ,. ̂ t? — / —— ci^ ==- €.& —————dv— \ ——
Jo (î J, ^

La relation

(ai) Lim ^K^a) -4- loga ==; ]og2—€
L2 J«=i)

donne sur-le-champ la déterminat ion des constantes A et B, et il v i e n t ,
en se rappe lan t que ^ ( r ) = = — (£,

(53) ^^-S^^h^^^')
0

En changeant a en ai, il faut remplacer loga par loga + î?', et h
comparaison avec (5o) condu i t au développement

/.^ F00e-^du. V a2^ r, a
Oo) ^ ^^^^^^^

donné par Riemann, de l^une des intégrales de I n é q u a t i o n

d'2 z ï d^
da1 a da ^ ~" 7

don t S (ai) est une autre intégrale.

22. On peut changer en intégrales définies les séries (S^), ( 53 ). En
prenant la dérivée par rapport à b de la relation connue

9. i -n"2^a f ̂ -« (ï - «^-< j«; = ̂ '̂ ,
J I ( . a - t - < 0 )
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i l v ient , en posant ensuite a = n 4- ̂  b r== ^

'rj.)2 1 U.-
j 0 g ( l — ^ )

^/I — / / 2

1 . 3 . . . ( 3 / ? , — - l )
- [^(^-^(^- i- t) ]2 . 4 . . . ( 2 / À ) '

el a/"^o

_ 1 . 3 . . . ( 2 fi — 1 )

"~ ""2.4. • .(3/iy~
donc

i .3.. . ( 2^ —• i )
"~a74—^^-- TT l ûg - - { - ^ ( / Z + l )

^1 ^2/, .-
-=: 2 f "7======- ^(1)^ ^-^L1-;̂ =̂  ^œ+Iog^- log( r -«2) ,̂ .

En substituant cette valeur de logî 4- ^(/z+ i) dans les formules
(52), (53), il vient, après une légère réduct ion, si l 'on observe que
^Q) == — G — log4»

^"•• f̂ COS^^

^ — l/_! \/î — U-

^e-^clu . f4"1 e^r " e-^du r "
7T 1 ——==: == f

^1 \t'U2—1 J^i

[— € — Iog3a(r — / / à ) ] ̂ ,

[— € — logaa(i — u^)] du.
/„! \ / I — — ^

23. Nous abordons maintenant le déve loppement en série serni-con-

^8' 4 -

0 A+l

vergente de i ( a ) et de K(a). Considérons l'intégrale f1-^^ dont
^ Jo \/ï — z/2

la par t ie réelle est ^ S ( a ) . En intégrant sur le contour fermé OABCDO
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(fig, 4), l'intégrale est nulle. Il est évident aussi que l 'intégrale étendue
sur CD converge vers zéro lorsque C e t D s'éloignent indéf iniment . On
voit donc que l'intégrale de 0 vers A est égale à la différence des in té-
grales sur OD et BC, en supposant que C et D s'éloignent indéf iniment .
L'intégrale sur OD s'obtient en posant u = iv, celle sur BC en posant
u == i -+- ^. En ayant soin de donner le signe convenable au radical
/ i — u2 dans le p o i n t B, il vient

Jo \/l-^

ou bien, en faisant attention à la formule (47).

(56)
/ Tt \ .S'—!)' ,, 2 p—av //p fl-r-

,J___ ==^[J(a)- ;K(«)1.
a -4- w 2

On en conclut les expressions suivantes de J(a), K(a) où nous avons
posé encore av == u

, î(a) =--

(5?)

K(a)

(58)

V-â V71

M. Lipschitz développe maintenant les fonctions réelles
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à l 'aide de la fo rmule

J(^)=:.r(o)+^^(o) +...+ ——{in——^-^(o) 4-—un-—J^(À^),
i .2. . .(n — i) ' / i . 2 . . . n ' '

À désignant une fraction positive. 11 obtient ainsi

e- " a~ î /———== + ——== \ du
i / lu / iu \
[ V î — — V !•+•— /\y 20 y 2a/

Ut / lit

(59) ; ^ W ^Fa V 1 4 - ^ /

=: 9 r r — I t2 t32 ,̂ ĵ̂ .32.!.-̂ ^ —^ 2 •D 1
'"'^L1 I .2.(8^) '2 4 " " - - - - ̂ -^^•^^^y^y^1, ̂ ^.J'

-.^L^^^3!!5!^.. ^ i!-32--^^1^3)! -ir11 ""' ' v il.S a ï . 2 . 3 . { 8 a y 1 ' " ^ T^. ̂ ^^z^-^ ̂  -\- ^,/,J •

On voit qu 'on oblient ainsi en même temps le développement de
J(a) et de K(a). Quant au terme complémentai re R^, la mé thode
adoptée par M. Lipschitz lu i permet d'établir que la valeur absolue de
B,, est inférieure à T,,^. De même, R^ est inférieur en valeur absolue à
T^. On peut resserrer un peu ces l imitat ions, et faire voir que 1̂  et
B,, sont positifs, ce qui en t ra îne déjà queK^ est inférieur à T// et à T^,i,
R, à T, et à r , . En effet, on a

d'où ron conclut
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En employant Fident i lé
.2rt
l sin4^ vu

i il2- . , , / u y-^-2 . , , via.. ï — -,—- sur v -4-. .. ± { — sin/^"^ (, :
u2- . . 4 a2 V^/ ^7— sm4 v • v / 14- T— -4<%2 4 a2

on retrouve les séries semi-convergentes déjà données, mais avec ces
expressions des termes complémentai res

24. Lorsque a est grand, l'indice du p lus petit terme dans chacune
des séries semi-convergcmtes (59), (60) est à peu près égal à a. En
posant a = n 4- Y], on peut développer R,^ et R^ suivant les puissances
descendantes de ri. Pour f ac i l i t e r un peu les calculs nous remplaçons u
par 2au, col2^ p a r p , en sorte qu ' i l v ien t

_ /2'a f r " ( f^^Y" <?~2"/^ /~ff'"V^Jo J. y1^) ^^.^^y^auc^
Lorsque n est grand, ce sont seulement les parties dans le voisinage

de u == î , v --== o qui on t u n e in f luence appréciable, et quand i l s'agit
d 'un développement suivant les puissances descendantes de n, on peut
borner l'intégration au voisinage de ce point u == r , v = o. Considérons
R,^ et partageons l ' intégrale en deux parties. Dans la première, u variera
de o à î ; dans la seconde, de î à co.

Dans la première partie, on posera

ne- li == rr'1"^, î — IL = \/2 x — j ;r2 -h n- \/^ ̂  — . . ., î -4- P = ̂ ys,
À/m. clé l'Éc. Normale. 3** Série*. Tome IIf. — JL'ILLET i88'6. 3l
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et l 'on trouve un résultat de la forme

\^^ffe^e-^^ (Sa,,, x\^) dx dy.

les coeff ic ients^ , é t an t des polynômes en Y], et a^==o lorsque s est,
impair.

Dans la seconde partie, on posera

ue-11 = e-1-^, u — i = x ^a -}-. . .,
i -h v == ̂

el l'on trouve cette seconde pa r t i e égale à

Y^ff^^^^l^ ̂ ^^T] dxdy.

La réunion des deux parties condui t à l 'expression

'^'v^ï/y^2'^^^2^^^2^2']^^
et le développement de R^ s u i v a n t les puissances descendantes de n,
est

R, = e-^- i /-a- & + ̂ MdL̂  + ^
V 277 \ïn ' 8/z2 1 " • 7 -

En nous bornant aux deux premiers termes, nous avons o b t e n u

(6S) "—•VSiM^î-,^-}
et» par des calculs tout à fait semblables,

, ( 6 6 ) R.=^i/^^i^(^^ï^iV...^.
y 7T/Z2 l_2 \2 4 ' 6J H ]

Dans les deux cas, le reste du plus petit terme est à peu près égal à
la moitié de ce terme.

25. Considérons maintenant les fonctions l(ai), K(a^). La première
condui t à une série semi-convergente de seconde espèce, dont nous
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nous occuperons plus tard. Quant à K(^), à cause de

iz / ^ - T / ^ â ^we-aî''dllK(ai)=— i 3 ( a i ) 4- - / ——^^,
^ /^--i

on voit que nous avons à nous occuper, en ce m o m e n t , seulement de
la partie réelle

__ 2 /'00 f^<^
c.,-^ ^ .̂

En posant ^== i -+- -y on t rouve

ou l)ien
î i

2 , /a /"2 y"100 e-^""2^"v3 r^ fj j<L/0 ^Ô

(67) ^==^^./^ / ^
^3 V » 1 1 (; . ,i+ — sin 2 ^/

la

On en dédu i t , par le développement,

. . , ^Y~1 . , , (^)/sm"': i -~- — sin12 u +... ±: — sm2"-2 u ni -^—•-———,P . „ 2 a \tîa v1 4 - — s m 2 ^ x / • 1 -4 -—sin 2 ula 20

(68) X^-. /I f^ l2 . ^^2 ^ + ^>3^- (^^-3) 2 «- . 1
V TTO |_ i -8a 1 . 2 . ( 8 0 ) ^ " "~~ i.2.. .(^--^(Sa)"-1 "+" rt | 7

R,, =

Ce développement semi-convergent a été donné p a r R i e m a n n . L'in-
dice du plus petit terme est a peu près égal à 20, en posant 2a==n-}-7],
nous t rouvons

W R -̂,Vg[̂ ,.̂ )̂ ...].
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26. Nous devons nous occuper maintenant de la fonction

Le développement de —==5 suivant les puissances ascendantes de u,
\/î — U

condui t sans aucune d i f f i cu l t é à cette série semi-convergente

/"T" r i2 ï 2 ^ 2 i *J ( ai ) •==. ea \ / —— i -h —;,,-- 4- ——7o—rs -1-... h' ' y 2na L ï .3a i . 2 . ( 8a ) " j

donnée par Riemann, mais on n'obtient po in t ainsi une expression
simple du terme complémentaire .

Pour nous débarrasser du. radical \ / ï — u , nous observons que
F °° — i

/ (1; 2^t'' ^ 7T

J^ V -\~ .1 —• U ̂  ̂ -^-^

en sorte qu9 i l v ient
/-* i i

, , -, \ ^ r00 -? , / u ^e-^clu,( 7 1 ) J.((<^.):=: — / y À dv I —————.
^^ ^ ï-^- l- i --

L'intégration dans le second membre s'étend sur la bande infinie
VOAB (/!•§'" 5) de largeur OA == î , et l 'intégration» par rapport à u, ne
s'étend que jusqu'à u == î . Af in de franchir cette l imi te et de pouvoir
étendre l 'intégration sur une bande VOCD d'une largeur arb i t ra i re
00 == L, nous observons que
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Si donc nous excluons du champ d'intégration la bande i n f i n i m e n t
étroite limitée par les deux droites parallèles

i — u -4- c == ± s,

nous pourrons étendre dans (71) l ' intégration sur la bande de lar-
geur L, VOCD; car, en intégrant d'abord par rapport à </', Féqua-

Fi^ 5.
V f B

^

y
C l.t

t ion (72) montre que les parties qu'on ajoute ainsi se détruisent. En
faisant croître L indéfmimenL nous écrivons sommairement

(73)
^a r93 /lso Q

J(aQ^v.p./ / ^
w e-^ du dv

\ Jo '^^'^"v y^ î

le sens précis qu^il faut attacher à cette formule résultant des explica-
tions qui précèdent.

27. En employant maintenant l'identité
^-i

-+--4-ï „._ a -4- v i -i~ v (i -4- vf ' ' ' ( T 4- t^)" (ï + ̂  (i — u -l- (') '

on a év idemment

f00 r00 j^i^i.dudv — f ^"ïv 2 <^^
Y< PVo Jo (TT^y^ 7^ ^7o (x -4- ([I+^A'-i-l ̂ (I-+-^) /c-t-î

^/r ÏQ-^tU^

r(i)r(Â:+i) r(/c-^j)
y^^1) (.ar^
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ï\y
i.8a i . 2 . ( 8 < » y 2

Aa r00 y00 i^e-^ du dvV^.v.p.^ ^ (I-^'HI-^P) "7 "̂iV

i ^ S ^ . ^ a / z — S ) 2

I.2...(/^—I)(8a) r t- l

f^/ û^

• R /

C'est cette expression du terme complémentaire, sous forme d' inté-
grale double singulière, qui va nous permettre de résoudre avec approxi-
mat ion réquation.transcendanle R,, == o.

28. Nous posons 2 a = = ^ 4 - ï ] et nous développons R^ su ivan t les
puissances descendantes de n. L'intégrale

•/'/'t/n «^A

'ne- e-'^ du dv
^î + p / i — ^ -+- v ^/^

se décompose nature l lement en deux parties P et Q, que nous a l lons •
considérer séparément.

Dans la première partie P, qui est positive, on a

dans la seconde partie négative Q,
I — U 4- V ::;: — £.

llf»—ti

La fonction —— devient' m a x i m u m pour a == i, ^ == o, et l'on ob-

Fig. 6.

t ient la panie principale de P en intégrant seulement sur cette par t ie
du champ d'intégration qui forme le voisinage du point A. Toutefois,
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à cause de la ligne de discont inui té AM, il faut y ajouter u n e bande le
long de cette l igne AM. Il en est de même évidemment pour la partie Q,
et i l f audra i t donc évaluer? et Q en étendant l ' in tégrat ion sur l'aire in-
diquée dans Iay^g\6; mais, au lieu de cela, nous intégrons d'abord
seulement sur u n e aire dont la forme est indiquée dans \^fig. 7.

Fig. 7.

Nous négligeons donc de cont inuer i ndé f in imen t la bande le long de
la l igne de d i scon t inu i t é . . Nous verrons p lus tard que ce procédé est
légitime.

29. L'évaluation de l'intégrale P, étendue sur l'aire indiquée, s'ob-
t ien t par un changement de variables.

Nous définissons d'abord une fonction cp(o?) pour des valeurs posi-
tives de x par les relations

tç-t^e-^-x^ i —t=^(sc),

en supposant que t varie de o à i . La fonction ç(^) est positive et
constamment croissante^ 9(0) == o, 9(00) == s . Pour des valeurs suffi-
samment petites de a?, on peut développer y(^) su ivan t les puissances
ascendantes des a?; nous avons déjà trouvé (n°2)

(p(^) =^^——|-^2^^^^34_^^4_, . _

*
Nous introduisons maintenant , dans l 'intégrale P, les nouvelles va-

riables oc, y, en posant
,,p— u
^L—. -==: ̂ i-^-yue-'"'

T^r'V
I — ^-j-(/==y(^).
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On voit d'abord que le long de AM {fîg\ 7) oc est constant et infini-
ment petit , tandis que y varie de o à oo. Ensuite, d'après'Ia définition
de ç(^), on voit que, pour v = o, on a aussi y •==• o, et, le long de OA,
x .varie de ce à o. Nous avons donc seulement a nous occuper de cette
partie de l ' intégrale qui correspond à de petites valeurs de oc et dey;
mais, pour des valeurs suffisamment petites de x et dey, on peut dé-
velopper u et v suivant les puissances croissantes de x et dey; ces
développements ne cont iennent évidemment que les puissances paires
dey. En éliminant v, on a

ue-^^ [u 4- y(.r)]ff~1--^2^3.

Le premier terme du déve loppement de u étant i, on a

u •== i -h ax 4- (3.2?2 4- yj2 4" ê^ 4- e.^/2 4- . . . ,

et l'on détermine sans d i f f icu l té les coefficients a, [3, y^, . ,. par la mé-
thode des coefficients indéterminés. Le développement de v se trouve
ensuite à l'aide de la relation ç = u— i + <p'(^). On obtient a ins i

11-=. ï — ^/2 X 4- j ̂  -+- J2 — -^ \/2 A'^ 4- '̂2 .Z'J2 — . . . ,

^ ̂ y^-^^x+^x^^y^^—^xy^-^-.. .J.

Il importe surtout de remarquer que tous les termes de v sont divi-
sibles par y2, car nous avons observé déjà que pety s ' annulent en même
temps. On conclut des développements précédents

\JU === I, — I- /2 X -h ̂  X^ -\- -|rj2 4- y^ \/2 X^ 4~.l \/2.Xy2 4- . . - ,

l/p =:j[i4- i- \/2 ̂  4- -|-1 X^ 4" •l-7̂ :?" V/'î .y3 — -|V21 <rr2 + • • - ) -

A cause de u === v 4- i -— ç(^\)» on a

c^a _ ^p do
clx ^ c'/.z.̂
f^^ dp

• ~dy~~"~dy
et

Ja <:/<? ^/< r^p _ rA^ d(p
cly dx dx cly cly d.z'9
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en sorte qu'il vient

f f f-^-r -^—— ̂  = ..- f fe-r^^T d.d^
J J V -S- <V i — ^ 4- P y7^ J J l/ ?

T=^^)-^log,(.)^(^)^

et, par le développement de T,

249

W
i C C ( ue~u \n ^ti du dv

\ J J V-+- v ) T—u^v ̂
= e-^ I ( e-^^'^ "I- [2a^^y].e-^2-^2) - [2a^^y] dx d'y.

oc

L'intégration s^étend de x = e\/j et dey = o jusqu'à certaines va-
leurs positives de oc et dey, que nous pouvons déterminer maintenant
par la condit ion que la série Sa^y soit absolument convergente. Il

Fiff . 8.

n'est pas même nécessaire d'étendre le champ d' intégration aussi loin
que possible, et il reste un grand arbitraire dans cette détermination.
La seule chose essentielle à remarquer, c'est que cette déterminat ion
ne dépend en aucune façon de n. Les coefficients a^ sont des poly-
nômes en Y] et ârs •= o lorsque s est impair {fig. 8).

30. En traitant d 'une manière analogue rintégrale Q, nous définis-
sons d'abord une fonction yi(^) pour les valeurs positives de l'argu-

Ann. de t'Èc. Normale. 3e Série. Tome ÏII. — JUILLET î886. 3^



230 TH. STIELTJES.

ment en posan t
te-^e-1-^, ^ — i = : ( p i ( ^ ) .

/ var iant de i a co. Puis nous posons

ifp—u
^—^e-^-r-,i -4- p ?

i — ,̂ -}- (; -^— 91 (.-r).

Le long de AM {fig- 7) oc est positif inf iniment petit, y varie de o
à oo. Le long de AU, y = o et oc varie de o a 03.

En achevant le calcul comme tout à l 'heure, il v i e n t

r ff^z^Y e-'^ '^^
J j \7T7j 7'=^7T7 "̂ T

=:-«e-2^ f Ce^^r-} ̂ [i(~- ï)^/.,,,^'./'] ̂ ^r.

L^intégration s'étend encore de ; r==£\ /^ , y = = = o jusqu'à certaines
valeurs positives de x et dey. Nous pouvons main tenan t , dans les for-
mules (76) et (77), étendre l 'intégration jusqu'aux mêmes limites
supérieures de x et dey. En réunissant les intégrales, les parties q u i
deviennent inf inies pour £ == o disparaissent, et il v ient

ue-1^111 e-^'^ du.dv'•••••//(•i+^ ï_^_^( , ; ̂

-=: 2^-^ ( (' e-^'^) [Ïa^i^s^'y^} dx cly.

Dans le second membre, l ' intégrale

f ( e'"'11^^'^ x^'y^ dx ci}'

ne diffère de
^oo , r^ , ,

/ 1 e-^+y^ ̂ ïr y^ dx dy
"-•o w o

que par une quant i té q u i converge vers zéro plus r a p i d e m e n t qu 'aucune
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puissance négative de 7?, et nous obtenons enfin le développement
cherché

(78)v.p.rr(^'-^—^=^.-^
Jo ^o V-^'/ i—^-M1 ̂  2/it \ l'v ^n 1

Nous n'avons pas intégré, il est vrai, le long de toute la ligne de
discont inui té ; mais, comme le résultat auquel nous arrivons reste le
même en changeant dans une certaine mesure les liantes supérieures
de x et dey, on voit par là même que les parties un peu éloignées de A
de la ligne de discontinuité n 'ajoutent à l'intégrale que des parties
qu'on doit négliger tant qu ' i l ne s'agit que d'un développement s u i v a n t
les puissances descendantes de n.

31. En exécutant les calculs que nous venons de décrire, nous avons
trouvé

(79) R,=,^^/^^+i+a^-i^---i^--iB)^ +- . . ] .
et de là nous concluons la réso lu t ion approcliée de l ' équat ion I { ^ = = = o
par l ' u n e ou l ' au t re des formules

(80) 2a==.n —|+-43Z-.,
ÏÔ30/À

( 8 1 ) n =:^+^4^
" ^2^oa

Pour avoir une idée de l 'approximation obtenue, nous avons calculé
la racine de l 'équation

a2 a^ ___ ^ /~r [" i2 i2 .32 . .. ( a n — 3 )-2 1
j + ̂ - + 2^47 "̂  • ~ e }/ ̂ a L1 ̂  T^a +' • • + i.2...(n-i)(8^)^J

pour n == i , 2, 3, 4-
Voici les résultats :

Racine Valeur approximative
//. dePi^=;o. d'après (80). Erreur.
1. . . . . . . . . . . . . . . . o, 9.579 o, 3o 15 — o ,o436
2. . . . . . . . . . . . . . . . . 037190 ûj7341 — o , o i 5 i
3 . . . . . . . . . . . . . . . . ï ,^o38 f , a ï i 6 —0,0078
4 • . . . . . . . . . . . . . . . i,6955 i,7004 — o,oo49
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Pour de plus grandes valeurs de n, Fémur diminue encore, et les
formules (80), (81) suffisent pleinement à notre but.

Riemann, en donnant la série semi-convergente, écrivait

j^^i/cr-y ^•••(2/---1^• V 2710 Zj 1.2. . . / i(8a)^
n < 2 a -4-1

et il a jouta i t qu'on ne peut calculer ainsi ÏÇai) qu'en négligeant des
parties de l'ordre e"-^ vis-à-vis de l 'unité. Le résultat auquel nous
sommes arrivé confirme et précise ces indications.

Étude de la fonction P ( a ) = = ^ -^—
i e71—

32. Nous allons étudier main tenant à notre point de vue le déve-
loppemen t en série semi-convergente donné en 1861 par M. Schlômiich
de la fonction P(.)=]̂

i e11 —- ï

(Zeitschri/îfùr Matkem. und Physik, t. VI).
En suivant d'abord Fânalyse de M. Schlômilcb, nous partirons de

ces formules
ç . /lw sinmu _ ^ ï ï
^) ^ -^Z^ au -^ + ̂ ^_ ^ - ̂

/o.^ ' C^ ï —cosmu du , , - , . , ,(83) j -^^^^^^^^^^^(i-^^-i-Iog

dont la première se trouve dans les Exercices de Calcul intégral de
Legendre (t. II/ p. 189). On peut l'obtenir sans diff icul té à l 'aide du
développement

^^l/
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La formule (83) se déduit de (82) par une intégration par rapport
à m.

En remplaçant m par -1-? 2 ? • " •? 2-^ on déduit de fSa)* l a a a \ /

•î/iY i / i i \
Y —,—— == a i -4- ~ 4-... + — — nL^ - \ 2 a 7i y
1 ^ — I

, f" du ! . u . l u . 2nu\-+• j —:-.——2 sm— 4- sin— +.. .4-sm——J^ ^^—i \ a a a )
et

/ . u . â/z^\ . a/u/ / 2na\ <^2 sin -+...+ sin —— = sin —— 4- i — cos —— cot — •\ us a / a \ a ! a a

En ajoutantà cette équation celle-ci, qui est une conséquence de (83),

Y 2/U/
/ .,1̂  I — C O S — — — r

o =— alog'2/2-4- n-}- aloga-4-^logv"— e rt ^ — 20 —s———a- (~^?^- — f f{

En faisant croître indéfiniment n, l'intégrale

^w du. . 2 nu
^ ^cr;8111-^

converge vers 1, et l'on obtient
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,- C^ i " a /A i — cos ̂ nu ,J -=z ci I - — col — —s————— ^^^ \n 2; ^^—i

'5 //C'est en développant - — c o t — ? suivant les puissances croissantes
U 3

de u^ que M. Scblômilcb a d'abord obtenu cette série semi-convergente
remarquab le

/ ("» A • •g1 ___ SJ 1 • '•f !•» .U ̂  11-,.(bo) J-= 2~?"î  + 4T4f^ + - > l+ ïT^^To27^ ̂  ll/^

Mais il s'est glissé une erreur clans cette analyse, et le résul tat ob-
tenu par M. Schlômiich, que ï\n ̂  surpasserail jamais en valeur abso-
lue -T^o est nécessairement inexacte d'après les remarques que nous
avons développées dans l ' In t roduct ion.

Dans le Tome II de son Cours d'Analyse, M. Schlômich est revenu sur
cette série, en la ra t tachant cette fois à la formule sommatoirede Mac-
l a u r m , il a r r ive à ce résultat que la valeur absolue de R/^ ne peut sur-
passer

B^B;^i _(lÈ ̂  _î_^ —- l7!.]!̂ !1 1 ^7T! ^JL--\T
1 . 3 . . .(2n) a^ \ 6 ^a^) ̂  B/, ' a \ 6 + ^Tr3^2/ / /"

33. Pour discuter cette série à notre point de vue, nous nous servi-
rons de cette formule
/ o \ . F^ (\av dv y. / i \(&7) •'^"^ -r^1'^)-

Nous devons indiquer d'abord comment on peut passer de la for-
mule (<S5) à la formule (87).

A cause de
2 u _v^ f.\u^^.cot^^^^^^^,

1

on obtient d'abord
^ _ ^ /'<sc ^audd, ï—cos2 / ^ /
^^2^Jo 47T27:i"^72 ,'~^^zri~~
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OU

/oq ' . T _V^ ^ ^av civ ï — cos^Tcn/v
v / ^•""ZJ, T=~^ ^-a._, -

Maintenant on a

r"^^^ i—cQs47r /? /v_ r^5 r90 r14"3
» _ - ' p W j ' a v ^ Z ~ ï — / 4- » + 1 ?

^O J r " l ^0 -'!-+-£ ^l-S

et, si nous posons pour abréger [\r.r = b, f^ra == c,

f^~û 4 a P <:&? ï — c o s n b v
...I^.£ 1 ——— ^ 6 ^ — — — 1

/^ ", ^^ r ï — u ï \ -\~ u ' ï= = 1 4^ — (ï — cosnbu) ——— —-———— —. ——— ——————J^ v L 2— ^ e^1--^--1 2+ // (?<••( i^"^-~ î

y p . • 4 a r J — l t ï j + // i ~i ^ .La lonction — —— ... .—— — —— . . . — — est unie et con t i nueu \j>.—u ec{î•~ll')—ï 2 4- «. Ê?c(i+")—ij
dans le voisinage de u=o, et, en appelant M sa va leur pour une cer-
taine valeur de u comprise entre o et £, nous avons

r00 4^ ï—cos^nnr^ , r1^ r " ,„/ sm4Trw£\
i^-^^r-^-i ^J^^—^-)-

En faisant croître /z indéfinimient , les intégrales

r ~ ^ 4 a ( ) <^ co s 47T/Lrî; F^ (\av dv Gos^n n /' < 7

J^ "ï— ̂  e4^27^^—! J^, ï — ^ e^8^4'—^

converg'ent vers zéro; donc

F w 4 ̂ (; ̂ ^ ï — cos 4 TT nr pLim î -——— --J-^T^—,—
n == oo »/Q 1 —— V e —— 1

__ r1^2^^^_L-_ /"co 4^^ ï
--J^ '"i ̂  (;r e47^17^^ '+'Jl4-.ï -- ̂  e^^— ï '4"" ' - ^
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et^ en faisant tendre vers zéro s,

,.. F^^avdv î—cos^^nr^ F^ (\av dv iLm^ T r̂ ^^__, ^=v.p.^ ^-^^^^.

L'équation (88) conduit donc à cette expression de J^,

, ^^avcivf^ î \ r ^ ^ a v c h - f î \
^-^P^ T^-^^.--^^ T="^p(4ï^)•

34. EQ faisant usage maintenant, dans la formule (87), de l 'identité

r (12/i

———^ = î + (^2 "+- ̂  4-. . . -+- P2^-"2 4- ———^ ?
I —— F>2 ^ —— pïi

nous retrouvons la série semi-convergente (86) avec cette expression
du terme complémentaire

/ '°0 / , /y/,2^+1///, / T \
(89) R,.=,.,.̂ î l̂,(̂ ).

En effet, on trouve

/^os y / T \ T T^2 r
(c)o) ^ ^-^(î™)^-^^^

en substituant pour la fonction P la série qui sert de déf in i t ion et en
faisant usage de la relation connue

r'j^^^^^
'9 ï / ^ e^^ -- ï '""' 4 A- m2 k '

35. L'expression du terme complémentaire que nous venons d'ob-
tenir donne facilement la résolution approchée de B^ == o. On a

.Pl—1—) =e-^B"a^-+-5l<?"871:2a(/+. . .r^S/C/l)^47^^^ ^

/'(/i) désignant le nombre des diviseurs de n. Mais, quand il s'agit de
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développer la racine de R^ == o, suivant les puissances descendantes
de n, on ne doit retenir que le premier terme e--41"2^ Après les explica-
tions du n° 16, où se présentait un cas analogue à l'occasion du déve-
loppement de logr(aî), il ne semble pas nécessaire d'insister plus long-
temps sur ce point, car cela reviendrai t à répéter à peu près ce que nous
avons d i t là. La résolution approchée de

^OQ ç,2w-H Q-'^-av ̂
V. p. S ————————-———— -=^ o

1 Jo î - ̂

se déduit aussitôt du résultat du n° 8, par un simple changement de
lettres, et il vient
, . , -. 5 IQQ( q2 ) ^^a-^.in^- -^ -\- ^——-vv-——-,
' v 6 3a4o(2/z-+-1)

, „. ^ 5 IQO(98) n^ir^a——— -p—J——,
1 2 25920 Ti2 a

et la valeur approchée de R^, en posant s^a == n +• Y],

(9.Î) R^8..——^/^(^-^).

On peut, du reste, négliger le petit terme ^ I99 2 dans (93), et
prendre ainsi s implement s^a — ̂  pour valeur approcliée de la ra-
cine de B^ == o,

36. Les'expressions précédentes montrent l'extrême approximation
que la série semi-convergente permet d'obtenir. L'ordre d'approxima-

tion est ^-^^i/8^? et déjà, pour a = r, l'erreur ne porterait que sur
la dix-septième décimale. Aussi nous prenons pour exemple cette va-
leur beaucoup plus petite a==^ . On trouve N = = 4 » 5 2 : il faut donc
prendre quatre termes et ajouter encore le cinquième terme, multiplié
par une fraction \ approximativement égale à 0,5-2. On obtient ainsi

P ( { ) == 0,0190210 — o,oooo4i5)i,
Ann. de î ' É c . Normale. 3° Série. Tome III.— AOUT 1886. 33
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et, pour ^==0,52,1 P(t) =0,0189994;

la valeur exacte est 0,0189992.

L'approximation avec laquelle nous avons résolu Féqualion I^==o
ne laisse rien à désirer.


