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SUR LES SURFACES
ET LES

COURBES TETRAEDRALES SYMETRIQUES,
PAR M. T. JAMET,

PROFESSEUR DE MATHEMATIQUES ELEMENTAIRES Ail LYCEE DE NANTES,
ANCIEN ÉLÈVE DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE.

I N T R O D U ' G T I O N .

En i865eti866, de la Gournerie présentait à l 'Académie des Sciences
trois Mémoires ayan t pour objet l 'étude des surfaces désignées par lui
sous le nom de sur/aces tétraédmies symétriques el représentées par
l 'équat ion

a y" / p \ " 1 / y V / o v "_ ) 4- Ç -4- -L 4- -, = o,a \b \c \dj

où a, 3^ y, û désignent les coordonnées d'un po in t , mobile sur la sur-
face, par rapport aux plans des quatre faces d ' un tétraèdre, d i t tétraèdre
de symétrie. Le dernier de ces Mémoires, ayant pour objet de généra-
liser les résultats obtenus dans les deux Mémoires précédents, au sujet
de courbes et de surfaces du quatr ième et du hui t ième ordre, renfer-
mait au début? une .é lude des courbes planes représentées par l'équa-
tion • ' 1! ^-^r^^v

/ a \ m / S \ m ( y \ m // ̂  î'^ ̂ ^.^.(B) ( ̂  + h- - n =; o^1 ,̂,̂  •••^••, v
' \a•) 1 [ W ^^ /^/" <$. , y y

courbes dites triangulaires. La seconde Partie ^tafit contrée à ^Lu^ier
divers modes de généralion des surfaces tétra&l^les, le$f;;degrê,'|eur
équation tangentiel le, les droites qu'elles renfô^^ leS^ys^m:ès,-de

"'̂ ^.XM:0'-'1 •
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courbes triangulaires qu'on peut tracer sur ces surfaces, et enfin les
systèmes de courbes à double courbure, dites tétraédrales, définies par
l ' intersect ion de deux surfaces tétraédrales de même exposant, ayant
le même té t raèdre de symétrie. De la Gournerie é ta i t condu i t a regarder
une te l le courbe comme l ' intersect ion de deux surfaces coniques trian-
gidaires, représentées chacune par une équat ion de la forme (B), où
l'on supposerait que les équa t ions a = o, p === o, y = o représentent
des plans. Nous nous servirons f r é q u e m m e n t de cette considérat ion.

Enf in le Mémoire don t il s'agit ici se t e rmina i t par l ' é tude des sur-
faces réglées tétraédrales et de divers modes d'association de ces sur-
faces.

Mais l ' é tude d ' u n e catégorie de surfaces courbes est un sujet de re-
cherches i l l i m i l é , et l 'on ne saurait le considérer comme épuisé tant
qu'on ne conna î t pas les propriétés infini tésimales de ces surfaces.
Nous nous proposons d'exposer ici quelques-unes de ces propriétés :
on trouvera, dans la première Partie de notre t rava i l , une propriété
des rayons de courbure des surfaces de la Gournerie : nous en dédui-
rons un théorème re la t i f aux rayons de courbure des courbes t r iangu-
laires. Mais nous espérons donner à la fois plus de cohésion et d'exten-
sion à l 'exposition de ces propriétés, en nous posant le problème qui
nous a condui t à ce résul ta t , non seulement au sujet de la fonct ion de
deux variables i n d é p e n d a n t e s déf in ie par l 'équat ion d 'une surface,
mais encore au sujet d 'une fonction d 'un nombre quelconque de va-
riables indépendantes . Cette manière de procéder nous conduira, d'ail-
leurs, à étendre le résul tat obtenu à d'autres surfaces et no tamment ,
dans un cas singulier, aux surfaces définies par l 'équation

La. T a» T v.& î c(< _ A//i^2!^4.!^"—A,

et aux courbes planes représentées par l 'équation
î ûti ï v-î T «a _ AA.^1 JL^.Ly8 — A,

où l'on suppose que L^ L^, La, L/, sont des fonctions linéaires des coor-
données, et ou la somme des exposants est nulle. Ce sont des courbes
et des surlaces étudiées par MM. Klein et Lie à un point de vue tout
différent (^Comptes rendus de l'Académie des Sciences, séance du 10 j u in
1.870). , ' . ' , , , , , ^
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La propriété des courbes triangulaires, que nous avons démontrée,
consiste en ceci : Par chaque point P d'une courbe triangulaire passe
une conique qui lui est tangente et qui est circonscrite au trian ̂ /e de sy-
métrie; les rayons de courbure de la conique et de la triangulaire sont dans
un rapport constant. La seconde Section de notre travail est consacrée
à la démons t ra t ion d'un théorème qui est l'extension du précédent à
la théorie des courbes tétraédrales, les coniques tangentes étant rem-
placées par des cubiques gauches osculatricos. On v t rouvera , en outre,
la recherche des points singuliers des courbes t r iangula i res , recherche
que de la Gournerie n 'avait fa i t qu ' ind iquer sommairement , puis la
réduct ion à des types simples, des intégrales abéliennes de première
espèce appar tenan t a u x courbes tr iangulaires : celte réduct ion nous
permettra de savoir à quelles condit ions ces intégrales s 'expriment,
soit par les fonct ions élémentaires, soit par les intégrales el l ipt iques.
Nous t e rmine rons cette Section en examinan t , en par t icul ier , quelques'
courbes t r i angula i res du troisième et du qua t r i ème ordre, afin d'en
dédu i r e u n e démonstrat ion, i néd i t e , nous l'espérons, d ' un théorème
déjà démon t r é par MM. Bonnet et Beltrami {Nouvelles Annales, ^ série,
t. IV), et dont nous avons donné nous-même u n e démonstrat ion ana-
ly t ique (Comptes rendus, mai i885).

Les lignes asymptotiques des surfaces tétraédrales sont connues de-
puis longtem ps (vo i r Bulletin des Sciences mathématiques et astronomiques.
t. I, notes de la page 355). Aussi n'insisterions-nous pas au t rement
sur la recherche de ces lignes, si cette recherche ne pouva i t être ratta-
chée à celle des lignes asymptotiques des surfaces ayant pour équation

( G ) / i (L,M)=/s(N,P),

où/1,/2 sont des fonctions homogènes, de même de^ré, L, M, N, P
des fonctions linéaires des coordonnées A', j, z. Cette forme d 'équat ion
comprend, comme on le voit, l 'équation des surfaces tétraédrales pro-
prement dites et aussi de la p lupar t des surfaces qui en dérivent par
la méthode exposée dans la première Section. Nous chercherons, dans
la troisième Section, les lignes asymptot iques de ces surfaces limites.
En outre, la recherche des lignes asymptotiques des surfaces (C) con-
duit à faire subir à ces surfaces une transformation d'un nouveau ffenre,
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/ î .
qui s'effectue à l ' a ide d'intégrales de la forme ,p? T désignant une
fonction de t, qui dépend, de l 'équation (C). En app l iquan t cette trans-
formation aux surfaces tétraédrales et aux surfaces qui en dér ivent ,
nous avons été condui t à étudier les deux intégrales suivantes :

' eu r eur d t - rj^,.' ^i+^ i i
J (1-4-^

Nous espérons qu^on trouvera quelque intérêt à voir comment celle-ci
se transforme en une intégrale à différentielle rationnelle, dans le cas

où p- est de la forme ±: -^—— '

Enfin les deux derniers paragraphes de la troisième Section sont
consacrés à l'étude d'un cas particulier, où la surface représentée par
l 'équation (C) est du quatr ième ordre, et à la recherche de la surface
transformée, obtenue par la méthode dont nous venons de par ler .

PREMIÈRE SECTION.
FORMATION DES FONCTIONS FONDAMENTALES. CONSÉQUENCES CrÉOMÉTRÏQUES

IMMÉDIATES.

1. Soient L^ L^, L;», . . . , L^ n fonctions linéaires de plusieurs va-
riables ,r, x-^ x^ ^3, ..., Xp.^, de [elle sorte qu'on ait iden t iquement

L;=: âiX -4- ai^x^~\~ a^x^-\- ...+ ctip-~\Xp...^.

Si l'on donne les n coefficients a ^ , a^ a;.,, .. *, a^, l 'équation

/ \ V c€i — al -L- a2 -i ^ an —n( î ) li^-^^E;^''^^^0

déûnit une fonction algébrique oc. des p — i variables indépendantes
x^x^ ^3, ..., ocp^. Si l'on donne une seconde fonction s des mêmes
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variables indépendantes et si le nombre n des coefficients a.,, a^, a^ . „ . ,
a/, est supérieur ou égal au nombre total p des variables qui figurent
dans l 'équation (i), on pourra toujours , d'une ou de plusieurs manières
différentes , -déterminer ces coefficients, de tel le sorte qu'à un système
de valeurs attribués aux variables x^, x^, ̂ 3, ..., ^_., répondent, pour
x et z , deux valeurs égales, et que chaque dérivée part ie l le de la fonc-
tion se ait la même valeur que la dérivée part iel le de z par rapport à la
même variable. Car, si l'on appelle ̂ , CT^, 1^3, . . . , ̂ ^ les dérivées
partielles de z par rapport aux variables ayant le même indice, il suffira
qu'on ait

<" 2?,-»'
et en même temps

(3)

^ si,(a,CTi-i-
^ Lî

^1 a,-(a;OTî-4-
^ L!
^ cti(a,T33+
^ LÎ

^ l ï }

a^)

a^ ^^

pourvu que, dans ces équations, la lettre x désigne la valeur coirimune
aux deux fonctions oc et z.

Or les équations (2) et (3) const i tuent un système de p équations
homogènes et do premier degré par rapport aux paramètres a,, a^,
ag, ..., a^, et la détermination de ces paramètres est toujours possible.
Nous a l lons maintenant chercher à déterminer la fonction z'^ de telle"
sorte qu 'e l le jouisse des propriétés ci-dessus énoncées et que, en outre,
toutes ses dérivées du second ordre soient dans un rappor t constant et
donné avec les dérivées du même ordre de la fonction s, par rapport
aux mêmes variables. Nous supposerons, d 'ai l leurs, le nombre n infé-

, ^ p ( p -h r )rieur ou égal a "———-•
Désignons par p^/,. la dérivée, par rapport à .2 .̂, de la dérivée de ^ par

rapport a x^ Soient aussi r^ la dérivée de a? prise, successivement, par
rapport aux mêmes variables, m le rapport constant et donné, de telle
sorte que r/^=== Tnp^. Dans les équations (3), on peut regarder les
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lettres^ comme désignant les dérivées de la fonction ce par rapport aux
diverses var iables indépendantes , de te l le sorle que

<)gA

à^/,
1 ^A-

On en conclut que la fonction oc et ses dérivées premières doivent véri-
fier les équations ci-après

ÏiL îZ^AZIL2^^
L?

^ JLu-a,/'/^— 2^0,57^-1- a/:/,^ a,OTA.-4- <^)2^ai —————n————— '= oy

où l'on suppose
<•' •^n 1, 2, 3, . . . , n,

h
k

-. i , a, 3, . . ., (j9 — i),

mais ou Fon ne fait varier la combinaison des deux lettres A, k que
d 'une équat ion à l 'autre . Par conséquent , la fonction z doit vér if ier :
i ° l ' é q u a t i o n (2), où l 'on aura remplacée par ,s; 3°Ies équations (3);
3° les équat ions représentées p a r l a formule su ivante

(4) ^ .ma^P^~ 2(aiOT^"ta^•)(a^CT^~i'•"^^) ,.-̂

pourvu qu 'on remplace également^* par z dans les équat ions (3) et (4)-
Mais le nombre des équations (4) est égal au nombre des combinaisons
complètes de p— i lettres deux à deux, savoir : '^^^/^. Donc la fonc-
tion z et ses dérivées du premier et du second ordre doivent vérifier,
en tout, p "4" J>^l~^ ou bien ^'-^Ï-' équations, homogènes et du pre-
mier degré par rapport aux n paramètres a ^ , 0-2, a;), ..., a^. De l'élimi-
na t ion de ces n paramètres résulteront .̂ ^t^ — n -h i équations, que
l'on pourra obtenir comme il suit : dans les équations (2) et (4)» rem-
plaçons a^/,-4- dif^ par —L et a;p/^ par -.—'——, puis groupons n quel-

! , , . , • C/'V/t ^''y/t. 0 3C jf . !

conques des équations ainsi obtenues : le déterminant de ces n équa-
tions devra être n u l . Mais ce déterminant est run quelconque de ceux
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qu'on peut former avec n lignes horizontales du Tableau ci-après :

i
r,
àî^
à^i

L,
àî^
àx^

LÎ
àL,
àx^

H
àî^
Ax'a

1 •
•L;
àï^
^'ï
TT
4L.
av.

H Lj u
âL, àL, àL.

à.v^ àVp-î à.r'^p-i
ï 2-L,l LJ L2

^L, /àL,\2 ^L, fàLA2 , à^L, /àLnVmLi-r— — a -.— mL,—— -— 2 -.— niL^——1 — 2 -—1

__^j_ \à.Tj ~ àx^ \ô.rJ lï àjc\ \à.z\}.' " ï'î L | • • • n —
^r-^1--^^ ^L,--^-A^2 ^ ^L, ^L^L.
__ à^i ^^•g .̂̂ 1 (^•2 _ _ ^i^2 1 ^i J^g ^ j^'i Ar, ' ̂ ^i /?^-a. ^ ^ - ^ , _ . „ . „ , .. . — — — — — — — ^

-^1 -^2 L^

^L. ^L, àL, ^L, <)L, ̂  ^L,, àL,, àï^
f f t - l j i [ •\ \ - •» ^ '— •l•u'•'> ""i————^—— —— •"' ""ï——— '~^—— /'t'ij.. —————-—— —— ;?. ———• ———•
__^/^à^- à^ àxi, _ à-r/, àxf,__^'/L^ -̂-J ĵ!L^^ f)xh àxk

fT '"" f ïî ' ~" ' " ' * ' " fiAji -La .L,.

Nous al lons voir que toutes ces équations a d m e t t e n t une intégrale
commune, dépendant de n — - 1 constantes arbitraires. En effet, m u l t i -
plions tous les éléments de la première colonne verticale d'un tel déter-
minan t par L^1, de la deuxième par L^\ et ainsi de suite, puis obser-
vons : î °que la première l igne horizontale du Tableau (A) ainsi modifié
renferme les fonctions L^, L^, L^, ..., L;"'; 2° que les p — i lignes sui-
vantes renferment, dans le même ordre, les dérivées partielles, du pre-
mier ordre, des mêmes fonctions, les dérivées d'une même ligne étant.
prises par rapport à la même variable (nous faisons abstraction du
facteur ;x, qui est le même pour tous les éléments d'une même ligne);
3° que chacune des lignes suivantes renfermera (à un facteur près,
identique pour tous les éléments d'une même ligne) les dérivées se-
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