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DE

L'EXISTENCE DES INTEGRALES

SYSTEME DIFFERENTIEL QUELCONQUE
(surte),

Par M. RIQUIER,

PROFESSEUR A LA FSCULTE DES SCIENCES DE CAEN (1).

e o e Y e .

Existence des intégrales ordinaires dans un systéme harmonique
et passif.

14. Nous nommerons, pour abréger, systéme [ranc, tout systeme
différentiel qui, avee le double caractere harmonique et passif, possede
encore les deux suivants :

1 En désignant par a, y, ..., u, ¢, ... les variables indépendantes
et les fonctions inconnues qu'implique le systeme, les seconds
membres sont des polynomes entiers par rapport aux dérivées de u,
¢, ..., et les coefficients de ces polynomes des fonctions de «, y, ...,
u, ¢, ... olotropes & Uintérieur d’un systeme de cercles;

2 8i, dans le second membre d’une équation quelconque du sys-
teme, on considere un terme quelconque et qu'on y fasse abstraction
du coefficient, la somme des ordres des faclteurs ne surpasse pas
ordre du premier membre correspondant (*).

15. Un systéme franc (14) admet un groupe d’intégrales ordi-
naires (2), et un seul, répondant & des conditions initiales données (8).

i

(1) Poir page 65.
(%) Dans la Nole communiquée A I'Académio des Sciences le 28 mars 1892, ['avais em-
ployé, pour désigner le méme objet, la dénomination de systéme canonique.
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Tout revient, comme nous l'avons dit plus haut (8, ), & prouver
la convergence des développements de ces intégrales.

I. Siles fonctions f(x, v, ...), «(x,y, ...) sont toutes deux olo-
tropes & I'intérieur de quelque systéeme de cercles comprenant les va-
leurs particulieres x,, y,, -..; si, de plus, les valeurs de o(x,y,...)
et de toutes ses dérivées en xy, y,, ... sont réelles, positives et supé-
rieures aux modules des valeurs correspondantes de f(x, v, ...) et de
ses dérivées semblables, la fonction o sera dite majorante de [/ par
rapport aux valeurs particulieres considérées.

D’aprés cela, les points suivants sont évidents :

Relativement a des valeurs particulicres donndes :

St o est une majorante de [, loule deérivée de o est une majorante pour
la derwee semblable de [

Une expression entiére par rapport « plusicurs fonctions telles que [ ot
a quelques-unes de leurs deérivées d’ordres quelconques, a pour majorante
Iexpression qu’on obtient en remplagant dans la proposce tous les cocffi-
cients par leurs modules, et les fonctions [ avec leurs déricées par lears

majorantes el les déripées semblables de celles-ci.

. Soient f(2,y, ...) une fonction olotrope @ Uintéricur d’ un systéme
de cercles de rayons Ry, Ry, .. .5, vy, ... des valeurs particulicres in-
teérieures awx cercles dont il s'agil; roune premicre quantitd positive infe-
ricure aux différences R, — modx,, R, —mody,, ...; o ane deuricme,
positive ou nulle, quelcongue d’adleurs ; M une troisiéme supérieure & tous
les modules que peut acquerir la valear de [(x, v, ...) @ Uintériecur et sur
les circonférences des cercles de rayon r déeris respectivement de z,,
Yor «oo cOnune centres; 3, 7, ... des constantes positives au moins égales
a :, enfinm un entier posiif.

Cela étant, la fonction

Wiy vy o Yo o TS
b R Y R TG Y N

est majorante pour [(x, y, ...) relativement aux valeurs x,, y,, . ...

Tout d’abord, ces deux fonctions sont olotropes i intéricur de
quelque systeme de cercles comprenant les points x,, y,, . ... Faisons
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suivre maintenant de U'indice zéro les notations des diverses fonctions
A considérer et de leurs dérivées, pour désigner leurs valeurs particu-
lieves en x,, vy, ---. 1l vient immédiatement

Wy =M > mod/,,

puis
T i [ ) X .
‘ T ‘U: (M -+ =) i’j"/’. cem(mo ) (=L — )
) ’ ) X(moA= ) (A1) (= 1)
=
M ! — ! ",:,7-5! e modl (7(32:‘%7[‘ L-

HI. Si Lon désigne par w une fonction inconnue de la variable inde-
pendante x, par U,(x, «) une composante donnée, olotrope a lintérieur
d’un systéme de cercles, ot par x,, u, des valeurs iniéricures awr cercles
dont il s agd, Uéquation différenticlle

. di o
(&) A= Uy, u)

est identiguement vérdfice par la substitution a « d’une série enticre en
a —x, se réduisant @ w, pourx =, (V).

L'¢quation (8) constituant & elle seule un systeme harmonique
passif (13), tout revient, comme nous le faisions remarquer il y a un
instant, & prouver la convergence du développement de Uintégrale hy-
pothétique. Dans le présent alinéa, nous désignerons par R,, R, les
rayons des cercles i Uintérieur desquels la fonction U, (z, «) est
supposée olotrope; par r une quantité positive inférieure aux diffé-
rences

R.—modue,, R,— modu,;

par M ane deuxieme supérieure a tous les modules que peut acquérir
la fonction U, (2, «) & I'intéricur et sur les circonférences des cercles

(1) La démonstration de I'alinéa III est empruntée a un Mémoire de MM. Méray et Ri-
quicr, ayant pour tilee : Sur la convergence des développements des intégrales ordinaires
d’un systéme d’équations différenticlles totales ( Annales de " FEcole Normale supérieure,
1889, p. 372 ¢t suivanles).
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de rayon r décrits de x,, u, comme centres; nous poserons enfin

& — X+ u—uyg=12,

sa,(z)::~1+M—i,},
L
-

d’oti résulte (11) que Q,(Z) est majorante pour U,(x, u) relativement
aux valeurs x,, u,.
Cela étant :
1° En désignant par £ un entier 1 et par Uy (@, u) expression
. d*u .
ultime de S la fonction

k-1 - I
(9) Qu(Z)y==1.3.5...(2k—3 <',[~> (M -*lz)/,,,
A3 ,.,

est majorante pour Ug(@, «) relativement aux valeurs x, u,.
Il résulte, en effet, des alinéas I et [1, combinés avec la définition
de Q,, que Pexpression ultime

dU,  dU, U

U, = de ' de !
a pour majorante
40 A2 A2 AR M (Mot
da du Y/ dt, 7 r ( \*
i ,. I... _’."

le pointen question se trouve ainsi démontré pour Q, et U,. En le sup-
posant vrai pour Q, ct Uy, Uexpression
dU, — dUy,
Lk - - vl U,
da du
qui, 4 cause de la passivité du systeme (8), coincide bien avee I'ex-
pression ultime Uy, , (12, VII), a de méme pour majorante

(I-Q/u dg/‘. o clSZk . (/-Qk M -1 .
T e B g O )= g T = e
>

2° En désignant par £ le module de # — @, et par ¢ un enticr positif
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quelconque, le terme en (x — x,)? dans le développement de I'inté-
grale hypothétique de (8) a un module inférieur 2

(10) ,[M]”

r

Effectivement, le terme dont il s’agit est

(r1) U, (zy, uo)(_:r:_'z_o_ﬁ

2...q
Or, si ¢ =1, on a, d’apres la définition de M,
mod U, (=, u,) << M,
et a plus forte raison
mod U, ( =z, «y) << 2(M 1) = /-[ 220 *] :
si g est >>1, en faisant dans la fonction (g) £ =q, x ==, u=u,,
on a, d’apres 1°,
. , 1 \7 1
mod U, (zy, tty) =21.3.5.. (24 — 3) (-,—_ ) (M -7
1\ ,
) (M 4 1)7
A(M -7
/~ s

/
<o 6., 00 (
1 I‘,.

RS A T T

Donc, pour toute valeur positive ct enticre de ¢, le module du
terme (11) est inférieur & la quantité (ro).

3° Le développement de Uintégrale hypothétique a un rayon de

. ’ « “ .. r

nvergence ¢ yins ¢gal 4 la quantité positive ——-—-
convergence au moins ¢gal & la quantité positiv S (M)

Effectivement, expression (10) est le terme général du développe-
ment de

2(M + 1)g ]!
r [ o 2D

en une série entiere par rapport a £, qui converge tant que & reste

inférieur i i’ A plus forte raison le développement de l'inté-

2(M 1
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grale hypothétique est convergent, si le module de « —a, (ombe
au-dessous de cette dernitre quantité.

V. Si 'on considire divers groupes de fonctions, dépendant res-
pectivement d’autant de groupes de variables, et divers produits dont
chacun ait pour facteurs des dérivées provenant d’'un méme groupe
de fonctions :

r° On nommera aille d'un semblable produit la somme des ovdres
des facteurs;

2° On dira que deux produits, provenant soit d’'un méme groupe
de fonctions, soit de deux groupes distincts, sont isomorphes, si, quel
que soit £, le nombre des dérivées d’ovdre £ est le méme dans un et
dans l'autre.

V. 19 Si, désignant par w une fonction de la variable independante ¢,
on exécute sur la fonction composce F((, ), @ composante indeéterminee,
k(1) différentiations conséeutives, puis, que ['on ordonne le résultat par
rapport aux dérivées de «, Ualgorithme final pourra s'obtenir comme @l
sutl = assimilant pour un instant "unité a un produil de taille nodle, on
considérera les divers produits de tadles o, v, 2, ..., k formds avec les
derigées de v, on multipliera chacun d’cux par un coefficient consenable-
ment choisi, égal a quelque somme de multiples entiers de dericees par-
ticlles de la composante, et on ajoutera tous les résultats.

Ce point est ¢vident pour £ = 1, el Fon vérifiera sans dilticulté que,
il est veai pour une valeur quelconque de & il Test encorve pour Ia
sulvante.

o St lon exceute sur ' expression

0%

RN
ol

D, wy W1, w)

ol O, W désignent dewr composantes indeterminées, k — 1 différentia-
ttons conséculives, puis, que Lon ordonne le résullal par rapport auwr
dérivées de w, Ualgorithme ainsi obtenu ne différe du précédent que par
les fonclions de U, w qui y joucnt le role de cocfficients. Ces dernicres
deviennent, dans le cas actuel, des sommes de termes dont chacun est le
produit de quelgue entier positif soit par la fonction ®, soil par la fonc-
ton W, soit par quelqu’une de leurs dérivées partielles. Dans le cocfficient
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d’un produit de taille inférieure a k figure nécessairement quelque dérivée
partielle de ® (ou cette fonction elle-méme, st k = 1); dans le coefficient
d’un produit de taille k ne peuvent figurer que la fonction W et ses deéri-
pees partielles.

V1. St lon désigne par x, v, ..., u, ¢, ... les variables indépendantes
et les fonctions inconnues d’un systéme jfranc (X) (14), et par z,,
Yor ---s Uy V4, -.. des valeurs particulicres arbitrairement chousies a 'in-
térieur des cercles ou les cocfficients des seconds membres sont supposés
olotropes, le systéme deduit de (X) en y remplagant les coefficients dont
i s agit par certaines majorantes relatives a ces valeurs admet un groupe
d’intégrales prenant en x,, y,, ... les valeurs initiales respectives w,,
Cos «.., tandis que leurs dérivées de tous ordres, tant principales que
parameétriques, ont des valeurs initiales essentiellement positiges.

Soient

g le nombre des fonctions inconnues «, ¢, ...;
e une quantité positive moindre que 1;
¢ une quantité positive quelconque;
0() la fonction --*
I

Il résulte de D'alinéa III que, en désignant par @ une fonction
inconnue de la variable indépendante ¢, I'équation différentielle

(12) dw _ _pO+gw)

AL T—eO(L+gw)

est identiquement vérifiée par la substitution & w d’une série entiere
en ¢ dont la somme s’annule avec ¢ (*). D’ailleurs les valeurs initiales
des dérivées de cette intégrale sont toutes positives. Effectivement, si
Pon développe () par la formule

[T+ 124...,

(t) La fonction T!’:.?%:()%—) a déja 66 employée par MM. Méray et Riquier dans I'étude
de certains systémes du premier ordre (Annales de U'Ecole Normale supérieure, 18go,
P- 47 et suiv.).
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