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DE

L'EXISTENCE DES I N T É G R A L E S
DANS UN

SYSTÈME DIFFÉRENTIEL QUELCONQUE
( S U I T E ) ,

PAU M. RIQUIER,

Existence des intégrales ordinaires dans un système harmonique
et passif.

14. Nous nommerons, pour abréger, système franc, tout système
différentiel qui , avec le d o u b l e carac( , ! i re lusrn ' ton ique( ï l passif, possède
encore les deux suivants :

ï° En désignant par x, y, . . . , u, ^ ... les var labié s indépendantes
et les fonc t ions i n c o n n u o s q u ' i m p l i q u e le système , les seconds
membres sont des polynômes entiers par rapport aux dérivées de u,
^, ..., et les coefficients de ces polynômes des (onc t ions de oc,y, ...,
Uy p, . . . olotropes à l ' intérieur (Fun système de cercles;

2° Si, dans le second membre d 'une équa t ion que lconque du sys-
tème, on considère un terme que lconque et qî/on y fasse abstraction
du coefficient , la somme des ordres des facteurs ne surpasse p^s
l'ordre du premier meîïibre correspondant (2) .

'1,5. Un système fmnc (i4) admet un groupe d'intégrales ordi-
naires (î), et un seul, répondant à des conditions initiales données (8).

(1) Foir page 65.
(ss) Dans îa Noie (;om.m;uniqnôô à l'Académîô des Sciences1 le a8' mars 189%, 'f avais em-

ployé, pour désigner lo même objet, la dénomination de .vysfème canonif/ae. , ^
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Tout revient , comniie nous l'avons d i t plus haut (<S, I I I ) , à prouver
ta convergence des développements de ces intégrales.

.1. Si les fonctions f{x, j, . . .), ^ ( x , y , . . .) sont toutes deux olo-
tropes à l ' in tér ieur de quelque système de cercles comprenant les va-
leurs particulières .ro,jo, . . . ; si, de plus, les valeurs de ç(.r,y, . . .)
et de toutes ses dérivées en ^yo, . . . sont réelles, positives et supé-
rieures aux modules des valeurs correspondantes de /'(.z', y, ...) et de
ses dérivées semblables , la fonction co sera dite majorante de f par
rapport aux valeurs par t icul ières considérées.

D'après cela, les points suivants sont évidents :
Relativement à des valeurs particulières données :
Si ^ est une majorante de /, toute dérivée de ç est une nut/orante pour

la dérivée semblable de /;
Une expression entière par rapport à f)lusieurs fonctions telles que f et

à quelques-unes de leurs dérivées d'ordres quelconques, a, pour majorante
l'expression quon obtient en remplaçant da/is la proposée tous les coeffi-
cients par leurs modules, et les/onctions f'avec leurs dérivées par leurs
majorantes et les dérivées semblables de celles-ci.

II. Soient /(^", .y, ..J une fonction olotrope à l'intérieur d'un système
de cercles de rayons H^, Ky., .. *; .y<,,^y,,, . . . des valeurs particulières in-
térieures aux cercles dont i l saffit; r une première quantité positive in/e-
rieure aux différences lî^— mod^,, \\y— Tnody,,, ...; a une deuxième,
positive ou nulle, quelconque d'ailleurs; M une troisième supérieure à tous
les modules que peut acquérir la valeur def(x^ y, ...} à l'intérieur et sur
les circonférences des cercles de rayon r décrits respectivement de x^,
jo, * . . comme centres; p, y, .., des constantes positives au moins égales

à ^; enfin m un entier positif.

Cela étant, la fonction
^ , , ! M '4- a •11 (-- r- " ^ - l,::::1-1^^^^^^^^^^ - ̂

est majorante pour fÇx, y, ...) relaliwneni aux valeurs x^, j,,, ....

Tout d'abord, ces deux, fonctions sontoiotropes à l ' in tér ieur de
quelque système de cercles comprenant les 'points ^o,yo, , * . . 'Faisons
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suivre m a i n t e n a n t de l ' indice zéro les nota t ions des diverses fonctions
à considérer et, de leurs dérivées, pour désigner leurs valeurs particu-
lières en .zîo» v^ • • " • H v ien t inrmécliateinent

MV-^M >mo(.l/y,
pu i s

[^qL]^(M + %) ̂ /- • •x M(/M -- I )- • •(/" -1-( - 1 )
X ( in -h '̂) ( f)i -h < -|- r ). . .(///, •4- i •+• / — i )

X

,, r . ^ . . . 1 i . - > - . . . / " .I' ^ /4 /4--/'.,: M --.-.-^ - ,.—-.-...—. . . . > rnod, ~ — , - ^ - »/" / /• / {^'x ^y - ' •

Ilî. Si l'ofi désigne par u une fonction inconnue de la variable indé-
penda/'Ue ,z\ par U ̂ ( x , n) nne composante donnée, olotrope à l'inténeiir
d'un syslêfne. de cercles, et par x^^ u^ den 'valeurs inférieures aux cercles
dont il sagù^ Ué(fuation différentielle

(H) ^^v^<r-f/)

e^l identùf ne nient vérifiée par la, sid)HtU(Uion a u d'une sénc entière en
x —'".x'o se réduisant à a^ f)our .r ̂  x^ ( 1 ) .

I. /équation C8) c o n s t i t u a n t a e l l e seulo un système ha rmon ique
passif (1.3}, tou t rev ien t , comme nous le f a i s i o n s rernarquer il y a un
instant , a prouver la, convergence du développement de l ' intégrale hy-
pothé t ique . Dans le présent a l inéa , nous désignerons par R.,., R^ les
rayons des cercles à l ' i n t é r i e u r desquels la (onction l . ] ^ ( x , u ) est
supposée olotrope; par r une quan t i t é positive i n f é r i eu r e aux di f fé-
rences

H^1— mod.rfl, H^"- rnod^o;

par M une d e u x i è m e supérieure à tous les modules que peut acquérir
la fonc t ion (Ji(.r, u) à l ' intér ieur et sur les circonférences des cercles

( 1 ) La déirionsiralion de l'alinéa ÎU CHt empruntée à un Mémoire de MiVL Méray et Bi-
<iuier, ayant pour titro : Sin' ta conwrge/ice de.f développement (lea inté^'rcdos ordincurfs^
d'un ^y sterne d'équations ctl^fércntwtUs^ totales ( Àt'malea de l'Ecole Won'nale supénfiure,
1889, p. 37 •A et Buivanlôs). . 1 1 1 1 ' . 1 .



Ï2Ô RÏQUÎER.

de rayon /• décrits de cv^, UQ comme centres; nous poserons enfin

.v — ^o 4" u — UQ = Z,

^(Z)^-!^^^.

r

d'où résulte (II) que Û,(Z) est majorante pour { ] , ( x , u) relativement
aux valeurs ̂  re-

cela étant :
i° En désignant par k un en t ie r > s et par l,J^(^, u) l 'expression

d^uul t ime de -7-7? la fonctiona.z'^
/ r V--i ( M .4. » \^

(9) Q,(Z)-=i.3.5. . , ( 3 A - - 3 ) ( ^ ) A:L^^^^^^^

(.'-.)

est majorante pour \]^(x, u " ) r e la t ivement aux valeurs x^, Uo.
11 résulte, en effet , des al inéas 1 et t l , combinés avec la dé f in i t ion

de û,, que l 'oxpression u l t i m e

lJ..-.-^-,-f'.U,dx du
a p o u r majorante

^ d^ ... d£^ . ... , dû, M "+- î i (M 4 - 1 ) 2 .„,
"dx ^ "du^^ 7/Z"0 4^-^ -•^ ^^^z = 7 /• 1 ' 1 1 1 • ^ 1 1 " • I I I I I I X I I Y» 1 1 1" : : T Û % ?

z* \ r/

le poin t en quest ion se trouve ainsi démontré pour iX 'eti-ly. En le sup-
posant vrai pour û^ et U/c, l 'expression

dU, ̂ dlh^
dx du ' " l<r

qu i , à cause de la passivité du système (8), coïncide bien avec l'ex-
pression ul t ime U/^ï (12, VII1)» a de même pour majorante

^Û/, d£i/, .. _ cKÎ^ /. d^f, M 4" ï ...
-,„«,,....,»..» »»j».. — ,̂»« ^ ^ ^ — —,. , i f ̂  &û<( } ......-,.<..- —-1.^ -..— .̂."-.~»".p,. ;;;,:.; ùû/^4.1»
a^ ^ a^ c/Z dï, X

/'
1 2° En désignant par S; le module de x — uc^ et parc un erïtier po'sitif
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quelconque, le terme en Çx — x^ dans le développement de l'inté-
grale hypothét ique de (8) a un module inférieur à

(.0) r\^^.

Effectivement, le terme dont il s'agit est

( I X ) Uy ( ̂ o, ^0 ) ̂ ^^0^ .

Or, si q == r , on a, d'après la déf ini t ion de M,
mod Uj^-o, U y ) < M,

et à p lus forte raison
. y, / , /„„. - f 2 ( M -h î)""|rnod Ui(.z"o, u ^ ) < a (M 4- i ) —-: r\ ^.^...~— — ;

si y est ^> i, en faisani dans la fonction (9) k === y, tï == /ry, a :== M y ,
on a, d'après i°,

/ , fi i
mou Uy ( x^ i.^ ) < i . 3.5 - . . ( 2 q — 3 ) ( - ) , ( M •+ i )7

< r.^.4,6. . . ^ ^ ( ^ \1 (m 4-î) '7

I ^ ( M 4" ï n ^

Donc, pour toute va leur positive et e n t i è r e de y , le module du
terme ( ï ï ) est i n f é r i e u r à la quant i té (10).

3° Le développement de l ' intégrale h y p o t h é t i q u e a un rayon de
convergence au moins égal à la quantité positive ,_^^^

Effectivement, l'expression (,ro) est le terme général du développe-
ment de .F.-..?^^]-1

en une série entière par rapport à Ç, qui converge tant que E; reste
inférieur à -.^^^^^^ plus forte raison le développement de rinté-. 2 (M -hx) ' ! 1 ' ! ! , . ! ! ! , ï ï
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^rale hypothétique est convergent, si le module de x — a'o tombe
au-dessous de cette dernière quanti té . •

IV. Si l'on considère divers groupes de fonc t ions , dépendant , res-
pect ivement d'autant de groupes de variables, et divers p rodu i t s don t
chacun ai t pour fac teurs des dérivées p r o v e n a n t d ' u n même groupe
de fonctions :

r° On n o m m e r a taille d/uu semblab le p r o d u i t la somme des ordres
des facteurs;

2° On dira que deux, p rodu i t s , [ ) rovenanl soi t d ' u n rnénn* groupe
de fonc t ions , soit de deux groupes d i s t i n c t s , sont isomorphes, si, quo i
que so i t^ , le nombre des dérivées d 'ordre k est le m ê m e dans l ' u n et
dans l ' au t re .

V. 1 ° Si, désignant par (p une. fonction de la variable in dépend un te /,
on exécute sur Ici fonction composée F(/, îr ), à co/nposante indétermi/iée.
/'( "^ i) dif/ërenfiatior^s consécutives-^ puù\ que l ' o / i ordonne le résultat pur
rupport aux dérivées de (F, l'algorithme /niai pourra s obtenir comme i l
suit : assimilant pour un instant F unité à un produit de tuilie nulle, on
considérera leff divers produits de ta'iUes o, i, 2, ..., k /onnés avec les
dérivées de (^, on rnu.ltiplienf, chacun d'eux par un coefficient convenal/le-
fnent choisi, égal à (fuel-cfue somme de nudtiples entiers de dérivées par'9

(ielles de la composante, et l'on ajoutera, tous les résulta.ts.

Ce point est évident pour k ,̂:;: .r, et l'on vérifiera sans diff iculté que,
s'il est vrai pour nue valeur quelconque de k^ il rcst encore pour la
suivante.

2° Si l'on exécute sur F expression

^ { i , W ) ^ W ( t , W ) ^ ,

où <!>,. W désignent deux composantes, indéterminées, k — î dif/'érentia-
fions consécutives, puis, r/ue ron ordonne le résultat par rapport aux
dérivées de iv, l'algorithme ainsi obtenu ne diffère du précédent que par
les/onctions de t, w qui y jouent le rôle de coefficients. Ces dernières
deviennent^ dans le cas actuel, des sommes de termes dont chacun est le
produit de quelque entier posùif soit par la fonction €\1 soit par la fonc-
tion V, soit par quelqu'une de leurs dé/iv ces partielles. Dans le coefficient
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d'un produit de taille inférieure à k figure nécessairement quelque dérivée.
partielle de <Ï> Cou celtes/onction elle-même, si k = i); dans le coefficient
d'un produit de taille k ne peuvent figurer que la fonction W et ses déri-
vées partielles.

VI. Si l'on désigne par x, y, . . . » Uy p, ... les variables indépendantes
et les /onctions inconnues d'un système franc (.31) (14), et par x^,
yo, ..., UQ^ ç^, ... des valeurs particulières arbitrairement choisies à l'in-
térieur des cercles où les coefficients des seconds membres sont supposés'
olotropes, le système déduit de (51) en y remplaçant les coefficients dont
il s agit par certaines majorantes relatives à ces valeurs admet un groupe
d'intégrales prenant en x^, j(p ... les valeurs initiales respectives UQ,
9^, ..., tandis que leurs dérivées de tous ordres, tant principales que
paramétriques, ont des valeurs initiales essentiellement positives.

Soient
g le nombre des fondions inconnues Uy (;, .. - ;
£ une quant i té positive moindre que ï ;
(A une quant i t é positive quelconque;
© ( r ) la fonction ——11111--

\ / j[ «^ y

I I résulte de l'alinéa 1,11 que , en désignant par w une fonction
inconnue de la variable indépendante t, l 'équation différent iel le

( 1 2 )
dw p. © ( t. 4- gw )
^ ......... ^^g-^'-F:1-^-^^^^

est ident iquement vérifiée par la subst i tu t ion à w d'une série entière
en t dont la somme s'annule avec t ( f ) . D'ailleurs les valeurs ini t iales
des dérivées de cette intégrale sont toutes positives. Effectivement, si
l'on développe ©(^) par la formule

( i ) La fonction J^M'̂  a déjà 6tô employée par MM. Méray et Riquier dans rétudo
de certains systèmes du premier ordre {Annales de 'l'École Normale supérieure, 1890,
p. 4? et Buiv.).

Ànn. de l'&c. Normale, 3* Séné. Tome.X. — AvnïL 1893. ^
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et que, après avoir remplacé T par t -h gw, on ordonne le résul ta t par
rapport aux puissances de l et w, on voit immédiatement que les
valeurs ini t ia les de la fonction QÇt 4- gw) et de ses dérivées de tous
ordres sont essentiellement positives. Il en est de même de la fonc-
t ion - ^ _ — _ — ^ ~ 3 qu'on peut développer suivant la formule

j +.£©„(- g 2 © 2 ^ ^ ^ ^

par suite enfin du produit

U. 0 ( t 4" gW} ——————. • -y- , - - . -" 1 - - - ,
1 ° ' ï — £ <!?)(/ 4" ^W)

second membre de réquat ion ( î2) . Les valeurs in i t ia les des dérivées
de tous ordres de notre intégrale jou i s sen t donc, elles aussi , do la pro-
priété annoncée; car, en vertu des formules ul t imes app l iquées à leur
calcul, elles se présentent sous fo rme d'expressions entières, à coef î i"
cients entiers et p o s i t i f s , par rapport aux valeurs in i t i a l e s do second
membre et de ses dérivées part iel les . Nous désignerons par W( l ) Vin-
té^rale considérée de l ' équat ion ( i ^ ) .

Considérons m a i n t e n a n t une r e l a t i on que lconque (ft) du système
franc proposé; puis , écrivons l ' équat ion ( 1 2 " ) sous la forme

( 1 3 ) ^ ̂  ̂  ô ( 14- ̂  ) 4- s 0 ( t .h gw) d^,

et difïerentions cette dernière (ï3) a u t a n t de (bis qu ' i l le f a u t pour
obtenir une relation de môme ordre que (a). Si, dans ces deux rela-
tions d'ordre égal, on suppose les seconds membres ordonnés par rap-
port aux dérivées qu'ils contiennent, et si, dans chaque terme de l 'une
et de l 'autre, on f a i t abstraction pour u n ins t an t de la fonct ion q u i v
joue le rôle de coefllcient, un terme pris à volonté dans le second
membre de (a) a pour isomorphe un terme convenablement choisi
dans le second, membre de la relation que nous avons dédui te de
(ï3) (IV) (V)- Dans le second membre de cette dernière, partageons
alors les termes en deux groupes, suivant que chacun, d'eux est ou
non hornorphe de quelque terme figurant dans 1e1 second membre


