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Par M. ELLIOT,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE BESANGON.

e S

Lorsqu’un mobile est sollicité par des forces résultant d’un poten-
tiel, la condition pour que le probleme admette, outre Uintégrale des
forces vives, une intégrale du second degré par rapport aux vitesses,
est que la fonction des forces satisfasse & une équation aux dérivées
partielles du second ordre. M. Bertrand a tiré de cette équation des
conséquences trés intéressantes sans en donner Uintégrale (). Je me
propose de faire voir que I’ mt('gmlf' grmmml e de 'équation cp-gaos-.
tion est donnée par les expressions de la fonction des for(/(,s..lf‘nuvws 5.
par Liouville dans l¢ Mémoire intitulé : Sur quelques cas pu‘}zauhels o Y
les équations du mougement d’un point maiériel peuvent //;te f%‘(ﬂrr( )- !
Ce résultat se déduit aisément, comme on peut s’y d[tch Ire, de 1 ér’)f-m ) ,;,';
pression générale des éléments linéaires susceptibles d’ ('Lx;& famenés b w0
la forme de Liouville.

o

(1) Journal de Mathématiques, »° série, t. 1, p. 113.
(%) Journal de Mathématiques, 1 série, t. XI.
Ann. de U’ Lic. Normele, 3¢ Série. Tome XI. — Janvier 1894. 2
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L'équation aux dérivées partielles est, dans un grand nombre de
questions, plus commode & utiliser que son intégrale. Cest ce qua fait
M. Bertrand dans le Mémoire cité, en cherchant les fonctions de
forces pour lesquelles il y a une intégrale du second degré, en suppo-

“sant que les forces ne dépendent que des distances du mobile a des
points fixes du plan. Il n’y a aucune difficulté¢ & étendre sa méthode
au cas ol les forces dépendent de la distance du mobile & des droites
fixes du plan. Mais si I'on veut ne laisser échapper aucun cas particu-
lier, il est nécessaire de tenir compte des formes de dégénérescence
de I'équation aux dérivées partielles qui correspondent aux diverses
expressions de I'intégrale générale signalées par Liouville.

1. Proposons-nous de trouver toutes les fonctions U de x ¢t y
telles qu'un changement convenable des variables indépendantes
transforme I'équation aux dérivées particlles

(1) pi+gr=2U
en une autre ot les variables se trouvent séparées. La nouvelle équa-
tion, par hypothese, aura la forme

M;P‘f -+ Niflif = Xl"[— y“

ou M, et X, ne dépendent que de z,, N, et Y, que de y,. Dans ce cas,
tn nouveau changement de variables @x, = F(x,), y,~ G(y,) per-
mettra de transformer I'équation en

Pigt =X, Y,

Nous pouvons donc nous borner i chercher les équations (1) qui peu-
vent se ramener & celle-ci, ot ¢ et ¢ sont deux fonctions arbitraires

(2) Pt = e(xg) -+ (ye).
Soient
(3) _ z=A(z,y),  yi=B(x,y)

les formules qui définiront le changement de variables. Il faudra
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d’abord, évidemment, que A et B satisfassent aux conditions de la
représentation conforme,

OA_oB O\ OB

dz — dy’ dy oz
L’équation (2) devient dans le systeme (2, )

o ()/\ () .
(%) prr = (G + g ) [9(A) + BB

Le second membre de cette équation est I'expression générale que
nous cherchions pour la fonction U.
Si I'on considere la surface dont I'élément linéaire est

ds*-=2U(dx*-- dy*),

on saura, dans ce cas, en trouver les lignes géodésiques par des (ua-
dratures. Dans le systeme (x,, y,), cet élément se présente sous la
forme de Liouville. L’équation (1) admet alors une intégrale dusecond
degré.

2. Le sccond membre de I'équation (4), qui contient deux fonctions
arbitraires, est I'intégrale générale d’une équation aux dérivées par-
tielles du second ordre. Nous allons la chercher en exprimant que
I’équation (1) admet une intégrale du second degré. En désignant par
«, B, v des fonctions de x et y, nous prendrons 'intégrale sous Ia
forme

(5) (ap -+ pq) -+ 2y const.

en laquelle se transforment, par le changement de variables, les inté-
grales évidentes p} — o(x,) == const., ¢} — b (y,) = const. de 'équa-
tion (2). La condition pour que I'équation

r ::1}2 o (/’2 ,,,,,, 2U=-0

admette intégrale (5) est que I'on ait

. ’)g ) 4 op Qﬁ _()EI oU Jdy dy
(xp !-ﬁfl)[ O I‘p(](() ()]) - q* 0y "% —-+~ﬁ(—);] +p=t g st so.
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nels et ceux qui contiennent le radical devront ¢tre nuls séparément.
On devra donc avoir, quels que soient z, y, p,

, [ O aB ()U oU 0B
g *p [P_ <()x 0y> T +ﬁ()), U()J/J

(6) 9B _ 0 )i
p 0z 97
? +Bp(2U—p?) (F): o ()y> Tl T
L (do 0B U 98
ﬁb’@x q» ox+Pw >V ay .
(7) o (0B 0%\ 9,
AN P «)y dr

En égalant & zéro les coefficients de p* dans les termes (6) et de p*
dans les termes (7), on obtient d’abord ces deux conditions

do 0B 5 da\
(925
5 do — IP - P N da\ Y

dx  dy dz " dy )

On en conclut, en écartant I’hypothese «* + *= o,

de 9B du _ If

(8) Jx = ;);)7’ ;)3/ T e

En vertu de ces relations, les conditions pour que les termes (G) et ()
soient identiquement nuls deviennent

29U o0 B 0y

S R LD P e
a8 JU 40 o Jdy

S -+ P “’r-)aU()y | oy = 0.

L’¢limination de la fonction y entre ces deux équations donne I'équa-
tion aux dérivées partielles que doit vérifier U

*U 02U . 0*U
Y P . 6 :
ap <()£: ()y2)+ pr— ‘72)()6()‘},
30E—et) U | 30(@E—e?) U PE—at)

TaT dy dxr e dx dy dx Jy

(9)

Si Pon fait en particulier e =1, =0, lI'équation sc¢ réduit 2
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U
da dy
U sera nécessairement la somme d’une fonction de « et d’une fonction
de y. Les équations qui déterminent v, dans ce cas particulier, sont

= o. Si donc I’équation (1) admet I'intégrale p* + 2y = const.,

R T
ady — 7 dx = Jdx

ce qui montre que y ne peut dépendre que de .
3. Connaissant les fonctions o et @3, il faut maintenant, pour définir

le changement des variables, trouver A et B. Par hypothese, les for-
mules

(10) = A(z,y),  y1=B(z,y)

transforment ’équation (1) en une autre, ot les variables sont sépa-
rées dans le second membre, et qui admel(, comme nous venons de le
voir, Uintégrale p? + 2y, = const. Puisque U est solution de ’équa-
tion (g9), I'équation (1) admet I'intégrale
(ap + Pg)*—+ 27 =conslL.

D’ailleurs, la substitution (ro) transforme «p + B¢ en

0A+60A +( 9B 5B,

* oz dx Jdy

I suffit donc (') que les fonctions A el B satisfassent aux équations

OA L G0A_ 0B (()B
oz dy 7 Jz " o
A et B satisfaisant aux conditions % OB oA ()Ba on en tire
dz oy’ dy = 0w
[ OA o JA B
- Vor T FAE Gy T A
( BB B«
ox 0!24“(32’ :)-), '_‘az.*_(j“‘z'

(1) Il 'y aura évidemment d’autres facons de délerminer A et B dans le cas ou I'équa-
tion (1) admettrait plusieurs intégrales du second degré.
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Ainsi, lorsqu’on se donne « et B, on a I'intégrale générale de I'équa-
tion (9), en déterminant A et B par les quadratures précédentes et
en formant I'expression

A® IA® .
U= (G 555 ) Lo (M) b(B)).

(12) 0yl

4. Si l'on veut que les vésultats précédents s’appliquent & un pro-
bleme de Mécanique pour lequel la fonction des forces est U, il faut
que cette fonction ne cesse pas de satisfaire & I'équation (¢9) quand
on 'augmente d’une constante quelconque, c’est-d-dire que

rpr—ot)

Observons, toutefois, que, si cette derniere condition n'esl pas
remplie, la connaissance d’une intégrale complite de I'équation
p*+ ¢*=2U ne sera pas sans utilité pour la résolution du probleme
de Mécanique. Car si 'on suppose connue une intégrale complete de
Véquation p*+ ¢*= 2(U + 4), on obtient les trajectoires en ¢galant
2 une constante arbitraive le résultat de la différentiation de I'in(é-
grale complete par rapport & la constante non additive qui y entre.
Les trajectoires relatives a /% == o s’obtiendront en introduisant coette
hypothese dans le résultat précédent, et, comme aucune différentiation
n’est faite par rapport & A, on aura évidemment les trajectoires qui
répondent & 2 = o par une différentiation de I'intégrale complete de
pr+q¢*=2U.

Revenant maintenant aux problemes de Mécanique que la méthode
deJacobipermet d’intégrer completement, la condition ’)2(()(’};}5@
jointe & celles de la représentation conforme que doivent v(:'rifi{r wet B,
et qui peuvent s’écrire

L(E g Lon (5% =

[ § ]

déterminent « et 3. On trouvera immédiatement, en désignant par
a, b, b,, c, c, des constantes, les deux relations

(13) 3 B—at=a(y*—a?)+a2by —2bx +c,

oaff = azy + byx + by 4+ c;.



CAS D’INTEGRABILITE DU MOUVEMENT D'UN POINT DANS UN PLAN. 15

5. Supposons d’abord a 3% o0. On pourra, sans altérer la généralité,
supposer a = 1. Cela revient & multiplier « et § par une méme con-
stante, et par suite aussi A et B. Iin outre, on voit qu'un transport
des axes permet de supposer nulles les constantes & et b,, en sorte
que o« et § peuvent étre considérés comme satisfaisant aux relations

(14) B— == yr— a*-+c, al = zy - ¢.

Il faut maintenant déterminer les fonctions A et B par les quadra-
tures (r1). Or, la forme des seconds membres montre que, si I'on pose
S(z) =a+ B, AetB scront respectivement la partie réelle et le coef-

. . ., *dsz i \ . .
ficientde ¢ dans U'intégrale /7(;)- En outre, d’apres les relations (14),
le carré de la fonction /(=) est 2*-1- 2¢,7 - ¢. Une rotation des axes
d’un angle convenable o va simplifier c¢ncore cette recherche. Si
z, =z, -yt désigne la nouvelle variable imaginaire apres la rota-
tion, notre intégrale deviendra

dz,
Vet (20,0 )il

Déterminons w de fagon que

(2¢ii—c)ei—= - ]2,

h étant une quantité réelle, on aura

2¢1 COS20 ~- ¢ Sin2m = o0, CCOS26)— 2¢,8IN20) = N2
en prenant
) s 2.Cy . c —— .
SIN26) == — 7;;:; COS206) == 7:;7 \/C2 B /|(,'f - /11,

I'intégrale se réduit i

(15) /\., (151‘:: .
. \/"1 — h?

Appelons 7 et p les distances d’un point du plan aux deux points
fixes qui ont actuellement pour coordonnées (%, 0), (— h,0); on sait
que la partie réelle ct le coefficient de 7 dans Pintégrale (15) sont des
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fonctions trés simples, l'une de 7+ p, Pautre de r—p ('). Il est
méme inutile de préciser la forme de ces fonctions, puisque Uexpres-
sion de U que nous voulons obtenir contient A ¢t B sous deux fonc-
tions arbitraires.

Il nous reste i trouver I'expression de

oA oA 1|
0zt T 0yt T ol [

Les formules (14) donnent
(o B2 = (2 + )P+ 20(y*— @) +8er@y -+ ¢+ hefs
le second membre transformé dans le systeme (x,,y,) se réduit i
(22 4+ y3) 2l (y} — i) - At

qui est le carré de rp. L'expression générale que nous cherchions
pour U est donc
I \
U= 7 [o(r—=+p)--d(r—p)].
C’est la forme générale trouvée par Liouville.

6. Lorsque A= o, «*- (3* devient égal au carrd de la distance du
mobile & la nouvelle origine. L’intégrale qu’il faut mettre sous la
. - - .. [dsz . . M "
forme A + B¢ est l(;l/«—_—i- A est une fonction de &t -+ yi, B une

~1
fonction de f—;—‘ Donc 7 désignant la distance du mobile & un point fixe
1
du plan, 0 l'angle avee une direction quelconque da rayon vecteur
joignant le mobile au point fixe, la valenr de U sera

. I
U glr) 4+ 5(0).

7. Reste & examiner le cas de @ == o. Un transport d’axes permet

(1) L'équation aux dérivées partielles de Jacobi se transformera done en une autre ol
les variables scront séparées, quand on fera un changement de variables cn coordonnées
elliptiques.






