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DE L'INFLUENCE
QUE

LES A C T I O N S C A P I L L A I R E S
E X E R C E N T

' SUR UN CORPS FLOTTANT,

P A H P. D U H E M .

§ I. — Préliminaires.

Iniai-çinons qu'à la surface (le séparation de deux f luides incompres-
sibles 1 et 2, f lotte 'on corps solide 3. Soit S,, a l 'aire de la sur face de
contact des deux fluides î et ^ ; so ient Si ^ et Sy ;{ les aires des surfaces
de contact du solide 3 avec les f luides 1 et 2. La part ie variable du
potentiel thermodynamique in terne du système se rédu i ra , selon l'a-
nalyse bien connue de G a us s, à
(i) Jr-r Al^S^^ I I••^••A,^,Sl;t•+A,,aSa;^,

A^y étant une quan t i t é qui dépend, un iquemen t de la nature des deux
corps p et y. Cette formule suppose invariable la surface qu i l imi te ex-
térieurement les f luides 1 et 2.

Lorsque nous voudrons appl iquer au système le principe des tra-
vaux virtuels, nous serons amené à é tudier la v a r i a t i o n in f in imen t
petite
(-2) r].J =: A,n3Siâ--h A^rîSig 4" A^aS^,

qu'éprouve la quant i té S au cours d 'une modification vir tuel le im-
posée au système. Cette étude se ramènera à mettre sous une forme
commode les quant i tés oS.

Soit S' Faire de la surface en laquelle la surface S s^est trans-
formée par la modification ; à chaque point M de S faisons correspondre
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un point iVT de S', cette correspondance é tant assujett ie seulement aux,
conditions suivantes :

i.° A toute figure tracée sur S correspond, sur S', une figure infini-
ment peu différente.

2° A tout point du bord de l'aire S correspond, un po in t du bord de
l'aire S\

Si. les coordonnées du point M sont désignées par x, y, 5, celles du
poin t M' seront désignées par se + S<-r, y 4- ôy, z -(- 5.^.

Faisons choix, sur la surface S, d^ua côté di t posit if ; soient, en un
point M de cette surface, N la demi-normale menée (lu côté positif, et
R et IV les rayons de courbure pr inc ipaux, chacun d'eux étant compté
positivement lorsque, pour aller de la surface au centre de courbure
correspondant, on marche dans le sens de la normale N.

Soient dl un élément du contour de l'aire S; n une demi-droite,
normale à dl, tangente à la surface S, et dirigée vers l ' in tér ieur de
faire S.

On sait que l'on a

(3) ôS = — ̂  C +~) [cos(N, ̂ ) ô.y 4- cos(N,7) oy + cos(N, s) ôz] dS

— f [cos(/z, ;r)o.r -4-cos(/^y)r}/ -h cos(/^ .s) cb] dl.

Nous désignerons par ^ et pa les densités invariables des fluides '1,
et 2; nous admettrons que les forces extérieures auxquelles sont sou-
mis les divers éléments de ces f luides admettent une fonction poten-
tielle T.

Nous désignerons par X, Y, Z les composantes de la résultante géné<
raie, et par L, M, N les composantes de l'axe du couple résultant,
auxquelles peuvent se réduire les forces extérieures appliquées au
corps solide*

Le travail effectué par les forces extérieures appliquées au système
pourra s'écrire
(^ ^ C ((w - w - ^F '. \ /(4.) ^ - - j p. ̂  o.:r + ̂ ., oy + ̂  3,̂  ̂ ,

r (<w , , àw , àw , \ ,- jp^^o^+^oy+^o^^

, ' ^ X â ^ + Y o î ] + Z ô Ç + L 5 Â + M a ^ + M â y . .
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Dans cette égalité :
Sx, ôy, as sont les composantes du déplacement du, po in t matér iel ,

appartenant à l 'un des f luides, dont x, y, z sont les coordonnées
•initiales;

5'^, ST], 5*0 sont , les composantes de la t ranslat ion élémentaire suivant,
les axes 0.2?, Oy, (,.),s, et OÀ, op, ôv les composantes de la rotat ion
élémentai re au tour des axes O.r, ()y, 0^, t rans la t ion et rotat ion
imposées au sol ide.
Ces points de d é p a r t a d m î s , on peut démontrer , par des méthodes

qui sont exposées dans tous les Traités et que nous nous contentons de
rappeler, les proposi t ions suivantes :

i° II existe une fonct ion II, ( x , y, -s), variable d 'une m a n i è r e con-
t i nue à l^ in té r ieur du f l u i d e !y te l le que Fo'n a i t , en tou t p o i n t de ce
fluide,

WOi "•-— =:: o,/ /M,
7)j- ' 1<1 ̂

(Wrfïit (W.̂. ,,,)..,̂ , ^. ,,, o,

6>Iîi r)1!'"
1 . :1-11! "4-pi -y- - 0.
\ ()3 US

11, existe une (onct ion ÎI^ (^?y, .s), var iable d'une manière cont inue
à l/intérieur du f l u i d e 2» telle que Fon a i t , en t o u t po in t de co f luide,

(W^Iî, W^:+p.^-o,

m^ ôw.*- + p «,„»., ;r:. ô
ôy [ i ()y
M, âV;^,+p,^

(5&^)

2° Si l^on prend pour côté posit if de la surface S^ le côté qui con-
fine au fluide 1, convention que rappellera l ' ind ice i affecté aux rayons
de courbure, on a, en, tout point de la surface S< a »

(6) ÏI:l — lia = A- 4- A^ (j^ -h •^TJ .
^ K,̂

k étant une constante; cette égalité peut encore s'écrire d 'une .autre
manière.
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D'après les égalités (5), on a, à l ' intérieur du fluide 1,

IIi +p i¥== G,,

Ci étant une constante; d'après les égalités (5 &^), on a? à l ' in tér ieur
du fluide 2,

IIa+p^^C^

Ça étant une constante. Si l'on pose
K=Ci—C2-Â ' ,

l'égalité (6) peut s'écrire

(6 te) (p, - p,) r + A,8 f- + —) - K.
\ l X i A. l i /

Soit i l'angle de raccordement du f lu ide 1 avec le solide 3, compté
suivant les conventions habi tue l lement acceptées dans l 'étude do la
capillarité; on aura

(7) c()S/-'^^^^
^lU

Ces résultats prél iminaires rappelés, nous a l lons aborder le pro-
blème dont la solution, fait l'objet de ce t ravai l .

§ II. — Équilibre d'un corps flottant à la surface de séparation
de deux fluides-

Imaginons que l'on donne au corps solide un déplacement i n f i n i -
ment petit, composé d'une rotation (5)^ $jx, $v) et d^une translation
(o^, SY], SÇ), Un point (^, y, s) de la surface du sol ide éprouve un dé"
placement (A^-, Aj, As) dont les composantes sont

( ^r = A^ "4" s Q[J. — y o^
(8) < Ay :=: AY] -h .rov — ^OÀ,

( A3 —AÇ^hJo). —<rô^

Les fluides, en même temps, se déforment d'une inaniere quel-
conque; nous supposerons seulement que la ligne suivant laquelle les
fluides 1 et 2 se raccordent avec le solide soit entraînée dans le mou-
vement d u , solide; les composantes du déplacement en un, point de



DE L INFLUENCE QUE LES ACTIONS CAPILLAIRES EXERCENT, ETC. 21 3

cette ligne seront alors données par les égalités (8); en outre, les
aires S^, 8^3 demeureront invariables.

Nous aurons donc

ÔJ = — A 1 2 ̂  ( -^~ + ̂  ) [cos (Ni, ,:r) ô,:y 4" ces (N i, 7) oy 4- cos ( N i, ̂  ) rî,c ] dS,,

— A 1 2 f [cos (/^, ':z') rî.z1 4- cos (^, j') or -h cos (/z, -3) ô^l dl,

dl étant un élément de la ligne de raccordement et n la demi-droite
normale à cet élément, tangente à la surface S^ et dir igée vers l ' inté-
rieur de l'aire S^.

En chacun des points de la ligne /, nous pouvons prendre

o.r :=: A,:r, ây = A y, oz = As

et écrire, par conséquent, au l ieu de l'égalité précédente,

(9) 5^-^ -« A,, ̂  f— 4-1 —) [<-ï<>s (Ni, .:r) o^+cos (Ni,.y) o)'+ cos (N^ ^) oO .7S,,
kj \ 1 X •i l'i ) /

— A^ ^ j cos ( n, ̂ ) oE, ••4-" cos (^,y) o^ 4"" cos {n, z) oS
-i- [.y cos {n, s) — z cos (n,y)] ^k
i•-\- \s cos (/^ .r) — ..r cos (/^ .^)"| d^
4- f.2? cos (^?j) •-•••"- ̂  cos (^, .r)J ^'y j dl,

Les forces extérieures effectuent un, travail donné par l 'égalité (4);
cette égalité peut se transformer. On a, en efYet,

r fûw , àw , w. \ ,
«..„. 1 0 . ., o^ ̂  „ _. Jy .4. ., -,„ ô^ ^/t'i

J i \ àx à y t .̂.î /

= ^ pi '̂  [cos (:Ni^) ̂  4- cos (NÏ, y) à/ 4- c-os (Ni, .3) o<| ̂ 12

4- ̂  pi ¥ [cos (Ni, x) 5.z- 41- cos (Ni, y) oy 4- cos (N'i, ̂ ) o^j ^Si;î

f ,,,,,/rfo^ <)a'y ô3s\ ,
-h 1 pi ̂  —— 4" —— "+- "T^ ^'i*

J ' \ ̂  ^/ ^^ /

M,ais, comme le fluide 1 est incompressible, on a, en tout point
du f lu ide i,

<)rî.r àèy à os,.. ,.„„;..„ v 4.. __-r:o.
///^ (/y r7<?
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En outre, en t o u t poin t de la surface S ,^ , on a

cos (N i , .z;) ô.z1 4- cos (N i , y ) oy -i- cos ( Ni, z ) o^

4- cos (N;i,.:r) A.-r -h cos (Na^r) Ay 4- cos (N3, .3) A^ =: o.

L'égalité considérée peut donc s'écrire

, , r /ôW . àW , ^F , \(10) -J p^^ô.r 4-^-o/+ ̂ o^^,

=: ̂ piV [cos (Ni, ,y) a,r 4- COS(Nt,j) oy 4- COS (Ni, ^) ̂ ] ̂ Su

— â^ ̂  pi 'V cos (N,, ̂ ) ctë,, - oVj ̂  pi ¥ cos (N3, y) ^Si;,

-~oÇ ̂  pi ¥ cos (N.,, ^cIS,,

— rîX g pi <r [y cos (N3, z) - ^ cos (N,, j)] </S,.,

~- r^ g pi r [ .5 COS ( N,, ̂  ) ~ .:r COS ( N3, .̂  )] ^S 1 3

— ^ S pi ^> [.^ cos (Ns,./) — j ces (N;p .•r)j </Si;c

On a de même

, . . . f /^V , r)¥ . (9r . \ ,( T O ^<,v) I P.) •—- 6W -h — ôr 4- -r- d.s ar.>
J \ ^<T> ^7 àz )

^ \ pi ^'[cosCNi, *z') rî^' 4- cos(Ni, y ) Sy 4"- cos(Ni, ^) ôz] ^S.ia

4- o^ ̂  p^V cos.(N,, ,r) ^Ss^ 4- w ̂  p2'¥ cos(N3, .r)^S2;(

4"•ôÇ^p2 ÏÏ J >cos(N:„,^)^S„

4- ô?. Q pa^Cy cos(N3, -s) — -5 cos(N3, y)] ^/S^

-h ÔJJ. ̂  pa V[ Z COS(N3, .T) — X COS( N;{, 5)] rfSga

4-"o^p2¥[,'rcos(N3,7)-7COS(N3,^)]rfS«.
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Ecrivons maintenant la condition d'équilibre

— ôj -i- rif{^;-= o,

on tenant compte des égalités (4), (6^), (()), (10) et (10 bu). Nous
aurons

(n) K. ̂  [cos(Ni, a") r].x "h cos(Ni, y) oy 4- cos(Ni, .s) cbj </S,2

4" ̂  :X 4- Ai2 ^ cos(^ .v) dl — C pi¥ cos(N;,, .z-) ^/S,:, — ̂  p^l11 cos (N;i,,r) ^/^,:, |

+^ Y +Aiâ ^ cos(/<,7)^/—Çpi¥cos(N;t,,} ')/ /Si,-^paV(;os(N3,/)(/S,3|

+ % 1 / + A p. ^ cos (/^ ^ ) /// - ̂  pi r cosCN;,, ^ ) ^/Si;, ~ ̂  p2'tr (•os (N,, =) ̂ 3, |

+ oÂ î  -)" A i g / l ' y < • < > s ( //, .3 ) — 5 c o y ( //-, y ) ] di

-"- ̂  pi ̂ r „»' (•<'^1^^ ^) -- ^ cosCN;,, j)] ̂ Si,

~^p^r|:yc.,)s(N:^)-^cos(N,,j):|r/S2,j

4- ô^- M 4- A ï s ^ [3 ("/os ( //., ./:' ) — x (;os ( //., 5 )] ^//

- ̂  Pi ̂ '[^ cos (N3, .y) - x cos(N,, .s)] ^Si,

- ̂  p.VC^cosCN,^) - -r cos(N;,, ̂ ] ̂ 2, !

4-- ôv N 4- A ia / 1'^ co.s (//., j) —y cos(/i1-, x}'\ dl

- Qpi t.r[:.rcos(N,,j/) -j cosfN;,,^)] ^13

- § {h ̂  cos(N,,y) ~ j-cos (N3, .x1)] d^,, J = o.

Cette égalité ne do i t pas avoir lieu, identiquement; le volume de
chacun des fluides 1 et 2 doit demeurer invariable, condition qui s'ex-

Ànn, <•/<? i'/î(.'. Normale. .̂  Séru1, Tûïne Xïï, — JL'ILILET 189.5. 28
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prime, on le voit aisément,, par l'égalité

/ . 0(o,) ^ [cos(N,, .r) ar 4- cos(N-i, y ) oy +• cos(Ni, ^) as] c!S^

- ̂  CcosCN;,, .r) ̂ - 5-n Ccos(N^r) r/Si»~ ôÇ C cos(]NL,s)<:/S^

—• rîÀ ̂  [jcos(N'3 z) ---" ^ c()s(N;i, r)] ^/Sis

— o^ ̂  [^ COS(N;(, .;z") — ̂  cos (N;,t, -s)] ^Sis

— oy ̂  [.r cos ( N,, y) — y cos (N3, x)\ dS r, = o.

En verli.i de celle é^^lité ( î2) , le premier meiïibre de réalité (i ï )
devient une expression linéaire et i.ioniogene en OÀ, û|j-, ov, ôç, o ' / jyO'C;
cette expression doit êire é^îile à o, quelles que soient les six va-
riables dont e l le dépend, ce qui donne les égalités suivantes :

= X + A ia 1 cos(^ ^) cil- ̂  (pi ̂  ~ K) cosCN;,, ^) ^So

"11- ^pa1 i rCÛS(:N3> .r)^San,

-::: Y + A,, ^côs(^ y) ̂  - ̂  (piW - K) cos (N3, j) ̂ ,3
( '3 ) ^

-^p,¥cos(N,,y)^S«,

f o ^ Z - t - A i â fcos(^, 5 )^—Ç(p i¥—K)cos(N; . , 5)^,3

— ^paVcosCN», 5) cIS^

,::.: ï, 4. A ï s f [y cos (//, z} - ̂  cos (^, y)} dl - Ç ( pi ¥ - K) [j cos (:N^ 5) -.; cos (N3, y)\ ̂

- ^paVL/COSCN:», 5)-^COS(N^J):|^S23,

o -: ̂ 1 ̂  A 12 f [ s cos(^ ,y) - x cos (/ï, 5)] ̂  - Q ( pi T - K) [ s cos (N3, ^) — œ. cos (Ng, ^)] ^Si

- ^pâ'^O cos(:Na, ^) —.,rcos(N3, z)]clS^

o ̂  N •+•• Aiâ ^ [̂  cos (^.r) --J cosl(/l, -r)] ̂ / - Q (pi V — K) [.r costNa, j) -y cos (N3, <| ̂ Sr

- Çp,¥[,Tcos(N8,7)-ycôs(N^.r):1^23.
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Telles sont les condi t ions d 'équi l ibre d 'un solide qui flotte à la sur-
face de séparation de deux f lu ides incompressibles.

Les formules (s 3) ont été données par divers a u t e u r s ; on les
trouve, en par t icul ier , dans la Mechamk de G'. Kirchhôtr et dans le
Traité clé Capillarité (le E. M a t h i e u ; les formules ( i4 ) sont nouvelles.

g Hî. _ Interprétation des conditions précédentes.

Les condit ions précédentes sont suscept ibles d ' u n e i n t e r p r é t a t i o n
1res s imple dans le cas pa r t i cuHer qui est dédn i par les deux hypo-
thèses su ivan te s :

i.0 Dans la réqion ou so t r o u v e le f lo t teur , hs sur faces de n iveau
y = const. ont une courh i ï rc très petite par rapport à la courbure que
présente, au vois i r i î i se de la l i ^ n o d ' t t f f l e u r e î r s c n t d u f lo t t eu r , la surface
de contact des deiix ( loi des.

2° On peut tracer a u t o u r du ( lo t tcur , sur la su r f ace S^ une l i^new
(fig, 1) au delà de laque l le la surface S, y a u n e très p e t i t e courbure ;

Kig. ï .

en vertu de l'égalité (6 bis), la surface S^, en dehors de la l igne m,
coïncidera sensiblement avec la surface de niveau

(i5) (pi-p,)¥-K=o.

On pourra, si l'on veut, regarder la surface S^ comme se raccordant
târigentiellement, le long de là ligne m, avec cette surface de niveau.

Prolongeons la surface de niveau définie par l'égalité ( î5); elle
coupe la surface dix solide suivant une ligne À.
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Soient
S l'aire dessinée par la l igne À sur la surface définie par l'égalité (i5);
S' l'aire de la couronne comprise entre les l ignes m et À, sur la même

surface;
S^ l 'aire de la couronne comprise, su r la surface de contact des deux ,

fluides, entre les l ignes / e t m;
cr l 'aire de la couronne comprise , sur la surface du solide, entre les

lignes / e t X.

Nous supposerons, pour f ixer les idées, que l 'aire cr fasse part ie de
l'aire 813; nous désignerons par S^ ce qui reste de 813 lorsqu'on en
retranche la couronne a et par Z^ l 'a i re S^ augmentée de la cou-
ronne o", en sorte que nous aurons

,Sj ;t := S 13 — o-, J£^;s = S^ 4- cr.

Nous désignerons par V, le vo lume compris entre les surfaces S et
^3, et nous conviendrons do le nommer volume déplacé par le solide au
KO in du lù/uide l.

Nous désignerons par Vy le vo lume compris entre les surfaces S
et 2^ et nous conviendrons de le nommer volume déplacé par le solide
au sein dit liquide 2.

Nous désignerons par U le volume annula i re l i m i t é par les trois
couronnes S^;p S^, a; dans le cas où la couronne cr est contigué au,
f lu ide 1, nous le nommerons volume soulevé par le corps solide; dans le
cas contraire, nous le nommerons volume déprimé par le corps solide.
Nous raisonnerons dans le premier cas; dans le second cas, il faudra i t
changer le signe des termes relat ifs au volume U que nous introdui-
rons dans nos formules.

Nous aurons év idemment

( ̂ ) S (Pi111^ K ) cos(N'3, .r) ,/Si, -h ç p,V cosCNg, ̂ ) </S,,
U'S,;t 1 ^SM

= s^ (p l¥^ j^ ̂ ^^ ̂ (nn^ s. p^ ̂ (^ ̂ ) ̂^-'^ig ^•J'^gg

- S npi - r^) ( r - K] cos( N,, ,ï') ffo.

Désignons par v , , '̂  les demi-normales à la surface S dirigées rcs-
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pectivemeni vers l ' intérieur des volumes Vi , V^. Nous aurons
01 /'* W

0 (o,V-K)cos(N3,^)^3+^ (p,¥-K)cos(u^)^S^- / P^^
US,,, ' kjo ^

C p2W'cOS(N3,.;r)^3 -+• ̂ , p2¥cos(v2,^)Jâ =-J P^^-

On a, d 'ai l leurs, en tou t p o i n t de la su r f ace S,

cosOi, .r) 4- cos(^, .r) = o, (pi -- pa) '̂  ~ K. = o,

en sorte que l'égalité (î6) peut s'écrire

( 1 7 ) ^ (piV-K,)cos(N;,,.2Q^Su + ̂  p,¥cos(N,,^)^S,,
L?SI,( ' kjv^

=- fp^ï^v,- fp^^^V^S [(p^p.)^~K,;|cos(N,,..')^.
Jy </.„/" Jy^ (,/.-̂  U^

D'autre par t , nous aurons

f(p,_ p,)^^.] = Q [(p^p,)^•-K:lcos(N:^lr)^
, /»j ^"^' k^o"

-+-S [(pi-p^^'-K'l^sC^, •s)^'
».-/s'

+ Q ^ [fp, - pOT - K] (•os('Ni, A') rfS', 2.
k./Sia

'Mais l 'égalité (G te) est vérifiée en tout point de la surface S^ et
l 'égalité (i5) en tou t po in t de la surface S ' ; l 'égalité précédente peut
donc s'écrire

d8) ^(p^p^^lJ^S r(pl-p.) lï j>-K]cos(N3^r)^
J^ ' ox kJv

+A^ f,L+—)cos(N,^')^,.
^SH x1^ "i/

Imaginons main tenant que tous les points de la couronne S^ éprou-
vent une même translat ion parallèle à l'axe des a?; l'aire démette cou-
ronne demeurera invariable ; exprimons cette condition en faisant usage
de l'égalité (3) et nous trouverons l'égalité ! !

( 1 9 ) Ç ( I + ̂  coë(N,, x) dS\,+ fcos(/^ x} dl+ ( cos(^, x) dm = o.
Us-,,\Hi HI/ J/ ^
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La demi-droite n est, en tout po in t du contour m, normale à l'élé-
ment dm, tangente à la surface 8 ,3 et d i r igée vers l ' intérieur de
Faire S^.

Imaginons de même que tous les points de la couronne S' éprouvent
une même translat ion paral lèle à l'axe des x\ l ' a i re de cette couronne
demeurera invariable; exprimons cette cond i t i on en faisant usage de
l'égalité (3) et en observant :

î° Que, par hypothèse, la courbure de la surface S'est négl igeable;
2° Que les deux surfaces S^, S'se touchent le long de la l igne m,

en sorte qu'en tout poin t de la ligne m la même demi-droite n est nor-
male à la ligne w, tangente aux deux surfaces S^, S\ et dirigée à la.
fois vers l ' intérieur de l 'aire S^ et vers l ' i n t é r i e u r de l ' a i re S\

Nous trouverons l 'égalité

( ao ) f cos ( //, x} dm -h / cos ( /^ -r ) fû. =. o.
v iiï </),

En tout po in t de la l igne À, la demi -dro i t e n est normale à l'élé-
ment JÀ, tangente à la surface S et dirigée vers Vinlé'rieurdc l 'aire S',
c'est-à-dire vers r in té r ieur de l'aire S.

Les égalités (18), (19), (w) nous d o n n e n t l 'égali té

r à^v c c(-.u) \ (pi— pï)-Y-~dU r:::: Ai2 / cos(n, ̂ ) cH. — An / cos ( r i y a') (II
Ju ^x J-^ J{

+S r(pi-p.)^-K]cos(N3,^)^.
^Jcr

En vertu des égalités (17) et (21), la première des égalités (r3)
devient la première des égalités

r (]ïy r ()iy r ^y r
\ o^X-h 1 p i , , ^ V i + / p a ' . f / V r - \ (p i—pâ) -T~^U+A^ / ^{n,x)cÛ^
1 ^ vw -^•3 ow ^V 0X <•/>.

I /•' ()\'y r ^»jr r ^'qr /*
,., i o = Y 4 - 1 ^—dV^+ f p , , < : / V g - i (p^-p,),.—^[l4.-Ai21 / cos(n.y)^,

1 ^Vi u} *...'Y g -V ^U 'V «.•/),.

„ r ôw ,., r <)¥ ,„ r\ .•()w „, , r / . no=-Z + (p,.—^Vi+ 1 pg—^V^ 1 ( p i — p a ) " ^ ^ / cos(/^ ^ )^Â .
Jv< ^ ^v, v" ^f <;" )̂.
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Les deux autres se déduisent d 'une manière analogue des deux, der-
nières égalités (i3).

Transformons de morne les égalités ( î4) '
Nous aurons év idemment , par un ra i sonnement analogue à celui qu i

a fourni l'égalité (17),

( ^ 3 ) S ^T '" K ) 1 y ̂ (^ ̂  - s ces (N3, r ) ] dS,,
kJ.Su

•+• ̂  PS '^f r cos(N3, z) - s cos(N3,j)"l ctë,,
^^a

f ( rW ôW\ ,„ f / àW (ÏW\ ,,,^•"^V^v^ --^)^..~yj.(y^ ̂ ^)^
+ S 1 ' ^ Pi - P2 ) '^J> """ K "1 r Y ces ( N,, z ) - .- cos ( N3, j)1 ^<7.

k7fT

D'autre part, nous aurons

C i - . ( <w <)[v'\ mj^-^(y-^-^)dv

-= S r(pl-pî)(I^-I<"ll",r<'"s(N„s)-scos(N.„J/)-|^
k^lT

+SI Kpi-ps)11''-1^'!!'./^^^!» s) - - îcos(v , , y)']^'^jf-,' ' ' '

S+ ^ [(p,-p,)<r_ K:| [ycos(Nî,3)-5Cos(N2,,»/)]rfS ' , , .
»S'12

I/égalité (6 bis) é tant vérifiée en tout p o i n t de la surface S^ et
l 'égalité (i5) en tout po in t d-e la surface S^ l'égalité précédente peut
s'écrire

/ f\ f/ ./ àw àïl^\ /IT( 2 4 ) ^(p^p.)^^--^)^

= §J;(p,- pâ)1^- K] [ycos(N3, ^) - ̂ ,cos(Na, y)}d^

^ A^ ̂  (^ ^ ~) |:,y cos (N, , •s) - ^ cos(N,, y)] dS^.M S t s Y ^ i i^,/

Exprimons maintenant qu 'une rotation autour de l'axe des ̂ n'altère
ni l'aire de la couronne S^» ni l'aire de la couronne S', et nous trou-
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verons les deux égalités

S (-+wVycw^l^^sw^y)]cl^Us^v1! "i/

+ f[y cos (/?-, ^—z ces (^ y)] ̂  + f [y cos ( /?-, ^ ) — ^ ces ( n, j)] ^/m = o
Jl w ni,

et

f[ y cos (/i, <s) — z cos (^, y)'] dm + f [" r cos ( n^)—s ces ( /?, j)] ^5. = o.
Jm ' l ^x

Moyennant ces égalités, l ' égal i té (24) devicïnt

!») .̂-P.)(.̂ "- '̂)""

== Ç [(pi- pî) W - K] [y cos(N3, s) - s cos(N,,y):] ch

+ A,2 r [ycos( / t ,s )—scos( / ( ,y ) ]c^~An ^ [,ycos(rt,5) — 5cos(//.,,y)]rf/.
•A "'

En vertu des égalil-és (33) (it (a5), la premicrc des ogalitos (\!\}
devient la preiTiiere des égalités

r f ()W (m^ „, r ( à'V <W\,.,o=L4-^p.(.y^-^^^-+-^p^y^-^)^

- f(p.-Pi) (y^ -s^^/U+A,, r[jcos(/»,,.-)-5cos(«,.y)]^,
Ju \ "*' ".^/ «.''xj ^ 1 '^'V àz ~ àyF • „ / ,

,, r f à^ yv\ ,„ r ( ^v àv\ ,„
o = M +j^ ̂  - . ̂ ) ̂ V. +^p« ̂  5-,: - - ̂  } ̂

- f(pi - f>î)(^. - •f ̂ '̂ l1 + Aïs f[s cos(«, ,r) •- x cos(rt, s)] ̂ .,
«/(j \ ux " " / v'i,

,, r i yv (W\ ,„ r ( à^ ^\,iMo=N^p.(.^-/,^)./v.^p,^^-,y^)^

- f(p>- p<)^-S -,y^")rfU +A« f[,a"cos(/<,7)-ycos(«,,r)]^.jv \ "y "'- / </).

(••'•6)
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Les deux autres se déduisent de même des deux dernières éga-
lités (i4).

Les égalités (22) et (26) mettent en évidence le théorème suivant
que nous avions en vue de démontrer :

Lorsûuun solide flotte à Ici sur face de séparation de deux fluides incom-
pressibles, soumis aux forces capillaires, il peut être regardé comme
éprouvant, de la part de ces fluides, des actions qui se par'tei^ent en "trois
groupes :

ï ° ACTIONS DU PREMIER GROUPE. — Pour les obtenir, on remplit avec le
fluide { le volume V,, que le solide déplace à l'intérieur du fluide 1 , et açec
le fluide 2, le volume Va Que le solide déplace à l'intérieur du fluide 2;
on détermine les actions extérieurcfs de/onction potentielle ^F, auxquelles
seraient soumis les diçers éléments de volume de ces fluides; on renverse
le sens de ces actions et on les compose comme si elles agissaient sur le
corps solide. Ces actions sont celles que donnerait la généralisation
du principe d'Archimede.

;î0 ACTIONS DU SÏSCONÎ) GROUPE* — Pour les obtenir, on "remplace le 'vo-
lume U du liquide 1, que le solide soulève, par un corps solide ayant pour
densité ( p ^ — p^), et l'on détermine les actions (fue ce solide, supposé in-
çariablement lié au solide 3, ffuïnt de la part de forces extérieures ayant
pour fonction potentielle "^F. Dans le cas où le solide déprime^ le fluide i,
'le sens de ces actions doit être changé.

3° ACTIONS mj TROISIÈME GROUPE. — Pour les obtenir, on applique une
force, de grandeur A^^d^^à chac/ue élément de la ligne À suùwil laquelle
la surface de niveau S coupe le solide; cette force est normale à r élément
d\^ tangente à la sur/ace S, et dirigée de l'intérieur du solide vers l'exté-
rieur.

Dans le cas où les forces extérieures agissantes se réduisent àla
pesanteur, les actions (lu troisième groupe n'ont pas de composante
verticale; pour calculer la'poussée verticale éprouvée par le solide, il
suffit de tenir compte des actions des deux premiers groupes ; on
retrouve alors un théorèoie que Laplace avait donné pour un corps

Ann. de l'Éc. Normale. 3*» Séné. Tome XII.— JIHUET x8r)5. ^9
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cylindrique à axe vertical, que Poisson avait étendu à un corps de
révolution à axe vertical, et que E. Mathieu avait démontré d 'une ma-
nière entièrement générale.

Non seulement, dans ce cas, les actions du troisième groupe n'ont
pas de composante verticale, mais encore on démontre aisément
qu'elles se font équil ibre; l'action du fluide sur le corps solide se
réduit donc à la poussée verticale calculée par Laplace, Poisson et
E. Mathieu; ce théorème n'avait pas été démontré jusqu'ici, du moins
à notre connaissance.


