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DE I’INFLUENCE

QUE

LES ACTIONS CAPILLAIRES

EXERCENT

SUR UN CORPS FLOTTANT,

Par P. DUHEM.

§ I. — Préliminaires.

Imaginons qu’d la surface de séparation de deux fluides incompres-
sibles 1 et 2, flotte un corps solide 3. Soit S,, I'aire de la surface de
contact des deux fluides 1 et 25 soient S, et S,, les aires des surfaces
de contact du solide 3 avec les fluides 1 et 2. La partic variable du
potenticl thermodynamique interne du systeme se réduira, selon I'a-
nalyse bien connue de Gauss, &

(1) 3o AeSps b ApSp—- Ay Suy,

A,, étant une quantité qui dépend uniquement de la nature des deux
corps p el g. Cette formule suppose invariable la surface quilimite ex-
téricurement les fluides 1 et 2.

Lorsque nous voudrons appliquer au systeme le principe des (ra-
vaux virtuels, nous serons amen¢ a c¢tudier la variation infiniment
petite
(2) 0F == A1 881, 4+ A 3081y -+ Ay 98y,
qu’éprouve la quantité 7 au cours d’une modification virtuelle im-
posée au systeme. Cette étude se ramenera & mettre sous une forme
commode les quantités oS.

Soit 8 I'aire de la surface en laquelle la surface S s’est trans-
formée par la modification: & chaque point M de S faisons correspondre
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un point M’ de S, cette correspondance étant assujettie sculement aux
conditions suivantes :

1° A toute figure tracée sur S correspond, sur S, une figure infini-
ment peu différente.

2° A tout point du bord de I'aire S correspond un point du bord de
'aire §'.

Si les coordonnées du point M sont désignées par x, y, =, celles du
point M’ seront désignées par & -+ oz, y -+ 3y, 5 + os.

Faisons choix, sur la surface S, d’un coté dit positif; soient, en un
point M de cette surface, N la demi-normale menée du coté positif, et
R et R’ les rayons de courbure principaux, chacun d’eux étant compté
positivement lorsque, pour aller de la surface au centre de courbure
correspondant, on marche dans le sens de la normale N.

Soient d/ un élément du contour de aire S: n une demi-droite,
normale & d/, tangente a la surface S, et dirigée vers Vintéricur de
'aire S.

On sait que 'on a

(3) 08 =— S <l—l{ -t ﬁ,) [cos(N, x) 6 -+ cos(N, ¥) 8y -+ cos(N, 5) 5] dS
———/ [cos(n, x)dx - cos(n, y) dy -+ cos(n, ) ds] dl.

Nous désignerons par p, et p, les densités invariables des fluides 1
et 2; nous admettrons que les forces extéricures auxquelles sont sou-
mis les divers éléments de ces fluides admettent une fonction poten-
tielle W

Nous désignerons par X, Y, Z les composantes de la résultante géné-
rale, et par L, M, N les composantes de I’axe du couple résultant,
auxquelles peuvent se réduire les forces extérieures appliquées au
corps solide.

Le travail effectué par les forces extéricures appliquées au systeme
pourra s’écrire

- ) 70 I o 7A NN
(4) AG, == — /Px <§)7 0x - ()j’- oy -+ {(-)—; J::) dy,

Cow P o 5 o, /

—— Oy | o L e —— 03 )
P\ oy gz 0% ) A

“+ X0E 4 Ydn -+ 205 +- Lok - Mo - Mov.
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Dans cette égalité :

Sz, oy, ¢z sont les composantes du déplacement du point matériel,

appartenant i 'un des fluides, dont 2, y, = sont les coordonnées

initiales;
¢%, on, oC sont les composantes de la translation élémentaire suivant

les axes Ox, Oy, Os, ¢t ¢k, o, ov les composantes de la rotation
élémentaire autour des axes Ox, Oy, Oz, translation ¢t rotation
imposées au solide.

Ces points de départ admis, on peut démontrer, par des méthodes
qui sont exposées dans tous les Traités et que nous nous contentons de
rappeler, les propositions suivantes :

1° 11 existe unc fonction I, (x, y, z), variable ’une manitre con-
tinue & Uintéricur du fluide 1, telle que Uon ait, en tout point de ce
fluide,

Jll, o
dr O g T
i oll, AL
( .)) ()')/ e .Ol _()__,__ -0,
oI, o
.,(.)3. -y 3 )

Il existe une fonction I, («, y, 5), variable d’une maniere continue
a Uintéricur du fluide 2, telle que Pon ait, en tout point de ce fluide,
: oM, O
ow TP or
ol o

S ¥

r' s Pro— - — -
(-) /)t.ﬂ) ()')’ ~ P2 T)}’ o0,
\ ds P2 ds "

2° Si 'on prend pour eoté positif de la surface Sy, le ¢oté qui con-
fine au fluide 1, convention que rappellera Pindice 1 affecté aux rayons
de courbure, on a, en tout point de la surface S, ,,

6 I, I, = /- e By,
(6) I, — 1, /kAm<m P“J

k étant une constante; cette égalité peut encore s’écerire d’une autre
maniére.
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D’apres les égalités (5), on a, a intérieur du fluide 1,
Hl -+ p1llr = Cl’

C, étant une constante; d’apres les égalités (5 bis), on a, & Uintérieur
1 3}

du fluide 2,
I+ p, W = G,

C, étant une constante. Si I'on pose
I’égalité (6) peut s’écrire

1 1Yy

; PSR | (Y Y (NN TR S 'O
(6 bis) (pr—p2) U +A\,_<“1 : “,1) K

Soit ¢ ’angle de raccordement du fluide 1 avec le solide 3, compté
suivant les conventions habituellement acceptées dans P’étude de la
capillarité; on aura

(7)

Ces résultats préliminairves rappelés, nous allons aborder le pro-
bleme dont la solution fait 'objet de ce travail.

§ II. — Equilibre d'un corps flottant a la surface de séparation
de deux fluides.

Imaginons que P'on donne au corps solide un déplacement infini-
ment petit, composé d’une rotation (ch, Su, ov) et d’une translation
NN N . R ) . , ,
(05, o0, ¢C). Un point (2, y, z) de la surface du solide éprouve un dé-

placement (Az, Ay, As) dont les composantes sont

S Az == AL - 3 dp. — y v,
(8)

Ay == A -+ 26y ~~ 590,
Az - A7 y o) A— f')\[J',

Les fluides, en méme terps, se déforment d’une manitre quel-
conque; nous supposerons seulement que la ligne suivant laquelle les
fluides 1 et 2 se raccordent avec le solide soit entrainée dans le mou-
vement du solide; les composantes du déplacement en un point de
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cette ligne scront alors données par les égalités (8); en outre, les
aires S,,, S,, demeureront invariables.
Nous aurons donc

0F = — A”S(l;, —+ >|_(/05(N,,J)r)l -+ cos(Ny, )0y + cos(Ny, 5) 03] dS,,

— A / [cos(n, x) dx + cos(n, 3) Oy -+ cos(n, 3) 93] dl,
dl étant un élément de la ligne de raccordement et n la demi-droite
normale & cet élément, tangente i la surface S,, et dirigée vers I'inté-
ricur de 'aire S,,.
En chacun des points de la ligne /, nous pouvons prendre

ox = A, dy == Ay, 03 = Az

et écrire, par conséquent, au licu de I’égalité précédente,
P 1 . o ‘
(9) OF == Axvs <“ -t RT) [cos (Ny, ) 0~ cos (N, p) 0y - cos (Ny, 5) oz | dS,,
1 1

e A”/g cos (1, &) 08 - cos (1, y) a1 -+ cos (n, 5) o
' |y cos (n, 5) = 3 cos(n,y)| ok
=[5 cos (n, ) — xcos(n,s)| op

1= [ cos (r,y) — y cos (n, 2)| 6v | dl.

Les forces extéricures effectuent un travail donné par I'égalité (4);
cette égalité peut se transformer. On a, en effet,

)‘lJ o, or, /
/ P ( """" oo Ty g 93) A

bpl W cos (Ny, &) dx -+ cos (Ny, ¥) dy -+ cos (N, ) ds] dSy,

“}- S‘ pr W[ cos (Ny, z) o -+ cos (Ny, y) 0y - cos (N, 5) 0] dSy

~fo '( o)

Mais, comme le fluide 1 est incompressible, on a, en tout point
du fluide 1,

diox ddy 0Ji3

im e "I"" ——

Dx dy Js
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En outre, en tout point de la surface S,,, on a

cos (N, 2) 6 + cos (N, ) 0y -+ cos (Ny, 3) 03
-+ cos (N3, x) Az + cos (N,, ¥) Ay -+ cos (Ny, ) As = o.

I’égalité considérée peut donc s’éerire

[)llrr“r “+ QF? L ds ) dv
(o) — Pr\ 3 ox (]}—, 0y -+ Js o)

o

= Sp1 W [cos (N, z) or - cos(Ny, ¥) oy —+ cos (N, 3) 23] dS,,
— 0k S o1 W eos (Ny, @) dS,y — o1 S p1 W eos (Ny, ) dSy,y
— 0C S e\ cos (Ny, 3)dS,,
— 0 S 11 [ cos (N, 3) — 5608 (Nyy )] S5
O S e W[ s cos(Ny, &) — .2 cos (Ny, 5)] dSy,

— 0V S p1 Wz cos (Ng, y) -y cos (Ny, z)]dS .

On a de méme

. tooWw o oW
(ro bis) / P2 (}I}E R Ty dy -+ s ()u> dy,

= S P2 W cos(Ny, 2) ox -+ cos(Ny, ) oy ~- cos(Ny, 5) 05 ] dS,

-t OF S p2 " cos (Ny, ) dSuy -+ o1 S o'V cos (Ny, ) Sy
“+ 0% S p2 1" cos (Ny, 5) dSyy

- 07 S p2 Wy cos(Ny, 5) — 5 cos(Ny, )] d5y

-+ O S P2 W[ 5 cos(N,, 2) — 2 cos(Ny, 5)] dS,y

- By S pa W[z cos(Nyy ) — y c08( Ny, @) dSys
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Eerivons maintenant la condition d’équilibre
— 8F -+ d€,= o,

en tenant compte des égalités (4), (6bis), (9), (10) et (10 bis). Nous
aurons

(1) K S[cos(N,, )8 4 cos(Ny, y) dy -+ cos(Ny, ) dz | 8,

405 | X+ Ayy / cos(n, ) dl— Sg‘ Y cos(Ny, ) dB, — sz‘l" 08 (Ny, ) Sy, ’
40| Y 4+ Ay / cos (n, y) dl — Sp, U cos(Ny, ») dSyy — SP‘“’ U cos (N, 0) :/S“}

N | ’ \ . N . . e |
-+ 0L I:L - /\w'/ cos(n, s)dl — bp, W eos(Ny, 3) dsy — sz‘lJ 605 (Ny, 3) z/b.,,J
-+ oA 2 Lo+ Ay, / [y cos(n,s)—scos(n,y)]|dl

- S o cosONg, 2) — 3 cos(Ny, y)]dSy,
T N e
A Y 08 (N, 3) ==z cos(Ny, )] Sy
bp_ [y cos(N,, 2) cos(Ny, y)] ¢ |
-+ 6/1.; M+ Ay, /[: cos(n, @) —a cos(n, 3)]dl
o Sp, W[5 cos(Ny, o) — @ cos(Ny, 5)] dS
- Sp,_.'l"[:cus( Ny, ) — 2 08 ( Ny, 5)] dSy, ;

-+ 0y

N--Ap /|r cos{n, y) —ycos(n, z)]dl

- Sp, Wl cos (Ny, ) — y cos(Nyyr)] dSys

- Sp, Y2 cos(Ng, 5) — yeos(Ny, 2)] dSy; 1 = o.
Cette égalité ne doit pas avoir lieu identiguement; le volume de

chacun des fluides 1 et 2 doit demeurer invariable, condition qui s’ex-
Ann, de U'Fie. Normale, 3 Série, Tome XII, — Juiwier 1895, 28
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prime, on le voit aisément, par 'égalité
(12) S [cos(N,, #)dr -+ cos(Ny, y) 0y + cos(Ny, 5)ds]dSy,
— 3 S(:os (Ngy #) dS,3— 81 Scos(Ng, ) dSyy— 0% S c0s(Ny, 5)dS,
— dA S [ycos(Ny 5) — scos(Ny, »)] dS,s
— O S [5cos(Ny, 2) -z cos(Ny, 5)]dSy

— gy S [ cos(Ny, y) — y cos(Ny, x)] dS;y = o.

Envertu de celte égalité (12), le premier membre de Tégalité (11)

. . .. \ RS Y
devient une expression linéaire et homogene en oA, op., ov, o, oy, o(;
cette expression doit élre égale & o, quelles que soient les six va-
viables dont celle dépend, ce qui donne les ¢galités suivantes :

[o-=X -+ Ay /(:os(n, a) dl S(p1 U —K) cos(Ny, @) dS,,
- Sp;‘l'"cos(N“, ) dSyy,

o=Y + Ay [ cos(n, y)dl~ S (P W — K) cos (Ny, ) dSyy
(13) o ‘

— Spﬂ']r cos(Ny, ¥) dS,,,

o= 71 -+ Ay fcos(n, z)dl—- S(p,“l"»- K) cos(N;, 5)dS,,

— Sp._, W cos(Ny, z) dS,,.

0 L= Agg /l')' cos(n, z) — z cos(n, y)] dl — S (p1 W — K) [y cos(Ny, 3) — 5 cos(Ny, )] dSy;
| — Spﬁl”[y €08 (Ny, 5) — 5 cos(Ny, ¥)]| dSys,

0= M- .\12/ [5cos(n,x)—axcos(n, z)]dl— S (ps 1" = K) [z cos(Ny, #) — x cos (Ng, 5)]d51s
- Spﬂ‘lf [5 cos(Ny, &) — @ cos(Ny, 5)] dSys,

0 =N+ Ay / [zeos(n, 7) — ¥ cos(n, )] di — S (61 W — K) [ 08 (Ny, ) — y €08 (Nay )] S5

— Sp,‘l"[‘_m c0$ (N, ) — y cos (Ny, x)] dSys.
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Telles sont les conditions d’équilibre d’un solide qui flotte & la sur-
face de séparation de deux fluides incompressibles.
Les formules (13) ont été données par divers auteurs; on les
trouve, en particulier, dans la Mechanik de G. Kirchhoff et dans le
Traité de Capillarié de BE. Mathieu; les formules (14) sont nouvelles.

§ III. — Interprétation des conditions précédentes.

Les conditions précédentes sont susceplibles d'une interprétation
tres simple dans le cas particulicr qui est défini pav les deux hypo-
theses suivantes :

1° Dans la région ol se trouve le flotteur, les surfaces de niveau
Y = const. ont une courbure tres petite par rapport i la courbure que
présente, au voisinage de la ligne d"affleurement du flotteur, la surface
de contact des deux fluides.

22 On peul tracer autour du flotteur, sur la surface S,, une ligne m
(fig. 1) au dela de laquelle la surface S, a une tres petite courbure;

Iig. v

en vertu de Pégalité (6 bis), la surface S;,, en dehors de la ligne m,
coincidera sensiblement avec la surface de niveau

(15) (p1—p) W — K =o.

On pourra, si 'on veut, regarder la surface S,, comme se raccordant
tangentiellement, le long de la ligne m, avec cette surface de niveau.

Prolongeons la surface de niveau définie par P'égalité (15); elle
coupe la surface du solide suivant une ligne A.



220 P. DUHEM.

Soient

S 'aire dessinée par la ligne A sur la surface définie par I'égalité (15);

S’ I'aire de la couronne comprise entre les lignes 7z et A, sur la méme
surface;

S, Paire de la couronne comprise, sur la surface de contact des deux
fluides, cntre les lignes Let m;

c laire de la couronne comprise, sur la surface du solide, entre les
lignes [ et A.

Nous supposerons, pour fixer les idées, que 'aire o fasse partie de
'aire S,,; nous désignerons par X, ce qui reste de S, lorsqu’on en
retranche la couronne o et par X,, aire S,, augmentée de la cou-
ronne g, en sorte que nous aurons

o

2= Sy—o, e

Nous désignerons par V, le volume compris entre les surfaces S et
X4, et nous conviendrons de le nommer volume déplacé par le solide au
sein du liguide 1,

Nous désignerons par V, le volume compris entre les surfaces S
et Z,, et nous conviendrons de e nommer volume déplacé par le solide
au sein du liguide 2.

Nous désignerons par U le volume annulaire limité par les trois
couronnes S, S, o; dans le cas ol la couronne ¢ est contigué au
fluide 1, nous le nommerons volume soulecé par le corps solide; dans le
‘s contraire, nous le nommerons volume deprimé par le corps solide.
Nous raisonnerons dans le premier cas; dans le second cas, il faudrait
changer le signe des termes relatifs au volume U que nous introdui-
rons dans nos formules.

Nous aurons évidemment

(16) S (p1W—K) cos(Ny, &) dS 4+ S pa W cos(Ng, 2) dS,y;
Slﬂ Hﬁv’!

= N (g W—K)cos(Ny, @) dX S\' e W cos(Ny, x) d2y;
—yy gy

~ § 01— )W — K] cos(N, @) o
g

Désignons par v,, v, les demi-normales & la surface S dirigées res-
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pectivement vers Iintérieur des volumes V,, V,. Nous aurons
¥ o 3 v
S (0, W' — K) cos (N, @) dZ;+ pll K) cos (v, x) dS = — Px';;d\/n
-41'1 Y.

S P s (Ns, ) A + S 02 W C0S (99, ) lS — f pz—-a’V
)
On a, d’ailleurs, en tout point de la surface S,
cos(vy, ) 4+ cos(vy, 2)=o0, (pr—p) W —K=o,
en sorte que I'égalité (16) peut s’éerire

(17) S (p W — K) cos(Ny, 2)dS, -~)—S P2 W cos(Ny, ) d9
Sty Saa

iz /p, AT Pz J -lw!lv -+ S [(pr—p2) W — K] cos(Ns, ) do.
Ju o ,, :

D’autre part, nous aurons
' o ~ X . .
/(pl - py) }TFMU = b [(pr— )W — K] cos(Ny, x)do
/() 4 G
+ g [(p1— )W — K] cos (v, ) ds
g -
+ Ss‘u[(p, — o)W — K| cos(Ny, ) dS! .

Mais I"égalité (6 bis) est vérifiée en tout point de la surface S, et
égalité (15) en tout point de la surface S'; I'égalité précédente peut
donc s’éerire

” A U ; . W
(18) /U(p,-—-pz)b—;/,lU__SG]_((”—(J._;)'U-—Kj(,os(Ng,.L)cla'

Al I I X/
-+ Ay, b <—— - ---,—) cos(Ny, &) dS,.
12 $is Rl 1{1 ( 1 ) 12

Imaginons maintenant que tous les points de la couronne S|, éprou-
vent une méme translation parallele a 'axe des a5 Iaire de cette cou-
ronne demeurera invariable; exprimons cette condition en faisant usage
de I'égalité (3) et nous trouverons I'égalité

(19) SS <1;~ 4 i%,-) ¢os (Ny, ) zlS’”-J,—/cos(n, w)dl+/ cos(n, z)dm=o.
s 1 1 Y m
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La demi-droite n est, en tout point du conlour /m, normale a 1'élé-
ment dm, tangente 4 la surface S,, et dirigée vers l'intérieur de
aire §',.

Imaginons de méme que tous les points de la couronne S’ éprouvent
une méme translation parallele a 'axe des a; I'aire de cette couronne
demeurera invariable; exprimons cette condition en faisant usage de
Pégalité (3) et en observant :

1° Que, par hypothese, la courbure de la surface $” est négligeable;

2° Que les deux surfaces S',, § sc touchent le long de la ligne m,
cn sorte qu’en tout point de la ligne m la méme demi-droite n est nor-
male & la ligne 7, tangente aux deux surfaces S,,, ', et dirigée & la
fois vers 'intéricur de I'aire S/, et vers 'intérieur de aire S

Nous trouverons I'égalité

(20) / cos(n,x)dm -+ /('()s( nya)dl = o.

vm W,

En tout point de la ligne A, la demi-droite n est normale a I'élé-
ment dA, tangente & la surface S et dirigée vers I'intérieur de aire S,
c¢'est-b-dive vers I'intérieur de I'aire S.

Les égalités (18), (19), (20) nous donnent I'égalité

o . -
(ar) (pr— PQ)T)T dU = Ay [ cos(n,x)dl— Ay | cos(n, x)dl
u X ) t
\ w ,
-+ [(py—p) W — K] cos(Ny, «) da.
a

En vertu des égalités (17) et (21), la premiere des ¢galités (13)
devient la premiere des égalités

oW o § oW .
2 X - A —[u — (lV, »/ e ) e d U - / s(n,x)d,
\o fv:m ()w( o Ly,r‘();z;(‘z tu(pl r‘)d.r(m } A“t)l(os(n B¢
/

prsens} - s . y em—( iy —— (O == [y ) e (L) = Ay 08 )y Y 1)’
0 Y—Pjhr’tdf AM }»v,(h Jy dV, -fu({l (;)d)‘(ll : \“.,-,‘(()S(" ) a

1 1| g r . A
o==Z [px%—gdvri-"/ Pz'(()jg“d\[z—‘/({h“" p,‘)f-)g«dU + Ay [ms(n, z)di.
Jyv, U7 ve o OF Ji dz <3



DE L'INFLUENCE QUE LES ACTIONS CAPILLAIRES EXERCENT, ETC. 223
Les deux autres se déduisent d’une maniere analogue des deux der-
nieres égalités (13).
Transformons de méme les égalités (174).
Nous aurons ¢videmment, par un raisonnement analogue a celui qui
a fourni 'égalité (17),

(23) Sg (62 W — K) [ ¥ 08 (N, 5) — 5 cos(Ny, 1)] S5

-+~ S p2 Wy cos(Ny, 3) — 5 cos(Ny, ¥ )] dSy;
-7 Bga

' AL o U
.__——-./V(PI <¥ P w;;-}-;) (IV.-M./W(M <‘y_d_z:— — ...—97) dv,

D’autre pnrt, nous aurons

’ o o
/ (P1 - {92) (y (): —_— 7}3—:- U
= § o= ) W= K1 [y cos(Nay 2) — = 008 (Ns, y)] do
e
- S5 L(pr— )W — K] [y cos (v, 5) — 3 cos (v, )] dS’

-+ SS‘, [(pr—p2)W — K[y cos(Ny, 5) — zcos(Ny, )] d87,.

L'égalité (6 bis) étant vérifice en tout point de la surface S|, et
I'égalité (15) en tout point de la surface S’, I'égalité précédente peut

7

s’éerire

o/ i oI . ()'I'") .
( ALy ) /U\(Pi p2 ) <.}/ —(-)‘:‘:‘ A ()‘y (IIJ

=S [(pr—p2) W = K[y cos(Ny, 5) — 5 cos(Ns, )] do
[

I I

~+ Ay, \ ( e v--7>[‘y(:os(N,,z)—-—::(:os(N,,y)} dasy,.
St ‘"1 "1

Exprimons maintenant qu’une rotation autour de I'axe des z n'altere
ni I'aire de la couronne S',, ni I'aire de la couronne S', et nous trou-
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verons les deux égalités

.i. __L By . _— —_z :,
Ss;,<nl - R;) [y cos(Ni, 5) — s cos(Ny, y)] 8},

+f[y cos(n, 5) — s cos(n, y)]di +f[y cos(n,s)—aszcos(n, y)]dm=o
l n

f[) cos(n, 3) — s cos(n, y)]dm+ /[; cos(n,s)—zcos(n, y)|dk =o.
m 0

Moyennant ces égalités, I'égalité (24) devient
. ANl 4
(95) (p—pn( yos — 0.)’>lU
= §, U= 2 = K] [y €03 (N, =) =5 c0s (N, y)]

= Anf[y cos(n, s)—zscos(n,y)dh—Ay, /.[_',y cos(n,s) — zcos(n, y)| di
;: i

En vertu des égalités (23) et (25), la premivre des égalités (14)
devient la premiere des égalités

] W 1T G 1
():L—l—/m( w_ )l)lV+fpﬂ<y().l,_d(()l>/\/
Jy, Y

\J Wy
_../(Pl_..p ( Q_!. A >(/U+A”/‘[ytoq(n,ﬂ)—-..ms(n ¥)1dA,

Js ()

. 3 W 4 7 W\

():M+/p1(:%-i ))y>dV +[p,<~,.)_l,__', i}l>l\[2
(26) v JW
—f(Pl—P2 < i ('——>(1U “+ Ass | [5c0s(n, x) — 2 cos(n, s)|dh,
Js )

’ ()‘l" o ()‘If' oW

o= N ooy =)k [l Gy =1 5 )4V

% 178
"f(Pl ( W 0)[ )dU + szf['” cos(n, y) — y cos(n, z)] d.
).
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Les deux autres se déduisent de méme des deux dernitres éga-
lités (14).

Les égalités (22) et (26) mettent en évidence le théoreme suivant
que nous avions en vue de démontrer :

Lorsqu’un solide flotte a la surface de séparation de deux fluides incom-
pressibles, soumis aux forces (:a/)ill(u'rcs, il peut éire regardé comme
éprouvant, de la part de ces fluides, des actions qui se partagent en trots
groupes :

1" ACTIONS DU PREMIER GROUPE. — Pour les oblenir, on remplit avec le
Sluide 1 le volume V| que le solide déplace a Uintérieur du Sluide 1, et apec
le fluide 2, le volume 'V, que le solide deéplace a Uintéricur du fluide 2 ;
on détermine les actions extérieures de fonction potenticlle ‘¥, auzxquelles
seraient soumis les divers éléments de volume de ces fluides; on renverse
le sens de ces actions et on les compose comme si elles agissaient sur le
corps solide. Ces actions sont celles que donnerait la généralisation
du principe d’Archimude.

2° ACGTIONS DU SECOND GROUPE. — Pour les obtenir, on remplace le vo-
lume U du liguide 1, que le solide souléve, par un corps solide ayant pour
’ ‘ eve, | . /
densité (p, — py), et L'on détermine les actions que ce solide, supposé in-
variablement li¢ au solide 3, subit de la part de forces extérieures ayant
our fonction polenticlle \V'. Dans le cas ou le solide déprime le fluide 1,

. % .

le sens de ces actions doit étre changeé.

32 ACTIONS DU TROISIEME GROUPE. — Pour les obtenir, on appligue une
Jorce, de grandeur A, dh, a chague élément de la ligne \ suivant laquelle
la surface de niveau S coupe le solide; cetie force est normale a l’élément
dh, tangente & la surface S, et dirigée de U'intéricur du solidevers Uextc-
rieur,

Dans le cas ol les forces extérieures agissantes se réduisent a la
pesanteur, les actions du troisieme groupe n’ont pas de composante
verticale; pour calculer la poussée verticale éprouvée par le solide, il
suffit de tenir compte des actions des deux premiers groupes; on
retrouve alors un théoréme que Laplace avait donné pour un corps
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cylindrique A axe vertical, que Poisson avait étendu & un corps de
révolution 4 axe vertical, et que E. Mathieu avait démontré d’une ma-
niere entierement générale.

Non seulement, dans ce cas, les actions du troisieme groupe n’ont
pas de composante verticale, mais encore on démontre aisément
qu'elles se font équilibre; 'action du fluide sur le corps solide se
réduit donc & la poussée verticale calculée par Laplace, Poisson et
E. Mathieu; ce théoreme n’avait pas été démontré jusqu’ici, du moins
i notre connaissance.



