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SUR UNE

DU

P A R M. F. B R I O S C H L

1. On sait que l'équation du sixième degré

( i ) ( z — a Y1 — 4 a ( z — a f •+ i o h ( z — a f — ^c ( z '— a ) -h 5 b2 — ^ac = o

est résoluble parles fonctions (dliptiques en deux. cas : fti a = o, &, c
étant certaines fonct ions do. module; ou si b = o et a, c fonct ions du
module.

Soient x^ ^,, ̂  ;̂p ^4 ^^ racines d'une équation du cinquième
degré, el ^ une fonction cyclique de ces racines, fonction qui se
reproduit, changée de si^ne, lorsqu'on opère sur elle la substitution

( r Y Soient encore o,p 9,, ^a» 1?;? 'h 1^ fonctions qu'on déduit de ̂

par la substitution (^ J (^ •= o» i > 2. 3» 4) ; ̂  l'un pose

( % ) ^=:^Iy4^.)¥oo,

où 1 _
^/5 ̂

2 y := 9^, -i- epo 4-. * . + y^ ^) = —^— ?

et si Fon indique par y^ V'^^ - - ^ ̂  les fonctions qu'on peut dé-

duire de \[^ par la même substitution (3,.^^); les quantités s^,

.s,,, ..., ,s^ ainsi obtenues.sont, comme il est connu , racine (Tune équa-
t ion (i).

Ânn. <îe l'Éc. WormaU'. 3" Série, Tome XU. NOVEMBRE ïSgô, 43



338 F. BRÏOSCIIL

Soit
/-= (^, a^ a.^ a^ a.,, a,) (,r, ̂ i^o

l 'équat ion du c i n q u i è m e degré, dont les racines sont x ^ , x^ . . . , ,r^
En désignant avec u^ la f o n c t i o n cyc l ique

//„ = ̂  (.z-o — ,ri ) ( x^ — .-r, ) ( ̂  — ,2-3 ) ( ,r, — ̂ , ) ( ,̂ . — .:z-o ) = ̂  (o 1234. ),

fonct ion l a q u e l l e se r e p r o d u i t , changée de signe, par la s u b s t i t u t i o n
( / ),î et si l 'on désigne avec //,», ^, ^, u.^ u^ les (onc t ions qu 'on en

dédu i t par la subs t i t u t ion ( ,, / ) î on a u n type do f o n c t i o n s CD.• \,'') /'" -4- .y / " l ' ' !' " ' 1 1 " *
Si enfin l'on désigne avec (^ la fonct ion qu'on déduit de ̂  au moyen

de la substitution ( / . ) » el l'on observe qu'elle aura la même propriété

de u^ <iuaot a la subst i tut ion ( / , )? on obtiendra, de la manière indi-

quée les fonct ions c<,, t'i, ..., i^.
(^es douze fonctions H, ç o i s t des pro|)rié(és remarquables que je

résume en renvoyant pour la démonstration à des t ravaux connus f 1 ' ) .
On a, en preniier lieu,

( 3 ) ! ^ (ï ̂  2 ( 11^ ~\- (^), ï t1 — 2 //^,

desquelles on déduit dix, relations, en opérant avec la substi tut ion

(,3^4-J'

De mémo

(4 )

et enfin

j ^ ̂  := - ul - (.̂  + 1 ( / ~ 3 o ) //, 4" ^ ( / « o ) p,,
i ^ ̂  :,,:;. «„. ,̂  4. 3 ̂  ..,i.. ̂  ^ + o ) ̂  ̂  ^ ( / +, 3 o ) ̂

2 ̂ s = a r^ 4- a (^ ~ 1 ( / - 3 o ) /^- | ( / 4- à ) (^
4" |;(^-"3^) ï2^+|(/-3o)(^..~8)^

(5)
^ ' j 2 „' = ̂  ̂  - | ( / ~ ô ) ̂  4- J ( / 4- 3 o ) ̂

( 4- -f ( / 4- 3 0 ) ( / 4- rî )"^^ .- ^ f / 4- 3 0 "f („

( 1 ) Sur l'équcuwn du cinquième degré^ par M. Hemiito; ï8G6.
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et les re la t ions correspondantes obtenues par la s u b s t i t u t i o n men-
t ionnée .

La q u a n t i t é / e s t , sauf un coefficient n u m é r i q u e , r i n v a m n t d u qua-
t r i ème degré de/; et o est la rac ine carrée du d i s c r i m i n a n t ( sauf un
c o e f f i c i e n t nu nié ri que) , et l'on a

( ̂  ) ^ î'^ = ^<, Co = . . . = //4 (', =:: —— 0.

Les coefficients u^ ^, ..., i^ sont racines de l ' équa t ion s u i v a n t e ,
dans laquel le k est un inva r i an t du douzième degré de /":

\ u12 ~ ( / — 3 rî) u^ 4- l ( l'2 - ̂  lo + 3o 3 ) u3 -- ki^

{ 4- { ( (î 4- a IS 4- 5 o2 ) 0^- — ( / 4- 3 o ) o^ 4- ̂  •:== o.

2. Supposons que la re la t ion en t r e i n v a r i a n t s

(8) ^== .^ (^ -4 /04 -9^ )

soit sa t i s fa i t e ; on voi t tout de su i te que dans ce cas le premier rnembre
de l ' équa t ion (7) a pour fac teur (F — o, et, en conséquence, l ' u n e des
six fonc t i ons^ sera égale a dr S 2 , et, à cause des re la t ions (6 ) , on au ra
la f o n c t i o n correspondante ç égale à q= a2.

Soient Xo, X i , ..., \^ douze indé te rminées , et posons

® ;,:::-::: 7,, i^ 4- ?4 ̂  4- ( V 4- À;Î rî ) ̂  4- ( ̂ 4 !' 4" À;; à ) ̂

4- ('Aj^-h 7.7/0' 4- W) u 4- (^/â4"- À io^ r î 4- À,^)c,

^, p étînit deux quelconques fonctions correspondantes. Au moyen des
re la t ions (3), (4), (5), on ob t ien t

{ï y = /., u'" + li ̂  4- ( k l 4- 1,5) u^ 4- ( /4 <f 4- /g o) ̂

4- (/,,^4- /^rî 4- l^)u 4- ( /y/2 4- / i o /o 4- /n^,

les 4» /^ • • • é tan t des fonctions l inéaires de À^, ^ ^ , ....
•En posant 4"+" û^A,.==^, on aura

( ̂  = ̂  a8 4- ^1 (^ "4- ( ̂  / 4- ^ô ) i^ 4- ( ̂  ^ + ^5 S ) ̂
( + (^/2,^/34, ̂ ë^u^t^l^ l^lS^t^ê'2)^,
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et Fon trouve que

^:=û.)^ ^^t(<<3—- l )^— ( a ^ ) — l)^,. ^"^K^ ~- l )^—" ( 3 G ) — f)^

^ = — { ( 2 G) — 1 ) IQ 4" |- ( G) — ï ) i-., 4- 0) <îfi,

^ g = •— j w ̂  ~ j ( 3 û) — î ) ̂ , 4- f ( f.) — l ) ̂ i 4- w ̂ ,

^,== .y.(4r,.) - 3)^~ |(3 0) - l) ^,4« Q)^.

Supposons ma in t enan t qu'une des expressions (9), pour y^ s'annule
1 1

lorsqu'on pose u == ?)1, ^ ̂  — §2 ; les indéterminées ^, ^, ,.. doivent
dans ce cas satisfaire les trois conditions

^ ̂  ̂  + ̂  «.,-» ̂  -4.» ^ .̂» ^ ^ :;:::; o, ^ — ^ 4- h — / î » "= /:), ^ — ^> =- o.

Les indéterminées se réduisent dans ce cas à deux :
t^p, ^^i- ^5;--:- ^7,

et l'expression \Jz prend la forme

^z :.:-.: (P 4- Q ̂ )p 4- ( L -î- M y^)^
étant

Q := | p» + ^ /rz3' -..h -^â/^ •-- t ̂  ( u 4- ^ ) — | 1 1 ou — -l-o3 ( 3 u — 9. ï r ),

p :=; _ Q + ̂  ~ j (/ 411- o) a3 — j ^ rîi' — ̂ 2 (^3 M 4- 25 P),

I. ::•::: a î 3 4- {? ; î — ^ ^( u -[- ^) -h o( /'/ -t-- 2 (' ), M :"•:: — u^ — ^)(u 4-" 3 ̂ J,

et les polynômes P, Q, L, M , s ' a n n u l e n t pour u = — v = ô2.
On est ainsi arrivé à ce résultat : qu 'une des racines s^, s,,, . , . , ^4

de l ' équa t ion (î) est n u l l e , et que la somme des autres peut s ' annu le r
en disposant de l ' indé te rminée p : y.

.En effet , l ' a d d i t i o n des racines z donne

^ 5 :::":: ap2 -h 2 (3/^/ 4- y<72,

a, jî, y étant des invariants des degrés ao1**, 1:6^, 12^.
La condition (8) entre invar iants d/une équat ion du 5e degré con-

duit donc à une résol-vante jacobienne (î) , pour laquelle sont
1 1 ! a "r: o, b ̂  o,
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et vu que dans ce cas la résolvante même se réduit à l ' équat ion
binôme

^—nc==o.

On a le théorème :

Les équations du S0 degré, p r̂ lesquelles la relation ( 8 ) Ê*.Ç/ satisfaite.
sont résolubles algébriquement.

3. Un cas par t icul ier de ce type d 'équations est donné par ia théorie
des fonct ions e l l i p t i q u e s , en considérant la d iv is ion des périodes par
onze.

Si l'on pose
9. (,)
—- r=: rn
î ï

et

( 9 ) .a-y :~ p (m), .ri =: p (2m), ;r2 =.,.:: j) ( 4 m ), j^ = p ( 4 m ), .z^ =r= p ( 5 m )

de la formule pour la mul t ip l ica t ion des fonct ions e l l i p l i q u e s ( 1 )

Ï)(^^-P(^.:::~^^^^

on d é d u i t que

//, :::=•( o34 ̂  )= TT^^^^^ ^o^ (o4^3i) ::•::::- ^1^;
^^^^/;^^ ^2^;i+^c

mais, é tant dans ce cas ^,11 =-= o, on a

,j—^ ,, ̂ ,^ ^^^],
4;7~1 -"^-•7 ^^-1-- ^^ ^— \p^

en conséquence
//(,:=— <^,

et l 'équation du 5e degré, dont les racines sont les ^o, ;z^, . . . (<)J, est
résoluble a lgébr iquement , comme i l , est connu.

( 1 ) liALpinsN, Traité des fonctions elliptiques, P8 Partie, p. 100.
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4. En dés ignant par A, B, C l é s i n v a r i a n t s des 4e» 8e» î ^ 0 degrés
d 'une forme b ina i r e du 5e ordre, on a

/=^.A, ô 2=5 ^ i (A. 2 - - îa8B) ,

/• :̂  1:̂ ! ( 3 A 3 — ^^Zi^AB 4" ^^.^C).

Esi subs t i tuant ces valeurs dans l ' équat ion (8), on ob t i en t la rela-
lion de condit ion pour la classe d^éq na t ion s du 5e de^rô considérée,
formée avec les inva r i an t s A, B, G.


