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SUR UNE CLASSE
D’EQUATIONS DU CINQUIEME DEGRE,
Par M. F. BRIOSCHI.

R e P

I. On sait que Péquation du sixicme degré
(1) (5—a)—bha(s-—a)4+100(s—a)p ~fe(s —a)+db—fac=0

est résoluble parles fonctions elliptiques en deux cas : sia=o0,0, ¢
étant certaines fonctions du module; ou si b = o et a, ¢ fonctions du
module.

Soient @,, @, &,, x,, x,les racines d’une équation du cinquieme
degré, et o, une fonction cyclique de ces racines, fonction qui se
reproduit, changée de signe, lorsqu’on opere sur elle la substitution

T “a

l r q 3 . y , ,
(/,| r>- Soient encore 9, ©,, 2., @y, 7, les lonctions qu’on déduit de 5

par la substitution (

.

5o 4 ;) (s==0,1,2,3,4); sion pose

(2) &/3: :::-;—Z;u—{»m%,
ol

2o =g, A4 9y 9y, =

et si Uon indique par ys,, y5,, ..., V5, les fonctions qu’on peut dé-
. R e r . . he -
duire de y, par la méme substitution (3/-3-4-.9)’ les quantités s,

z,, ..., 5, ainsi obtenues sont, comme il est connu, racine d’une équa-
tion (1). )
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Soit

J == (e, 4,y Ay @y ty) (2, 1)5 =20

'équation du cinquieme degré, dont les racines sont 2y, xy, ..., @,.
En désignant avee «, la fonction eyclique

== al{(wy— @) (& — @) (2y— ) (g — ) (2, — y) == a;  (01234)),

fonction laquelle se reproduit, changée de signe, par la substitution

I . , . » .
<,,,>; et si Pon désigne avee w,, w,, w,, uy, u, les fonctions qu’on en
47

’ . . . I » .
déduit par la substitution ( o \_>7 ona un type de fonctions 2.
.‘-) B b

St enfin 'on désigne avee ¢, Ta fonction qu’on déduitde w, au moyen

T r ) s -
de la substitution (? I,), et 'on observe qu’elle aurala méme propriété

\ . . s . .. . .
de w, quant a la substitution (,,,>, on obtiendra de la maniere indi-

quée les fonetions ¢4, ¢4y oouy 0y
Ces douze fonctions w, ¢ ont des propriétés remarquables que je
résume en renvoyant pour la démonstration i des travaux connus ().
On a, en premier lieu,
.

(3) Xu=2(u,+ v,), Seizou,,

desquelles on déduit dix relations, en opérant avee la substitution

(5,
3rges)

K

De méme

0 (Dt w0l A (L= 30 )t (L= D)0,
P E2ed o - 50 -2 (-0, — 3 (L 30)¢,,

et enfin
Xubmoul 400l — 50— 30yul—3(l+3d)v

A+ (L33 u,+ (L —33)(l—d)¢,,
{}Jc"‘:. suie— S (L—0yul - 3(L4-30)0)

A Sl B38) (L 4-0)u,— 31+ 33)2e,,

(V) Sur Uéquation du cinquié¢me degré, par M. lermite; 1866.
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et les relations correspondantes obtenues par la substitution men-
tionnée.

La quantité / est, sauf un coefficient numérique, U'invaviant du qua-
tricme degré de /3 et ¢ est la racine carrée du discriminant (sauf un
coefficient numdérique), et 'on a

(6) U, 0, = Uy Py == o o == Uy = — O

Les coclficients «, w;, ..., «; sont racines de I'¢quation suivante,
dans laquelle £ est un invariant du douzieme degre de /'

~

{(u?—(L—=30)a" - [ (P—2ld 4 50*) ub— kut

A M (P 20 - 50%) 5% — ({4 30) 6% u? - 8% =z o,
2. Supposons que la relation entre invariants
(8) k== d(P—fld +ga*)

soit satisfaite; on voit tout de suite que dans ce casle premier membre

, . N Y o N , )
de Uéquation (7) a pour factenr u* — o, et, en conséquence, Uune des
i
. » . ’ . NG A . v
six fonctions wsera ¢gale i == ¢2, ¢l, & cause des relations (6), on aur:
. ' N
la fonction correspondante ¢ égale i == 0%,

Soient Ay, Ay, ..., Ay, douze indéterminées, et posons

© 2 Dy 108 A= by 05 = (hy b~ Ry ) 1t = (D L == 2;50) 0
b (P = 25 00 = g 0%) 66 A= (hg L2 - Dy l0 = A, 300,

u, v étant deux quelconques fonctions correspondantes. Au moyen des
relations (3), (4), (5), on obtient

130 = = LS (L L= L0) 1P+ (L L+ L0 )03
A (L= L0+ L0 e+ (L P+ Ly 08+ £ 6% v,

les 4,, ,, ... ¢tant des fonctions linc¢aires de Xy, 24, ....
En posant [, -+ wA,.==1(,, on aur:

V3 == by tdP 4 € 05 4 (Lyd 4 £,8) P =4 (L, [ 50) 0
e (L P by L8 A £502) 1o+ (L L2 b3y {0 = £, 02) 0.



340 F. BRIOSCHI.
et1’on trouve que

b= wty, =3 (o —1)ty— (20 — 1)L, =58 w —1)t,— (20 — 1)Ly,
b= — i (2w — 1) b+ 3 (0 — 1) b~ w g,
t]():—— {}G)[g— %(3(1) — )) L‘:,—l" %((,) - ’)[5‘}- O)t-p
b= (G -=3) Ly~ 5(Bw —1) b4 w ly.
Supposons maintenant qu’une des expressions (9), pour ys, s'annule
1 1
lorsqu’on pose « = 32, ¢ = — ¢%; les indéterminées ¢, ¢,, ... doivent
dans ce cas satisfaire les trois conditions

by— Lyt ly— Lyt bg— L =20, Ly Ly~ lg— Ly 0, ly— ly=== 0.

Les indéterminées se réduisent dans ce cas i deux :

ty=p, bl 4=ty 0 = 78
et I'expression vz prend la forme

Vi (PQV3)p+(L4-MV5)yg,
étant
Q=108+ 3 - 20w B (- 0) — 3o — 02 (D u—aryp),
P=—Q+ =3+ 0)yu?— ildp—1d*(vau -+ 250),
Lozowd-0%— 300~ ¢) 80+ a¢), Mo — = 13w 3¢),
1
et les polynomes P, Q, L, M s’annulent pour u = — ¢ = ¢=.

On est ainsi arrivé i ce résultat : qu’une des racines z,, z,, ..., 5
de I'équation (1) est nulle, et que la somme des autres peut s’annuler
en disposant de U'indéterminée p: q.

En effet, 'addition des racines z donne

Yzomapt4-alpy -+ yq?,

, B, v étant des invariants des degrés 20°, 16¢, 12°
La condition (8) entre invariants d’une équation du 5¢ degré con-
duit done & une résolvante jacobienne (1), pour laquelle sont

a-—=-o, b=o,
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et vu que dans ce cas la résolvante méme se réduit a I'équation
binome

On a le théoreme :

Les équations du 5¢ degre, pour lesquelles la relation (8) est satisfaite,
sont résolubles algeébriguement.

3. Un cas particulier de ce type d’équations est donné par la théorie
des fonctions elliptiques, en considérant la division des périodes par
onsze.

Si I'on pose

fe}
o~

(9) a,==p(m), x==plam), ay==p(hm), xy=p(4m), a,=p(dbm)
de la formule pour la multiplication des fonctions elliptiques (')

'ﬂ: 1 EJJ_L':*;'. ,

p(ne)—p(u):=— i

on déduit que

ty== (034192) = -

mais, ¢tant dans ce cas 4,, = o0, on a

. 4‘4"{“2 (_Ps,__ S"Pz %,___, ‘,2%

.

WEN T Bz

en conséquence
Uy=— "9,

et Péquation du 5¢ degré, dont les racines sont les 2, z,, ... (9), est
résoluble algébriquement, comme il est connu.

(1) UaLpnes, Traité des fonctions elliptiques, I'* Partie, p. 100.
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4. En désignant par A, B, Cles invariants des 4°, 8¢, 12¢ degrés

d’une forme binaire du 5¢ ordre, on a

02z= 5% (A*— 128B),

5
3

r
b= 0 (3AP = 3242 A1 - 5. 44.C).
En substituant ces valeurs dans ["équation (8), on obtient la rela-
tion de condition pour la classe d’équations du 5¢ degré considérée,
formée avee les invariants A, B, C.



