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SUR DES

FONCTIONS D'UN POINT ANALYTIQUE
A MULTII'LiaTIÎURS EXPONENTIELS

OU

A, PÉRIODES RATIONNELLES,

PAR M. E. LACOUR,
PKOFKSSEUl t DE MAT.ISEMATIOl.nîS SPECULES A U LYCKE S A I N T - L O U I S .

I N T R O D U C T I O N .

A la l in d 'un Mémoi re Sur les fondions doublement périodùjues de troi-
sième espèce ( < ) , M. Appel], é tudie des fonct ions d 'un point ana ly t ique
analogues aux fonc t ions doub lemen t périodiques de troisième espèce.
Ces nouvel les fonct ions se comportent comme les puissances de la
fonction ©[^^(^y)), que l'on obtient en prenant une fonction © à p
variables et en y remplaçant les variables par les intégrales abéliennes
normales de première espèce correspondant à une courbe algébrique
de genre p . Si l'on considère la surface de Riemann rendue simple"
ment connexe HA, les fonctions in t rodui tes par M. Appell admettent
le long de chacune desp coupures b un mul t ip l i ca teur de la forme

^-WM(')(.r,y) .'^l^'ê+ic1

m désignant un nombre ent ier et u^Çv.y) l'intégrale normale de /
première espèce correspondant à la coupure1 traversée, f ^ ' 1 . ^^

\^^^^
( 1 ) Aluwks de l'École Normale, 3t} série, t. I; mai 1884. - ^ \'y.^—
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Dans la première Partie de ce travail , j 'étudie des fonctions dont la
déf ini t ion comprend la précédente comme cas part icul ier , en suppo-
sant qu'à chacune des 2 p coupures correspond un mul t ip l ica teur
exponentiel et que l'exposant, au lieu de contenir une seule intégrale
de première espèce, est une fonction l inéa i re des p intégrales de pre-
mière espèce.

Les coefBcients de ces fonctions linéaires ne peuvent être pris
arbitrairement; si l'on a ramené à Fumté les multiplicateurs corres-
pondant aux coupures a, ce qui est toujours possible, on trouve comme
condi t ion nécessaire que, dans chacune àes p fonctions linéaires res-
tantes, l'un des coefficients doit être un nombre entier. Ce sont ces
nombres entiers qui interviennent quand on cherche l'excès du nombre
des zéros sur le nombre des pôles, en supposant que la fonction n'ad-
met sur la surface Raôc d'autres points singuliers que des pôles.

En appl iquant la méthode dont Riernann s'est servi pour obtenir la
relation entre les périodes de deux intégrales abéliennes de première
espèce, on peut voir comment la fonction étudiée se comporte vis-à-vis
des intégrales abéliennes attachées à la même surface. On obt ient ainsi
des propositions qui relient les uns aux autres les théorèmes d'Abel
sur les zéros et les infinis des fonctions algébriques, les théorèmes
correspondants donnés par M. Appel! pour les fonctions à mul t ip l i ca -
teurs et, d'autre part, le théorème de Riemann sur les zéros d'une
fonction © [Y(;r,y) — G,], dans laquelle figurent p constantes arbi-
traires G^.

Dans la seconde Partie, j 'étudie des fonctions qui comprennent ,
comme cas particulier, les dérivées logarithmiques des fonctions pré-
cédentes; l'une de ces fonctions reçoit, lorsque le point représentant
la variable traverse une des coupures a ou b, un accroissement qui
dépend du point où la coupure est traversée et qui est donné par une
fonction rationnelle du point analyt ique correspondant. Ces fonctions
se rattachent à des fonctions déjà étudiées et à des recherches impor-
tantes. On voit bien que, si l'on sait former (^) une fonction uniforme

( I) Ce problème est un cas très particulier d'une question sur des équations fonction-
nelles, traitée par M. Picard, Sur une CUme de Transcendantes nouvelles (Âcta rnccthe-
mcftica, mars 1894), parla méthode des approximations successives.
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satisfaisant aux conditions

F(^M-(.) ) = F ( ^ ) , F ( ^ - 4 - û ) i ) = : F ( ^ ) + 9 ( 5 )

co et co, étant des constantes et ç(s) une fonction doublement pério-
d ique aux périodes œ et o-),, il suffira de remplacer dans F(-s) la va-
riable par une intégrale e l l i p t i q u e a u x périodes OD et o^, pour avoir
une des fonct ions que nous voulons é tud ie r . Or cette question se
ramène à un problème posé par M. Picard (Comptes rendus, 1878),
généralisé par M. Appe l l [Sur une classe de/onctions analogues aux
fonctions eulériennes ^Mat/iernatisclïe Annalen, t. XIX; ï88i ) | et, dans
les deux cas, on rencont re les fonc t ions 0 de Heine formées avec la
moi t ié des facteurs q u i cons t i tuen t les fonct ions © de même que la
fonct ion r(.r) est formée avec la moitié des facteurs qui, consti tuent la
f o n c t i o n ..—-;:• Le problème posé par M. Picard a été é tudié à nouveau
par M,. Craig (American Journal of Mathematics, Vol. XVI, n° 3, A
Class o/Uniform Transcendenlal Fonctions).

On montre d'abord qu'on peut supposer nul les les périodes relat ives
a u x coupures a. En supposan t que la, f onc t ion n'admet d'autres points
s ingul iers que des pôles, on trouve, entre ces pôles et les résidus,
p re lat ions q u i , dans certains cas par t icu l ie rs , peuvent se réduire à
des ident i tés .

On obt ient ensu i te une relation qui donne l'expression de la fonc-
t ion q u a n d on conna î t les pôles avec les résidus correspondants et les
périodes-

Dans cette expression se présentent des intégrales définies con-
tenant la var iable sous le signe somme et admet tan t comme ligne de
d iscon t inu i t é une des coupures b. Pour vérifier que l'accroissement
d e l à fonct ion , quand la var iab le traverse une des coupures, est bien
égal à la période d o n n é e , on est conduit à appl iquer une méthode
i n d i q u é e par M. H ermite [ Sur quelques points de la théorie des fonctions
(Journal fur die reine undange^andteMatfiematiky t.XCI, p. 62; i88i)|.
Le même résultat peut être rattaché aux intégrales de Cauchy, mais il
y a intérêt à l'établir par une méthode élémentaire et indépendante.

On peut , après cette vér if icat ion, répondre à la question suivante :
Existe-t-il une fonction îiyant les propriétés énoncées, quand on se
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donne à l'avance les fonct ions rat ionnel les d 'un point a n a l y t i q u e qu i
doivent servir de périodes, les pôles et les résidus correspondants,
pourvu toutefois que les p relat ions entre les pôles et les résidus soient
vérifiées par les données? La formule qu i donne la solution de cette
question se rédui t , dans le cas où les périodes deviennent nu l les , à la
formule de Riemann-Roch donnant la décomposit ion d 'une fonc t ion
algébrique en éléments simples. On peu t encore composer avec des
intégrales abéliennes et des fonct ions r a t i o n n e l l e s u n e fonc t ion répon-
dant à la ques t ion ; mais la première so lu t ion a l 'avantage de met t re
en évidence les pôles de la fonct ion et les part ies pr incipales corres-
pondantes.

Dans une troisième Partie je vér i f ie que les fonct ions qui v iennen t
d'être étudiées en dernier l i eu sa t i s fon t à une équa t ion d i l ï é r en t i e l l e
l i néa i r e avec second membre d o n t les coeff ic ients sont des ( o n c t i o n s
rat ionnel les d'un po in t ana ly t i que ; je me s u i s gu idé dans cette der-
nière Partie sur la méthode suivie par M. Appe l l à la f in de sa Note
Sur les équations différentielles linéaires inté^rables à F aide de la fonc-
tion y^(;r, y ) ÇAnncdes de l'Ecole Normale, 3e série, t. V; :î8(S8).

PREMIÈRE PARTIE.

1. Soient
/(.^)=o

une équat ion a lgébr ique , T la surface de Riemann 'correspondante ,
T cette surface rendue s implement connexe au moyen des coupures

<^1, (.1^, . « . , Cf. y,,

& 1 » ^2» . . . ? ,̂

Cli ^2» * • * ? C p ',

nous désignerons par u^Çz) l ' intégrale normale de première espèce
admettant la période 2^\/ — i sur la coupure a^

Soit, d'autre part, F(^) une fonct ion de s régul ière ,en tout point
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de cette surface, sauf en un nombre l i m i t é de points qu'elle admet
comme pôles. On suppose de p lus que la fonct ion F(^) admet le long
des coupures a^ bj, des mul t ip l ica teurs variables définis par les éga-
lités suivantes , où X désigne un poin t du bord positif d'une coupure
et p le po in t s i tué en face de X sur le bord négatif de la même cou-
pure :

j le long de a/, F().) == F(p) eA ' l-+-At l i /< /15(P)4-A! i i )" r^ ) (P'-^-••-^Ai. / ' )^ ))(p^

( le long de b/, F(7Q = F(p) e^^^'^^^^^^^--^^^^

pour k == r , 2, . . . , / ;».
Le long de chacune des coupures c^ . . . , ̂  le mul t ip l ica teur est

supposé constant et égal à l ' un i té .

2. En cons idérant les po in t s de croisement de deux coupures, on
reconnaî t aisément que les coefficients A^ et B^ ne peuvent pas être
pris a rb i t r a i rement .

Considérons d'abord le poin t de croisement des coupures a/,, bj, et
soient a, p, y, S les quat re sommets qui se trouvent en ce point (on
a marqué d 'un t r a i t p lus gros sur la fig. i le bord pos i t i f de chacune

des coupures et on a désigné par a le sommet qui se trouve à la fois
sur le bord négatif de chacune des deux coupures). Pour aller de a
en j on p e u t , ou bien aller de a en, ? puis de p en y, ou bien aller
de a en Spuis de S en y. On doit trouver le même résultat dans les
deux cas, pu isque la fonction F ( s ) est uniforme; cette remarque
condui t à considérer l 'égalité, évidente par elle-même

W,. F^^ÏI^^ÎW
F(a) x F (pJ-F(a) x ' F ( ô ) '

l^Ll
F(â)'
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II nous sera commode ici de poser

A/,(^)=A/,+A, l)^ l)(^)+...4-Ay )</<^(^),
B,.(^)=B;,+B, l)^ l)(5)+...+By)^^(^).

Alors l'égalité précédente devient (si l'on néglige d'écrire l ' indice A)
Îî ( a ) ^>A ( ? ) ̂  ̂ A ( a ) l̂î ( 5 )

ou bien
(OA ( ? ) -" A ( a ) ̂  ^It ( 8 ) — ïî ( a ) ^

Dans le premier membre, l'exposant est l 'accroissement que reçoit
A(^) quand on traverse la coupure h; dans le second, c'est l'accrois-
sement de B(^) quand on traverse la coupure a. On d é d u i t de là , en
désignant par n/, un nombre en t ie r et par b^ le m o d u l e de pér iodici té
de u^Çz) le long de la coupure &/.

A^^-h A^^+...^A^^:=B^x ̂ =74" ̂ .TT^-T,

ou encore
^ A4P^,.+ A^,+.. .+A^^, ,,
v w / ——————"•"11'——"y;—r—————•—•••"- — iî^ r:::: ̂ ^,,

' 2 7 T y — I

pour k === ï , 2, ..., ̂ ,
II reste à examiner le point de croisement d 'une coupure a/, avec

une coupure <^. On doit avoir entre les valeurs de la fonction F(s) aux
trois points E, Y), 0 les trois relations

I^r^F^)^^,
FC^^F^)^^ ,
F ( 0 ) = = F ("/)).

Ces relations sont compatibles; mais on voit que si, comme nous
l'avons supposé, les coefficients qui figurent dans l'exposant du mul t i -
plicateur sur la coupure a/, restent les mêmes de part et d'autre de la
coupure c/, et si le mul t ip l ica teur relatif à c/, est .constant, ce dernier
multiplicateur est nécessairement égal à ï .

En résumé/les conditions données pour les mult ipl icateurs par la
considération des points de croisement se réduisent aux p condi-
tions (2)^ Celles-ci prennent une forme très simple quand les mulli"
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plicateurs relatifs aux coupures a^ sont tous égaux à l 'uni té; elles
deviennent

B^ = un nombre entier ( k == t , a, . . . , / ; » ) .

3. Excès da nombre des zéros sur le nombre des infinis» — La fonction
d , p/ , V ' ( ^ )^Lo^(.)==^

reste holomorphe dans une aire T" obtenue en enlevant dans l'aire T
un cercle in f in iment peti t au tour de chacun des points qui sont zéros
ou i n f i n i s de F; l ' intégrale

('^LogF

prise le long du contour de cette aire est donc nul le .
Le chemin d' intégration se compose du contour de la surface T et

des contours des petits cercles, et le sens est choisi de façon q u ' u n
mobi le marchant dans ce sens ait constamment à sa gauche l'aire T".

On peut changer le sens d' intégration sur chacun des petits cercles,
à condition de changer en même temps le signe de l ' intégrale part iel le
correspondante*

D'après cela, si l'on désigne par
Ci, 6*2, , . ., Cy

les points qu i sont zéros ou infinis de F, on a la relation

/\/LogF— ( JLogF— f dLo^V— ( ^Lo^F=o,
^T ^((•i) ^(Ca) ^t^)

en supposant maintenant que le mobile définissant le sens d'intégra-
tion sur le contour de Faire T ou de chacun des petits cercles c^ ait
constamment à sa gauche l'aire limitée par ce contour. On sait que
l'on a

f JLogF = [î.i X 271 \/— î ,
J^)

en désignant par ;x, l'ordre do la fonction au pointa de sorte que, en
définitive

^ 4, ̂  ̂ ... + p,^ ——„ f JLogP.
27r\/--^T'

Ann. de l'Êc. Nornude. 36 Série. Tome Xïl. ^•2
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Le premier membre de cette égalité fait connaî t re l'excès du nombre

des zéros sur le nombre des i n f i n i s : i l reste à calculer l ' intégrale

f^LogF.
Jrp

Le contour de la surface T est formé par l 'ensemble des bords des
coupures a/,, &/,, ^ et l ' intégrale 1 peut être considérée comme une
somme de termes dont chacun correspond à l 'un des bords d 'une cou-
pure ; nous associerons les termes qui correspondent aux bords opposés
d 'une même coupure .

Prenons d'abord une coupure a^(fiff. r ) , et soit (a/c) la somme des
termes donnés par les bords opposés de cette coupure . (On a i n d i q u é
par des flèches, sur la figure, le sens dans lequel, chacun des deux
bords doit être parcouru . ) Les deux bords sont parcourus en sens con-
traire, mais, pour obtenir des réductions, on change le sens s u r l e bord
positif et l'on corrige en changeant le signe de l ' intégrale par t ie l le
correspondante; i l v ien t a ins i

-LrLogF(À)+ f ^LogFfp),gr
//A- *"" /l^

le point X se mouvan t dans le sens déf in i pour le mouvernent du po in t p.
On peu t m a i n t e n a n t réunir en une seule les deux intégrales du second
membre en écr ivant

(^)=— r^ /LogFO) -.- ^LogF(p ) ] ,
^ ,f^

et supposer que les points À et p restent constamment en face l ' un de
l'autre sur les bords opposés de la coupure a/ç; mais, dans cette hypo-
thèse, on a constamment

€lLosV(r)^dLogV{f.)^cl^^p);

d 'autre part, le po in t p se meut sur la coupure a^ depuis le po in t ^
jusqu 'au p o i n t a. On a donc

..a
(a/,) :=— 1 ^A/,(p),

Jp
ou encore

(a/,) :=A,/,((3) —A/c(a) .


