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FONCTIONS D’UN POINT ANALYTIQUE
A MULTIPLICATEURS EXPONENTIELS

ou

A PERIODES RATIONNELLES,

Psr M. E. LACOUR,

PROFESSEUR DE MATHEMATIQUES S$PEGIALES AU LYGEE SAINT-LOUIS.

INTRODUCTION.

Alatin ’un Mémoive Sur les fonctions doublement périodiques de troi-
sieme espece (*), M. Appell étudie des fonetions d’un point analytique
analogues aux fonctions doublement périodiques de troisieme espéce.
Ces nouvelles fonctions se comportent comme les puissances de la
fonction O[w?(2,y)], que I'on oblient en prenant une fonction 0 4 p
variables et en y remplacant les variables par les intégrales abéliennes
normales de premitre espéce correspondant 4 une courbe algébrique
de genre p. Si Pon considere la surface de Riemann rendue simple-
ment connexe Ry, les fonctions introduites par M. Appell admettent
le long de chacune des p coupures b un multiplicateur de la forme

P muli) (., _)']J

m désignant un nombre entier et «(x, y) l'intégrale normale de
premitre espece correspondant a la coupure traversée.

(V) dunales de U'Ecole Normale, 3¢ séric, t. I; mai 1884.




S. 4 E. LACOUR.

Dans la premiere Partie de ce travail, j’étudie des fonctions dont la
définition comprend la précédente comme cas particulier, en suppo-
sant qu'a chacune des 2 p coupures correspond un multiplicateur
exponentiel et que I'exposant, au lieu de contenir une seule intégrale
de premitre espece, est une fonction linéaire des p intégrales de pre-
miere espece.

Les coefficients de ces fonctions linéaires ne peuvent étre pris
arbitrairement; si I'on a ramené & 'unité les multiplicateurs corres-
pondant aux coupures &, ce qui est toujours possible, on trouve comme
condition nécessaire que, dans chacune des p fonctions linéaires res-
tantes, I'un des cocfficients doit étre un nombre entier. Ce sont ces
nombres entiers qui interviennent quand on cherche I'exces du nombre
des zéros sur le nombre des poles, en supposant que la fonction n’ad-
met sur la surface R, d’autres points singuliers que des poles.

En appliquant la méthode dont Riemann s’est servi pour obtenir la
relation entre les périodes de deux intégrales abéliennes de premiere
esptce, on peut voir comment la fonction étudiée se comporte vis-i-vis
des intégrales abéliennes attachées 4 la méme surface. On obtient ainsi
des propositions qui relient les uns aux autres les théoremes d’Abel
sur les zéros et les infinis des fonctions algébriques, les théoremes
correspondants donnés par M. Appell pour les fonctions & multiplica-
teurs et, d’autre part, le théortme de Riemann sur les zéros d’une
fonction @ [« (x,y) — G;], dans laquelle figurent p constantes arbi-
traires G;.

Dans la seconde Partie, j’étudie des fonctions qui comprennent,
comme cas particulier, les dérivées logarithmiques des fonctions pré-
cédentes; 'une de ces fonctions recoit, lorsque le point représentant
la variable traverse une des coupures @ ou 6, un accroissement qui
dépend du point ol la coupure est traversée et qui est donné par une
fonction rationnelle du point analytique correspondant. Ces fonctions
se rattachent 4 des fonctions déja étudiées et & des recherches impor-
tantes. On voit bien que, si 'on sait former (') une fonction uniforme

(*) Ce probleme est un cas trés particulier d’une question sur des Gquations fonetion-
nelles, traitée par M. Picard, Sur wune Classe de Transcendantes nouvelles ( Acta mathe-
matica, mars 1894 ), par la méthode des approximations successives.
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satisfaisant aux conditions
F(s+ o )=F(s), F(s+w,)=F(s)+ao(5)

w et w, ¢étant des constantes et ¢ (z) une fonction doublement pério-
dique aux périodes w et o, il suffira de remplacer dans F(z) la va-
riable par une intégrale elliptique aux périodes w et w,, pour avoir
une des fonctions que nous voulons étudier. Or cette question se
-ameéne & un probleme posé par M. Picard (Comptes rendus, 1878),
généralisé par M. Appell [Sur une classe de fonctions analogues aux
Jonctions culériennes (Mathematische Annalen, t.XIX; 1881)] ct, dans
Jes deux cas, on rencontre les fonctions O de Heine formées avee la
moitié des facteurs qui constituent les fonctions @ de méme que la
fonction I'() est formée avee la moitié des facteurs qui constituent la

' . ! \ P . T s
fonction - Le probleme posé par M. Picard a été étudié & nouveau

par M. Craig ( American Journal of Mathematics, Vol. XVI, n° 3, 4
Class of Uniform Transcendental Functions).

On montre d’abord qu’on peut supposer nulles les périodes relatives
aux coupures a. En supposant que la fonction n’admet d’autres points
singuliers que des poles, on trouve, entre ces poles et les résidus,
p relations qui, dans certains cas particuliers, peuvent se réduire
des identités.

On obtient ensuite une relation qui donne 'expression de la fonc-
tion quand on connait les poles avee les résidus correspondants et les
périodes.

Dans cette expression se présentent des intégrales définies con-
tenant la variable sous le signe somme et admettant comme ligne de
discontinuité une des coupures b. Pour vérifier que I'accroissement
de la fonction, quand la variable traverse une des coupures, est bien
¢gal i la période donnée, on est conduit & appliquer une méthode
indiquée par M. Hermite [ Sur quelgues points de la théorie des fonctions
(Journal fitr die reine und angewandte Mathematik, t. XCI, p. 625 1881)].
Le méme résultal peut étre rattaché aux intégrales de Cauchy, mais il
ya intérét i I'établir par une méthode élémentaire et indépendante.

On peut, apres cette vérification, répondre a la question suivante :
Existe-t-il une fonction ayant les propriétés énoncées, quand on se
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donne & 'avance les fonctions rationnelles d’un point analytique qui
doivent servir de périodes, les poles et les résidus correspondants,
pourvu toutefois que les p relations entre les poles et les résidus soient
vérifices par les données? La formule qui donne la solution de cette
question se réduit, dans le cas ol les périodes deviennent nulles, a la
formule de Riemann-Roch donnant la décomposition d’une fonction
algébrique en éléments simples. On peut encore composer avee des
intégrales abéliennes et des fonctions rationnelles une fonction répon-
dant & la question; mais la premiere solution a 'avantage de mettre
en évidence les poles de la fonction et les parties principales corres-
pondantes.

Dans ane troisicme Partie je vérifie que les fonctions qui viennent
d’étre étudiées en dernier lieu satisfont & une équation dilférentielle
lin¢aire avec second membre dont les coeflicients sont des fonctions
ationnelles d'un point analytique; je me suis guidé dans cette der-
nicre Partie sur la méthode suivie par M. Appell i la fin de sa Note
Sur les équations dyfferenticlles linéaires intégrables a Uacde de la fonc-
tion 7, (x, y) (Annales de I’ Ecole Normale, 3¢ sérvie, t. Vi 1888).

PREMIERE PARTIE.

1. Soient
S(s,8)=o0

une ¢quation algébrique, T la surface de Riemann correspondante,
T cette surface rendue simplement connexe au moyen des coupures

Ay, 2% ceey Ay
by, by ..., by,
Ciy Ca, MRS c/l;

nous désignerons par #“(z) Uintégrale normale de premivre espece
admettant la période 2w/ — 1 sur la coupure a;.
Soit, d’autre part, F(z) une fonction de = réguliere en tout point
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de cette surface, sauf en un nombre limité de points qu’elle admet
comme poles. On supposc de plus que la fonction F(s) admet le long
des coupures @, b, des multiplicateurs variables définis par les éga-
lités suivantes, ot A désigne un point du bord positif d'une coupure
et p le point situé en face de A sur le bord négatif de la méme cou-
pure :

5 le long de @ F(2)=F(p) eMal w1 al e pre sl

(1

. [ 3 (3} (a Pt
( le long de b, F(2)=F(p) ebirbi/etip)+ 1l a2 p) i uviig)
pour k=1, 2, ..., p.

Le long de chacune des coupuresc,, ..., c,le multiplicateur est
supposé constant et ¢gal & 'unité.

2. En considérant les points de croisement de deux coupures, on
reconnait aisément que les cocfficients AY’ et BY ne peuvent pas étre
pris arbitrairement.

Considérons d’abord le point de croisement des coupures a;, by et
soient o, B, v, ¢ les quatre sommets qui se (rouvent en ce point (on
a marqué d’un trait plus gros sur la fig. 1 le bord positif de chacune

Fig. 1.

des coupures et on a désigné par « le sommet qui se trouve i la fois
sur le bord négatif de chacune des deux coupures). Pour aller de «
en y on peut, ou bien aller de « en 8 puis de  en vy, ou bien aller
de « en ¢ puis de 2 en y. On doit trouver le méme résultat dans les
deux cas, puisque la fonction F(z) est uniforme; cette remarque
conduit & considérer 1’égalité, évidente par elle-méme

Fp) F(y) _F@) _F@).
o) “F(B)~ F(a) “F(9)
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Il nous sera commode ici de poser

Ar(3) =Ar+ AP e (5) +...+ AP wlr)(35),
Bi(s) =Bi+BPa®(z)+.. —|—B“” w(P)(z).

Alors I'égalité précédente devient (si on néglige d’écrire U'indice £)
eB(2) pA(B) — pA () en(a;,

ou bien
AP —Alo) — pB(3)=B(x)

Dans le premier membre, 'exposant est I'accroissement que recoit
A(5) quand on traverse la coupure b; dans le second, c’est I'accrois-
sement de B(z) quand on traverse la coupure a. On déduit de Ta, en
désignant par n, un nombre entier et par 1),,r le module de périodicité
de u’)( ) le long de la coupure &,

AP by AR by oo+ AL b =B < amy/— 1+ 2 nmy/—1,

ou encore
(2) A(/u.l)l)m-—i-‘ A‘,j"’bg/;'ﬁ-...-i—-}\%l)l)/,/l.
amy/—1

— B == ny,

pour k=1, 2,...,p.
Il reste & examiner le point de croisement d’une coupure @ avec

une coupure ¢;. On doit avoir entre les valeurs de la fonction F(z) aux
trois points ¢, 0, 0 les trois relations

F(n)=TF(e)er),
F(0)y=F(e)er®,
F(0)="F(n).

Ces relations sont compatibles; mais on voit que si, comme nous
’avons supposé, les coefficients qui figurent dans I’exposant du multi-
plicateur sur la coupure a, restent les mémes de part et d’autre de la
coupure ¢, et si le multiplicateur relatif & ¢; est constant, ce dernier
multiplicateur est nécessairement égal & 1.

En résumé, les conditions donnees pour les multiplicateurs par la
considération des points de croisement se¢ réduisent aux p condi-
tions (2). Celles-ci prennent une forme trés simple quand les multi-
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plicateurs relatifs aux coupures @, sont tous égaux a l'unité; elles
deviennent
B = un nombre entier (h=1,2,...,p).

3. Excés du nombre des zc¢ros sur le nombre des infinis. — La fonction
d
— LogF(3)= ——~2
ds P (=)

reste holomorphe dans une aire T” obtenue en enlevant dans I'aire T

un cercle infiniment petit autour de chacun des points qui sont zéros
ou infinis de F; U'intégrale
fclLogF

prise le long du contour de cette aire est done nulle.

Le chemin d’intégration se compose du contour de la surface T et
des contours des petits cercles, et le sens est choisi de facon qu’un
mobile marchant dans ce sens ait constamment & sa gauche I'aire T7.

On peut changer le sens d’intégration sur chacun des petits cercles,
a condition de changer en méme temps le signe de l'intégrale partielle
correspondante.

D’apres cela, si 'on désigne par

Ciy Cay ooy Cp
les points qui sont zéros ou infinis de F, on a la relation
fclLogF——- dLogl — [ dLogF — [ dLogF =o,
T (eq) (cq) (eg)

:n supposant maintenant que le mobile définissant le sens d’intégra-
tion sur le contour de l'aire 1" ou de chacun des petits cercles ¢; ait
constamment & sa gauche I’aire limitée par ce contour. On sait que
'on a
dLogF=p;x2n\/—1,
(i)
en désignant par u,; I'ordre de la fonction au point ¢, de sorte que, en
définitive
1 .
L gt P ———,—:—._deog[*.
Pt e Pg amy—1Jr
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