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SUR LES

POINTS SINGULIERS DTNE FONCTION
DONNÉE

PAR SON DÉVELOPPEMENT EN SÉRIE
ET

l'IMPOSSIBILITÉ Dl) PBOLONfiElIENT AKALUHÎUE DANS DES CAS TRÈS tÉiTOAÏX,

PAR M. EUGÈNE FABRY,
PROFESSEUR A IA PARlII/l'li DIÎS SCIENCES DE MO.TrPEUJIiB.

1. Une fonction analytique de la variable imaginaire z étant donnée,
si on la développe suivant les puissances de z— a, le cercle de con-
vergence passe en général par un seul point s ingulier , celui q u i est le
plus près du point a.

Si, au contraire, les coefficients de la sériel a,^" sont choisis
0

arbi t ra i rement , de façon cependant que le rayon de convergence ne
soit ni nul ni in f in i , la fonction déf inie par cette série a au moins
un p o i n t s ingulier sur le cercle de convergence, mais en général elle
en a plusieurs . Dans un Mémoire sur les fonctions données par leur
développement de Taylor {Journal de Liouville, 4e série, t. VIII ) ,
M. Hadamard a donné d'importants résultats sur la recherche de ces
points s ingul iers . Je me propose de généraliser quelques-uns de ces
résultats et d'en déduire de nouvelles méthodes particulières pour
rechercher si un point du cercle de convergence est singulier. Dans
bien des cas ces méthodes montreront même que tous les points du
cercle de convergence sont singuliers, ce qui permet de former des
séries, beaucoup'plus générales que celles actuellement connues, qui
ne peuvent pas se prolonger analytiquement au delà du cercle de
convergence.



363 E. FABRY.

2. Soit
f(z) ==• a^ 4- ai z -+- . . . -4- a/,^ 4- . . .

une série dont le cercle de convergence a pour rayon ï , c'est-à-dire,
comme l'a montré M. Hadamard, telle que la. l imi te supérieure, pour
m ==--= », de ^l^l soi t égale à i, ou celle de — 1 - ^ 1 égale à o. For-

f"(t} / / ,4 - î ( / z - i - . i ) ( ^ - 4 - a ) . . . ( / / - f - ^ )^——^ = ̂  + ̂ , ^ ——— 4-. . . 4" a/,,, ̂  —— .̂.——^^^ 4-,..,

ou / e s t réel et compris entre o et i.
Si z == i n'est pas un point s ingu l ie r dey(s), la l i m i t e supérieure,

pour //. ::•=: co, de i/^L.—— est plus peti te (me —1—. Si z === T est sin-î y i . ' } . . . .n ï t ^ i ' i — /•
^u l ie r , e l le est égaie à •—— •

Les coefficients l1' .̂.̂ t̂ .̂ .̂ l̂ -t.̂  augmenteni ù int que ̂ < .-. . . .^- ' , ,
puis d i m i n u e n t constaiTiinfienfc. ,Le p lus grand correspond à la valeur
de p telle que

fit ^ ^ ^ ni

j ^ l u s généralement , donnons à p une valeur telle que ip- ait pour

l imi te -"—. lorsque n augmente indéf in iment .
I/emploi de la, valeur asymptotique de la fonction TÇn) mont re

que la racine n1*'1"0 de ce coefÏicient a pour l imi te '-—.. On a, en en et,
Ï ~'— {,

n 4" /-' (^ s n + x i v n -(- ïI,. ——-/- + ( .1. -,.—....,-„.... dx < L ———
P J , ^ »
„ //, -h a ! ,. n 4- p y , ! . /''//, /^ 4- .̂ ' ,4.- I, ,....,,,.,.̂ — .1.,.... . -.t... I, ——.-^ < L ( //. "h f ) 4- / î. ——— dj1,

'->' , /; J^ tiï'

L n.±J). + ̂  L f^^ f'} -I- '.- L -?.-+/;,//. + ï , /// \ f) / n p ( n -h r )

< L L f̂ -t-'li-î -t̂ ,/) < L ̂ -^ + /; L f.^/-' <').
/?- j ! ï . % . , . , . / > J /î 4" î tï \ p / • .,,

• i ^ < •*-
«•a 11 ! ! ! ! x'^
•X , ^ ̂
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Sip augmente indé f in imen t avec n, de façon que p ait pour l imi te

-~» les deux membres extrêmes ont la même l imi te L —- et' ii \ —~ ii
I (n 4" i ) . . . ( n 4-P) , T} P ^ .̂̂ ._-A-..,...,X.,._^^^^^^^ (^(1 YQ^ ——

[ .ï. . . p i —. t
Divisons par ce coeff icient , et posons p 4- n. = m. Soit

m. + r ( /// -|- i ) (/;/, -•(- '). )
y,,, (t) = «„, + a,,^ t -^ + «„„, <- ̂ ^-^ +...

, . ( m + i ) . . . ( m 4- v )

^---^^^^(T^-)
+,, f£^.,^, ! ^/-n...L„ ^^^ ^ ^ »,... .^ ,̂ ,̂̂  ̂  ^^...^^^

oh p augmente avec m, de façon que^ tende vers /.

Si z == i n'est pas un po in t s ingu l ie r de/"(s), v l ? w ( / / ) | a une li^11^6

supérieure plus petite que i, et comme n- a u n e l i m i t e pos i t ive^ -——,
il en est de même pour \ /[^,(^) | .

Si ^3= i est singulier, la l i m i t e supérieure de ^^(Oh e^ aussl

celle de 7|9^(^|, est égale à T si, lorsque m augmente indéf in iment ,
n^-m—p passe par toutes les valeurs entières; ce qui a l i eu , par
exemple, si l'on prend le nombre p compris entre ml et ml — i.

liais si v ^ X w , A étant une q u a n t i t é fixe aussi pe t i t e que l'on voudra,
il est inut i le de tenir compte des termes de ç^(^) qui su ivent a^^'
'En effet , si n est assex grand, , /,ff1 , , , . .,

1^ <(t+^ ( 1 ) , :' ' 1 ,., ' ' I
'1111>11^ 1 „ ^ ^ .̂  1

et le rapport t ^•l^v• de deux coefficients consécutifs d iminue qWàn,(N) ,̂
augmente. La somme des termes de îpwQ) <pi suivent a/^^^at'ra ^ , ,^1^'
donc un module plus petit que " " • - • • - - "^

/,// .4.» i ) . / rn 4-1» ) r ! / . fi1 +v " ^ { f , .m •+•v ~^l \ î 1' i + g )//H-V ^ ifiLl,..^^^—„!——i î + l (i + s —————— 4- [ t ( l 4- £ , !—————"' +... ,
- • & / (/^ 4- ï ) . . \p 4- ^) I,. // ̂ y ̂  ( \ •• ' P +v -^ V J

(r) s représente ici, et représentera dans la suite, une quantité positive qui peut être
choisie aussi petite que l'on voudra, si n est assez grand.

Ànn, de l ' É a . Normale. 3-- Série. Tome X I I L OcTonnE 1896. 47
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où ~ Â 7 ? î î v < X / » 4 - i . Si £ est assez petit et massez grand, la raison
de cette progression géométrique différera aussi peu que l'on voudra
de ; L±21, qui est plus petit que T . La racine m"'"'" de la progression

tend donc vers r , si m devient infini. D'autre part

( /»^_ i ) ( ,n + ̂  . . ( ."'_t_^> ̂  r 1 ̂  ̂ l.Ï ,1..,.
• J ;̂ +1y(̂ - -̂"T) .7TT/» + ^ ) " .../„ ' p + •»• "

fli .4- ^ , p -r- V , ///„ (/„, + ,) L "î  - ( / > + .) L '-y- + . L ^ ,

i ' ( in -l- i ) . . . ( / » -{- v )
^:,^,).-.^V^^

,. 'n + v r ( I -h £ ) ( / / / '4^ ) , , . //...:L^ r, /l„.:+:.,..v 4- 1. L m^.<^ ̂ ^ 1, _—,,,.,— — —^~ . ^ ^^ . ^

dont la l i rn i te est

( i 4- ). ) L ( î 4- s ) 4- ( ï ••1-1}11- "h ' ) L ( f --l- ). ) •-1-1 ( t -h X ) L ( i -h. ^ ) -

Cette expression augmente avec l, et p o u r ^ = î se rédui t au premier
ternie, qu i est aussi pe t i t que l'on voudra. Donc, si / < i , et si t est
assez petit, elle sera négative, et la rtîeis'uî rrû^ du module de la somme
des termes qui suivent a^,v.^ a une l imi te supérieure, pour m = x;,
plus petite que î .

De même, si À < /, la somme des termes compris entre a^.j, et ci^
a un module plus pet i t que

ï ?( ? ̂  î\ . .( p — y -4- î )
/ , î r. y/î-v ._. ..j......̂ ,7,..,,,,,,,,..-,.,..-./,.....,.,.,.,..,.,,̂ ^
{ , t ^ ; ^y ^ ç ̂  ._ î ). . . ( ,̂  ̂  v 4« ï )

r ^-^ t /^ ^^ y Y-4 ^ ^ —/) ~"^ —V'""]-x | 1 4 " nr^Tsy^-r-î^ "r ̂ rrrTiy^^^ "" v(ï^Ê)(/n-^,/ ..r

la raison de cette progression diOerera aussi peu que l'on voudra de
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,,—_y ? qui. est plus peti t que i, et

L Pi^l^P^^^ < L p- + f^L -^——Ï ̂
/» ( /» — i ). . . [m, — v -4- î ) /ri J^ m — X

, , ., m — ^ + i , ^ . „. p — v -+-1 ,., 7..̂^ (y;/ _„.; 4-. j ) L ———-——— — (n — ^ »{- i ) L -————— -4- y L — ?v ' m ' p m

.L L f( i + s)—— ^ ̂ ZLlL:AP.ZL^^~\ <- m:̂  L( , -+ -£ )
m L' J ^ m(m- i ) . . . (m-^+i ) j "• m • /

//•^ ............ ^ ,+. i 777 ..... ..... y +. i /./ .--. .; + î p — V + l ^ /^
,̂ L-. -.»..„»,„—-.-,.,-..- .,....................— |̂  ..,.„,„————————— —— .——————————— j^ —.—————————— •-"1— —— |.j ——-- ?

m ni m p i ï i m L

dont la l i m i t e

(, ̂  }/) L(t .4- s) ̂  ( î - ̂ ) L ( î - À) ~ (^ - ̂ ) L [r - ̂

est négative, si / <^ î , et si, £ est assez pet i t .
Donc, si dans y,,,(0 on ne conserve que les termes compris entre

a,^ et^/n,,-^ le module de la somme des termes suppr imés aura une
racine W^ infér ieure à une q u a n t i t é p lus peti te que r , pourvu que
m soit assez grand ; et ces termes n 'ont aucune inf luence sur le résultat
énoncé, ce qui, condui t au théorème su ivan t :

Sou
w+i , ,, (/n+ î ) . . . ( n i ^ - v )

ç^(^)=a^+a.«-,^ ̂ 7 +...+a/,,.^ ̂ Y^^^^

ï p î p ( p — î ). . . ( p — ^ 4" î )
1 -y •* ™J^ »-1——» fi ———— •"-——————————————————————1-"—————————————————————————————————————'——~~ f

^ am^ ï m " ' //^v ^ rn (m — î ). . . ( m — v + J )

ou /^ ̂  ^/z nombre entier variant avec m de façon que ̂  tende vers î ,

-^ v ^"Xw, o < X < t < î . 5^ == î /z'^^ ^w ^^ point singulier def(z),

la limite supérieure, pour m === 03, de ^•py^TJJ ^t plus petite que î ; et si

cette limite supérieure est î , le point s == î ^<? singulier.

t est ici une quant i t é arbi t ra i re , q u i peut varier avec m, p o u r v u
qu'elle reste.corapri.se ent re , deux l imites comprises entre o et i ,
et que JL tende vers -i. On peut, par exemple, supposer t ==,^-

Réciproquement si, t restant fixe, p varie de façon que m — p prenne
toutes les valeurs entières, par exemple si p est compris entre mt — ï et
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ml, et si c == i est un point singulier, \'/\'fm(l}\ a pow /imite supé-
rieure î ; si cette limite supérieure est plus petite que \, le point z == i nest
pas singulier,

Si l 'on pose <^== ^((^4- i a ' ^ ) , a' et a" é t a n t réels, ^ w ( t ) prend la
forme ^(9^ -4- ^9^)? et la l i m i t e supér ieure de v / l y w C ^ ) ! est é£;ale a
la plus grande des l i m i t e s supérieures de '^ o^ e t ^y^^ l . Si, dans
9m(<0y on remplace les termes a,^ par la par t ie réelle de a/^""^, on voi t
que , si le p o i n t z == î n'est pas s i n g u l i e r , ^ jy^ aura encore une
l i m i t e supér ieure plus pe t i t e que î , quel. que soit a, qu i peut a ins i
var ier avec m. Si \/[9,,/ | ^ pour l i m i t e supér ieure î , le po in t ,s == ï est
s ingul ier .

3. Posons z =•= /^( t)f ; si \/ ^ / / / ( /É ; 0 ^) ! a pour l i m i t e supér ieure î , le
po in t ^==" e^1 est s ingu l i e r . Si, sur un arc conipris en t r e — û et 4- Û,
il n'y a aucun p o i n t s ingul ie r , cette racine m^'1'^ a u n e l i m i t e supé-
rieure plus petite que î , pourvu que "•••• 0<^ ro <^ •+" 12, et la racine
/n"'"^ de

^(p/,(/^,0 4- ̂ ^(/^/) 4-. . .4- ̂ ^/(/^O

- a u r a également une l imi te supér ieure p lu s petite que ï , quels que
soient les arcs a. Si cette l i m i t e supér ieure est i:, i l y aura, au moins
un po in t s i n g u l i e r sur l'arc ± Q.

Si, les arcs co^ o.)^» . . . » <^/i var ient avec rn, de façon que co a'it,

pou rw=co , une l imi te supér ieure û, et si i/ ^^e^^Çt^1) îi pour
limite supérieure ï , il. y aura un point s ingul ie r sur l'arc d = ( Û + £ ) ,
Et si tous les co tendent vers zéro, i l y aura un point s ingul ier sur
l'arc ± £, £ étant aussi pe t i t que l'on voudra ; le po in t z = :r sera donc
singul ier .

Soientn arcs positifs co^ o)^, . . . , w^, ûleur somme, e.t a^ a^, ..., a^,
des arcs quelconques. On a

cos(ai 4- vr, , ) j) cos(a24- VQ.)^) . , , cos(a,^4- ^^/O

;̂ ; J. C ^(a^-vo),)/: ̂ . ^-(iXj-hvo.)^^ ), . . ( ̂ (a,,,+"vùï,j/ „„)„, ^-"(a^-vtô,,)/ \
'ii '' .

' ^^ -„«,„ ^^^.^(^••hVM^t.-fc^a^l-Vû);,)^:. - .•fc(an4-VO.)^)î
1 3 ^ ! ^ . ' - ! » , ! ^ ! . .
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le signe S comprenant les -^ termes obtenus par h permutation des
n signes ±r. Chacun de ces termes est de la forme

g(a+vœj/

OU

Dans ç^/^), prenons pour co les ̂  va leurs ± co^ ± co^ ±... ± co,/,
et pour a les va leurs correspondantes. Posons alors-

,L / / \ «̂ .- V ^c(/ /Y) / / ^fji)/ '\Yw l 6 ; ~- ̂  ̂  (- '•?/// ^6 ;

=: ^/, cosai cosa^ . . . cosa^ - { - . . *
C ///, ̂  i ). . . ( //?, .4- v )

+ ^^4..^-' _ ^ cos (a j - + - 1 / 0 ) 1 ) . . . cos(a^4- yoï,,)

-h <ï,//..,..i y ^ cOS(a i— W i ) . . . COS(^/,-~ r,),,). . .

i // ( /) •"-— i ) . . . ( // — v 4.- i )4- a,,^.^ -, •..-,-/.,-.-,-........-.......-.-..,.»....../-„..^.^^^^^———z „ ces (a< —-^c.)!) . . . cos (a., — y G)/, )./, -/ //<, ( in . ~ i ). . . ( m. — -y 4--1 ) v 1 '/ v n n /

Si co, 4- co^ + ... -+- o.)^ tend vers o, et si ^/l ^^ ( / ) [ a pou!1 l i m i t e su-
pér ieure î , le po in t s = ï sera s ingul ier .

Supposons les termes a^ remplacés par la partie réelle a^ de a^-^,
pw pouvan t varier avec w, et cherchons à déterminer les arcs a et œ
de façon que les termes de ^ m ( ^ ) soient tous de même signe. Si, cela
peut avoir l i e u pour une suite i l l imitée de valeurs de m telles que
^\1<\ d^ tende vers i, o,)i "h o^a 4" .., -+- o^ ^ -^ L cosai coso^ ... cosa^ |

tendan t vers o, le point z :=== i serasingulier, car ̂  \€t^ cos a^ cos O y . . . ces aJ
tendra vers i pour ces valeurs de w, et les autres termes de '^nd )
s'ajoutent au premier.

Soit
7T

, " - ,———^û) i ,

p- étant un nombre ent ier positif ou. négatif; puis

^i a^, rr: — [j. o.},/,, o u n = 2, 3, ....
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ces (a< -4- vco, ) change de signe pour les valeurs

, / 'Kv == u, -h k' —
G)i

et cos(a^-+- vco,/) pour

z» =: a -\- ( ft A- -h i) 9/'1-2 •"''- :--•=: p. 4- /"/ — -
* v G)i l û)i

Si //== o, cos(ai -hvco,) est seul nul. Si K est divis ible par ^//"12, le
quotient étant impair, cos(a^"+-vco^) s 'annule aussi et: le produi t
cos(a ,+-vco^) cos (a2+vo jâ ) . . . cos(a/,+vco,/) change de signe pour
v === (x, et n'a pas d'autre changement de si^ne entre les valeurs
v == [̂  ± "TÎL a^'. Comm^e dans ç,%(^) on peut supposer | v | ^ Àm, il suff i t

de choisir n de façon que —a^""1 soit plus grand que \rn + ( x l . On a
alors

»y»i 4- <«)2 -k , . . -h ^//. '< r>' ^ï

et
u.f,}i u.f,^ ur»),

cosai cosag . . . cosc^/ ::= sin ^<>>i (^:)S L-1—1 cos L"^11- ... cos •^—j
^•-a»«l

s i n p. w i ̂ i - j^f iîÂ'-i-1 K si risî .̂ ^ ) i_sin^c«)i ̂  ̂
"— •<-•l^,^.:i •••"" ̂

/^-a»-2

et, si, l'on supposo

on en déduit

9 / 1 " 1 " 1 -Ad , . / ur,),
/..:=-,.,.2"-̂  ^"-1 sin •L-11-

0<|^r,)J

. , SU»8^»1)! /l . ,
1 COS^i COS^a . . . COS^rt | > -p.....~~L̂ ^ ^> „ , j ^^^ ] ^

| ̂  ('f;) l | ^

a^ étant supposé positif, soient a^,^, ^L-v' 1^^ premiers termes né-
gatifs , puis drn^^ ^^-v, l^ premiers termes suivants qui sont encore
positifs, et ainsi de suite, a^.,,^, a,^,^, ..., c^,.,,.^ et a;/,,,^, <4^, ...,
a^,,^^ étant les termes qui changent de signe entre a^.,.,^. Prenons
successivement pour (x les valeurs v , , v ^ » . * • • » ^y» P^î^ •—• ̂ \ » — ^ a » * • ^
—v^, o.»^ conservant la même valeur o^ = ^^^^ Alors | ;X(JL) reste plus

petit que ^-etsi ç+^.- tend vers o, Sco ̂ ^î^î tendra aussi vers o.1 . * ! , a /n : ! ! ! , " A w
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D'autre part, on a

I x. y , t Y. r 4 1 (! + rf r ' 2 I Y ro > — IL cos a > — IL -, ao,)i =r ^——/- L —— -h—IL am • m. T." yn TTÀ m m [ '

et
^/ ^/'

^L[ / J . :;; L ( i .2 . . .^7) 4 - -L( i . 2 . . .</> j Lxdx-^r 1 L^^r
^-'i J \

= ry L <7 4- q' L ̂ // — (f — ^/ -+- 2.

Donc
ï _ , , Q -1- 'y /, ''•s \ /'/ r m r/ r /7?

— S L ces a > y"L ̂  ( J. ~ — ï — J- L - — L L —,
/// ' ' ///, \ TTÀ / /H (] IH €/'

expression q u i tend vers o en même temps que •/-"—7-. On arrive donc
au théorème su ivant :

6^ élani î/n cire variable, soil c/ le nombre des changements de signe
de la partie réelle a^ de a^e^'»1, lorsque n varie de m — 'X/?2 a m 4- ^Àm.

Si, pour une suite illimitée de valeurs de m, -I- L | d^ et ^ tendent vers o,• ni, ni
le point z == i est singulier.

Supposons qu'entre a^ et d^^.,,,, le nombre des changements de
signe soit inf in iment petit par rapport, à m; ce théorème s'appliquera
si >ï L\a^\ tend vers o pour une suite de valeurs de n comprises cha-
cune entre m(i + A') et m (ï -+- A — À') où o < r< À; c'est-à-dire
si, pour toutes ces valeurs de n, ^ . L f ^ | a pour limite supérieure o.
Si, au contraire, cette l imite supérieure est plus petite que o, on peut
suppr imer a'^z11 sans changer les points singuliers du cercle de con-
vergence; de sorte que les termes compris entre a^+xm et <^+t).-)/)m se
rédui ront à la forme a'^ie^^.

4. On peut encore généraliser, ce résultat en mul t ip l ian t la série
par un polynôme P(,s); si, le point s = ï est singulier pour la fonction
P(^) xj\z), il, est singulier pour fÇs). Le degré de ce polynôme
peut même augmenter indéfiniment» Supposons, en effet, que z = ï


