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SUR LES

POINTS SINGULIERS D’UNE FONCTION

DONNEE
PAR SON DEVELOPPEMENT EN SERIE
ET

L'INPOSSIBILITE Dy PROLONGEMENT ANALYTIQUE DANS DES CAS TRES GENERAUX,

Par M. Evcine FABRY,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE MONTPELLIER.

. Une fonction analytique de la variable imaginaire z étant donnée,
si on la développe suivant les puissances de 5 — a, le cercle de con-
vergence passe en général par un seul point singulier, celui qui est le
plus pres du point a.

o

Si, au contraire, les coefficients de la sériez a,s" sont choisis
0

arbitrairement, de facon cependant que le rayon de convergence ne
soit ni nul ni infini, Ta fonction définie par cette série a au moins
un point singulier sur le cercle de convergence, mais en général elle
en a plusicurs. Dans un Mémoire sur les fonctions données par leur
développement de Taylor (Journal de Liouville, 4° série, t. VIII),
M. Hadamard a donné d’importants résultats sur la recherche de ces
points singuliers. Je me propose de généraliser quelques-uns de ces
résultats et d’en déduire de nouvelles méthodes particulieres pour
rechercher si un point du cercle de convergence est singulier. Dans
bien des cas ces méthodes montreront méme que tous les points du
cercle de convergence sont singuliers, ce qui permet de former des
séries, beaucoup plus générales que celles actuellement connues, qui
ne peuvent pas se prolonger analytiquement au dela du cercle de

convergence.
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2. Soit
J(E)=ay+ayz5-+. ..+ ayst ..

une série dont le cercle de convergence a pour rayon 1, c’est-a-dire,
comme 'amontré M. [Madamard, telle que la limite supérieure, pour
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ol ¢ est réel et compris entre o et 1.

Si z =1 n’est pas un point singulier de /(z), 1a limite supérieure,
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de p telle que
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n
t
limite ——, lorsque 7 augmente indéfiniment.
Lump]m de la valeur asymptotique de la fonction T'(2) montre
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St p augmente indéfiniment avec », de facon queB ait pour limite

!
—— les deux membres extrémes ont la méme limite L —-—; et

] —

\/l"(”+ -+ p) tend vers ——.

1.2...p 11— ¢

Divisons par ce cocfficient, et posons p + n = m. Soil

m—-1 (m 1) (m -+ ))
Ou(tl) =a, +a SR LI .
‘m( ) m m+1 P41 m+-2 (/’_}_1)(/1+ )
S(m—=1). . (m—=v)

= g U 4
G ()

rp ! pp—1..
Ay = = Ay ——— e
me Y g e e m(m—1). (/;1——1)+1)

s » )
ol p augmente avec m, de facon que /—/ﬁ tende vers (.

a une limite

. . . . N
Siz =1 n’est pas un point singulier de /(::) V|7

H
sup( rieure plus petite quo 1, ¢l (,ommo “a une limite posmvc, 7

'bl 5=1 st smgu[mr, 1'1 lum(c supérieure de y |o,,,(/)] ¢t aussi
celle de ”(/“[“?:‘(ﬂ, est égale & 1 si, lorsque m augmente indéfiniment,
n=nm — p passe par toutes les valeurs enticres; ce qui a lieu, par
exemple, si Pon prend le nombre p compris entre me et mt — 1.

Mais siv=hm, A étant une quantité fixe aussi pctile que I'on voudra,

il est inutile de tenir compte des termes de 2,,(¢) qui suivent a,,m,_'
En effet, si n est assez grand, /

Ianl <(r+¢e)* (')
=
do deux coefficients consécutifs diminue quand &

et le rapport ¢ - Py
augmente. La somme des termes de ¢, () qui suivent @, ., aura
donc un module plus petit que '

(1) (=)

e Ill-f-'l[/
(1+¢) (p+1)...(p+v)

M4y 41 ( M=y 0
—_— ((1 &) e
/)+’J+l )

{H—L(l—i—&)

(1) e représente ici, et représentera dans la suite, une quantité positive qui peut étre
choisie aussi potite que I'on voudra, si 2 ost assez grand.
Ann. de UIic. Normale. 3* Série. Tome X111, Ocronre 18g6. b7

"
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ou Am<v << Am-1. Si ¢ est assez petit et m assez grand, la raison
de cette progression géométrique différera aussi peu que 'on voudra
1A . . : Hicme 0RQ]
de ¢ —, qui est plus petit que 1. La racine m'* de la progression
L1 ¢
tend donc vers 1, si m devient infini. D’autre part

. ] X
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dont Ta limite est

(t-+=R)L(r-e) (=2 L1 2) — (L+2)LL (1 - ;)

/

Cetle expression augmente avee ¢, ¢t pour £ == 1 se réduil au premier
terme, qui est aussi petit que on voudra. Done, si ¢ <1, et si e est
assez petit, elle sera négative, et la racine ¢ du module de la somme
des termes qui suivent @, ,,., a unc limite supéricure, pour m = =,
plus petite que 1.

De méme, si A < ¢, la somme des termes compris entre a,,_, et a,_,
a un module plus pelit que

(14 g)m= I /’( /)”"‘;')* ([':—? +I)
- Uom(m—1)...(m—v--1)

N 2

> M1+ p—v 4+ p—v
L (r+¢e)(m—v) L(r—l—e)(m~~v))

e <7(7’—F"s‘)“<7?7733

la raison de cette progression différera aussi peu que I'on voudra de
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t—A . .
J(r— 7y’ qui est plus petit que 1, et

Pp s ven b Ty,
Lm(m-1)...(m——v-+—1_5<LE+ L——-dxr

Jy m— .z

m—v 41 ) — V1 )
= (m—v4+1)L— ——(/;-—v—y-x)LI-————}-vLL,
m P m

[ ey & pp—0) . (p—v+1)] _m—v (12

m dm(m—1). . (m—y+n| > m :
R R IR )=V AT P — Y1 v 2
T, -y L=yt Y2
m m m Y4 " mt

dont la limite
5 2
(1—2)L(t+8) +(—M)L(1—A) — (£ —) L (1 — Z>

est négative, siz <1, et si e est assez petit.

Done, si dans @, (¢) on ne conserve que les termes compris entre
Uy CLly y, 1o module de la somme des termes supprimés aura une
racine mi*m¢ inférieure i une quantité plus petite que 1, pourvu que
m soit assez grand; ct ces termes n'ont aucunc influence sar le résultat
énoncé, ce qui conduit au théoreme suivant :

Sout
m—-1 S (m—=1). o (mv)
CPIII(/’) =yt Ay 1~1L [")":}:"[” Rk o ﬂ/n»i-vl/ ([) e 1) (/) -+ ‘J)
1 p 1T p(p—1)...(p—yv-41)
j—1 — T e Ay == - .
F - gy Tl m(m—i)... (m—v—+1)

\ - . )
ou p est un nombre entier variant avec m de fagon que ”/’———[ lende vers 1,

elvzhm, 0 < h< 1< 1. Sis=1 n'est pas un point singulier de f( =),

. , . myTr . .
la limite supérieure, pour m == », de V] o (L)| est plus petite que 15 et st
cetle limite supéricure est 1, le point 5 = 1 est singulier.

¢ est ici une quantité arbitraire, qui peut varier avec m, pourvu
quelle reste comprise entre deux limites comprises entre o et 1,
et que ;{;7 tende vers 1. On peut, par exemple, supposer ¢ = ,/7);
Réciproquement s, ¢ restant fixe, p varie de fagon que m — p prenne
toutes les valeurs entiéres, par exemple st p est compris entre mi — 1 et
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mt, el st =1 est un p()ml 91/2011lz(’r \, [.;,,,(t)] a pour limaite $(([]C’

rieure 13 st cetle limite supcrwmc est p/us /)ctufe que i, le p()znz z =1 n'est

pas singulier.
Si I'on po@o a,= " (a, +1a)), a’ cta” élant 1(,0 S, 9 (l) pxond la

forme ¢* (z,, + rm), et la limite sup(*mcun, de 'y fa,,,(/)| csl tgale

la plus frr:mde des limites supéricures de 'y b,,,| e . Si, (];ms

o,,(1), onremplace les termes @, par la partie véelle de a,,,c % on voit
. . . . m =

que, si le point z =1 nest pas singulier, Vg,,| aura encore une

limite supérieure plus petite que 1, quel que soit «, qui peut ainsi

a pour limite supéricure 1, le point 5 ==1 est

III

varier avec m. Si Y|,
singulicr.

3. Posons z == e si '\ J,,,(l(”’){ a pour limite supéricure 1, le
point z == ¢ est singulier. Si, sur un arc compris entre — Q et —+ Q,
il 0’y a aucun point singulier, celte racine m*m¢ a une limite supé-
rieure plus petite que 1, pourvu que - Q<o <7 4=, ¢t la racine

mitwe (o

%, 1?” ( e, 1) e % [QIII</(‘“, 1) L {‘7,,1'?/,1([(;"’,,f)

caura ¢galement une limite supéricure plus petite que 1, quels que
soient les ares a. Si cette limite supéricare est r, il 'y aura au moins
un point singulier sur Parc == Q.

Si les ares w,, w,, ..., ®, varient avec m, (lo facon quv’m| ait,

Iyers 5 (Le™) | a pour

.. , . .oom
pour m = =, unc limite supérieure €, ct si ~
limite supérieure 1, il y aura un point singulier sur 'are == (Q +¢).
Bt si tous les o tendent vers zéro, il y aura un point smgullu- sur
Parc == ¢, ¢ ¢lant aussi petit que P'on voudra; le point z =1 sera done
singulier.

Soient n arcs positifs o, w,, ..., w,, Qleur somme, ct =, o,, ..., %,
des arcs quelconques. On a

CoS (a4 vmy) Cos(oty~vmy). .. cos(c,-vm,)

— e—(a,ﬂ—wn“)r‘)

I
p— ;_I_ ((,(a 4V, )i e e~ (%) )i) (,(a,ﬁ»vm _{_

e ¥ @OV S (2 Y0, ) ﬂ:(u,;s--vm,‘)l’
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le signe ¥ comprenant les 2" termes obtenus par la permutation des
n signes ==. Chacun de ces termes est de la forme

g( L-+=Vw)
ou
lo|ZQ.

Dans ¢,,(2¢), prenons pour o les 27 valeurs = o, = 0w, *... = o,
et pour « les valeurs correspondantes. Posons alors

. I« . .
‘*}Jm(é) = ou L”“".”/u (te™?)

Ty, COST COSSy o COS T~

S(m—1)...(m v

-+ “m»l"}u - ) ( )
(p 1) (p+)
/i

1 .
ey 7 cos(ay—my)...cos(e,— m,)...

cos(a;+vm)...cos(o,+ vo,)

rop(p—1). . (p—v+1) \
Aoy N L o8 (et — vmy). .. COS(e,— Vo, ).
N (=) (m— 1) (e 1) (n n)

Siw, + ®, ...+ o, tend vers o, et si V[, (2)]a pour limite su-
péricure 1, le point = =1 scra singulier.

Supposons les termes @, remplacés par la partie réelle a, de @, ¢ b,
B, pouvant varier avee m, et cherchons i déterminer les arcs o et
de facon que les termes de §,,(¢) soient tous de méme signe. Si cela
peut avoir licu pour une suite illimitée de valeurs de m telles que

M I
V|a,|tende vers 1, o, +w, ...+ v, ot BELI COSeL, COSOy ... COSQ,|

m

. . . m 7
tendantverso, le point z==1sera singulier, car /@, cos z, cos e, ...cosz,|
tendra vers 1 pour ces valeurs de m, et les autres termes de ()
s’ajoutent au premier.

Soit

T
- ";" — [ Oy,
. Gtant un nombre entier positit oa négatif; puis

0)4q « s
On T i Oy == — [0y, ol n==2,3, ....
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cos (o, -+ vo, ) change de signe pour les valeurs

v= .+ k' —
()4
et cos (o, + vw,) pour
. T ™
V= +(‘2/n 1) an? R Pt K=
0y (1)

Si £ = o0, cos(a, -+ vw,) est seul nul. Si £ est divisible par 272, le
quotient étant impair, cos(a, -+ vw,) s’annule aussi et le produit
cos (o, +vw,) €08 (e~ v, ). .. cos(x, + vw,) change de signe pour
v =, el n’a pas d’autre changement de signe entre les valeurs
A

v=p ok =t Comme dans 9,,(¢) on peut supposer |v|2 Am, il suffit
Of

.. iy . - .
de choisiv 2 de fagon que ~2""* soit plus grand que Am + [p]. On a
”

alors
o)y~ Wy e =y, T2 )y
et
. [0y [y Py
C()Sdl CO8y ... COST, == S {j'/"l COS — COS ==~ ... COS s
o 0% on -1
TP
sin .oy E ~ g (A sin® oo,
g1 R [0y ’
——— an=tsin (=0
S £ A
et, st I'on suppose
T
o< |pm| <>
o
on en déduit
_ sin® oy 4
[cosacosay ... cosa, | > —— = = = [ poy .
| oy | T

a,, étant supposé positif, soient «,, ,,, @, _,, les premiers termes né-
gatifs, puis @, ., @, _,, les premiers termes suivants qui sont encore

hositifs, et ainsi de suite, « a a et « a,

I K g Vb c R 4 ’y A ome gt ey, MY Wy

@, y, Ctant les termes qui changent de signe entre «), ,5,,. Prenons
successivement pour i les valeurs v, vy, ..., v, puis -—v|, — v, ...,

1=yt

! A T
~= Yy, @, conservant la méme valeur ©, = - . Alors [ o | reste plus

24

q+4q

. T g \ .
petit que ;‘; et st -/--»-m 7 tend vers o, Lo < 7 S tendra aussivers o.






