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EXPRESSION DE LA QUANTITE

play =y~ o+ uy,)

AU MOYEN D’UN PFAFFIEN,

Par M. (. FONTENE,

PROFESSEUR AU COLLEGE ROLLIN.

Y

1. Considérons la fonction pu définie par 'équation différentielle

P =V = gp — 5=\ G(p);

les racines de Péquation G(p) =o étant @, b, ¢, on a les trois fonc-
tions uniformes

Xu=\/pu—a, Yu=ypu—70, Tou=\/pu—c,

avee
p'=—2XYZ.

Avant de donner la formule générale d’addition relative & pu, je
me propose d’obtenir explicitement la valeur de la quantité

Xty 4ty ..~ Usp)
en fonction des quantités
Xl eerlle, Xg et Yng, ey

je me fonderai sur ce fait que la somme des zéros distincts d’une fonc-
tion elliptique est égale & la somme des poles distincts, & des mul-
tiples des périodes pres; la méthode suivie est analogue & celle que
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’on trouve dans la Note de M. Hermite ajoutée au Cours de Caleul
differentiel et intégral de J.-A. Serret, relativement au « théortme
découvert par Abel pour l'addition d’un nombre quelconque d’argu-
ments » dans les fonctions sn, cn, dn, avec cette différence que les
arguments i ajouter sont ici en nombre pair au lieu d’étre en nombre
impair : on arrive ainsi & un covariant.

Soient 22 + 1 arguments dont la somme est nulle :
(1) Uy = Uy~ gy =2 0
on peut regarder ces arguments comme les racines d’une équation de
la forme
(2) prApr = Bprtge By 4 (A XEpr e B et - X 1Y) o
le premicr membre est, en effet, une fonction elliptique d’ordre 22 -1
de 'argument «, admettant un pole dordre an + 1 qui est zéro, de
sorte que les zéros de cette fonction ont une somme nulle; I'équa-

tion dépend d’ailleurs de 2n paramétres. Si Pon éleve au carrd apres
avoir isolé les termes qui conticnnent p’, on obtient

XEY2Z2(Apn=t e B2 (ANt e BINE - 1) 0
si I’on imagine que p est remplacé par X* + @, que Y* ¢t Z* sont rem-

placés par X2+ (a — b) et X*+ (@ — ¢), on a unc équation en X2,

hiks

qui est du degré 2n + 1, et le produit des valeurs de X* est TR ona
donc
) I
(3) Xi Xy .. xzn.\zfm-x*:i et
2 A

le signe étant déterminé par 'hypothése d’arguments infiniment pe-
. , . . 1
tits, au moyen de ’équation (), aveec Xe = --

Supposons maintenant que 'on donne w,, w,, ..., u,,; les rapports
des 2n + 1 cocfficients A, ..., I sont déterminés par 2n relations
telles que

PADY T B) e (AXE 7 Ve BXE - 1) = o

ou
— o X Y Z (Ap - By - (AXEp e X ) 0
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en désignant par sa premitre ligne horizontale, placée dans un cro-
chet, un déterminant d’ordre 22 dont les lignes se rapportent aux
indices 1, 2, ..., 22, on a

l” — [— Qleizll”{rlv- s _-"'lexyﬂl’n ”"XIYIZI;X%/)T—lv ey xf['nxﬂ
AT

201

) e {2 (2 pit—2 \ 2
L 2 T Pys Xipth Xipi, oo XS, ']

Fr XX X (=2 Y 2 pt o= Y Ly, — 2 Y 2 X L SNopn NGl
n—1

A X S . u )
A [ pipt 2% P Pyt pn 1]

au dénominateur, on a ajouté¢ aux éléments de 'avant-derniere co-
lonne les ¢léments de la derniere colonne multipliés par a, elc. Des
lors, la formule (3) donne la formule d’addition cherchée

: 1 [—a2 Y, 2 p =Y Ly —o Y L X L X oL N
(2) \(”l"f‘”z"“---""”211)::_'T‘]: ‘1”11 11'1/1 "1 13 1”/1l 171 11
o | pipt ey Y2 s PN !

(Siles u sont des infiniment petits, que 'on prend sous la forme

1 . Y
1 ona une identité inféressante.)

2. On peut remplacer le second membre de la formule () par un
covariant relatif i une fonetion elliptique du second ordre, admettant
les mémes périodes que la fonction pu dont se déduit la fonction Xu

qui figure au premier membre. On est mis sur la voie de cette trans-
formation par la remarque suivante : U'intégrale de I'équation d’Euler
il B
VE, VF,

a 6té donnée par Laguerre sous la forme

VP VQ— VP, \/G = const.,

Ty — &y

P et  étant deux polynomes de second degré en 2 dont le produit
donne le polynome F; et, si I'on considere un argument « défini par

Ta relation
dx dx
du = —

VPR
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on a facilement

(4 X0ty tey—§) =— ,!; VP, \/3; : \l/%) vQ )
s étant la somme des poles de la fonction elliptique 2 («); la fonction
pu dont se déduit X a les mémes périodes que la fonction z(w), de
sorte que g, et g, sont égaux aux invariants S et T du polynome F, ct
les trois fonctions X, Y, Z correspondent aux trois modes de décom-
position du polynome F en un produit de deux facteurs du second
degré. Cest cette formule que nous allons généraliser, en raison de
ce fait que les 22 colonnes du déterminant numérateur dans la for-
mule (&) se partagent en deux systemes de 2 colonnes, les premicres
contenant — 2YZ, les dernitres contenant X, avee — 2 YZ. X = G ce
fait est d’ailleurs lié & la forme de I'équation (2).

Considérons une fonction elliptique du second ordre i poles dis-
tincts, soit 2, définie (ala somme des poles pres) par Péquation dif-
férentielle

(5) (2! =\F (&) =VAr" + (A= Gy + G Ay + A,
=AWz~ AVzr =Bz —Cye—D;

nous écrirons

(6) 2= \/Py/Q =UV,

P et Q étant deux polynomes du second degré dont le premier a pour
racines B et C, le second a pour racines D et A, ¢t 'on sait que les
deux fonctions U= yP, V =Q sont des fonctions uniformes de I'ar-
gument. La somme des poles étant s, ou s + 20,, s + 20,, 5 + 20,,

vey

. N By S

avec ®, + w,+ w, = o, la demi-somme des poles est Srous o,
. s 8

les valeurs de @ qui correspondent aux valeurs ~» = + o, ..., de I'ar-

) ) § ]
gument sont D, A, B, C, de sorte que, pour u = =relpouru = > + o,

on a V=o. Nous poserons « == ; -+ ¢, ¢t nous aurons x <§ ~+ v),
fonction paire de ¢.

Si I'on considere une autre fonction elliptique du second ordre y,
aux mémes périodes que la premiere, de sorte que le nouveau poly-
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nome F aura mémes invariants Set T que le premier, la somme des
poles étant s', on aura de méme y (i—l -+ v>; et 'on sait que les deux
quantités x et y, pour une méme valeur de ¢, sont liées par une rela-

tion doublement lin¢aire, qui donne

_ey+B,
Ty’

on en conclut
s (23 —=By)y
(yy+d)?
IR Ve B8
a4 —l~ () 7Y -+ 0

U=

R et S étant deux fonctions uniformes analogues & U et V, A et p deux
facteurs constants dont le produit est o0 — By, de maniere a avoir
¥ = RS.

Cela posé, I'expression
g, ...,.rlU,, Ups ™V, 2 Vi, V]

l
4“-, LT A1 . 1°
a7, oo,y el T, o, ey, 1

I
0

[
|

analogue au second membre de Ja formule (), est un covariant absolu
pour les fonctions a qui ont les mémes périodes, a représentant

s ! .
v () -t v}, avee la variable ¢.

Pour le vérifier, considérons d’abord le déterminant numérateur = 8i
on lordonne ¢n produits de mineurs d’ovdre ~ par des mineurs
dordre n, on a par exemple le (erme

1,U,...U, (21— 23) ... (Zpey—2,) - Vi1 VaseeVaou (Zpet— Tna) eon (Z2n—1=—224)3

la substitution
_ay+p
- 7y+ 0
donne
(20— By) (y1—2)
Vag ‘*‘0)(/.)2'*‘0)

Xy Ty

et le terme considéré donne le produit d’un terme analogue, avec R
Ann.de I'Ec. Normale. 3¢ Série. Tome XIII. — Dicemsre 18g6. 6o
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et Sau lieu de UetV, y au lieu de x, par les facteurs

(7.[J')n

(y)1+9) .- (YYam+0)

amené par UetV,
nln—1)

9

(0 —B7)
(771 0) . (yynto)it

amené par les binomes (x, — 2,) ... (x,—, — 2, ),
aln—1)
(20 —fy) __
(7Y~ gyt (}’,,V‘z/z -+ a)“_l

amené par les derniers hinomes; le facteur complet est done

(20 —fy)"
(7y 1+ 0)" (Y yan = 9)"

et ce facteur est le méme pour tous les termes.

Pour le déterminant dénominateur, si on ordonne en produits de
mineurs d’ordre n — 1 par des mineurs d’ordre 2 + 1, onapar exemple
le terme

"-'11 '1"’:5 e .'I;’” -1 (2y=—=2y) oo ATy == Xy ) X (X Zpi1) o o (Cypmy = Ly )5

S e oy - ,6 \ . '
par la substitution = ~—~—%, ce terme donne le produit d’un terme

7y o
analogue, avec ¥ au lieu de a’, y au licu de x, par les facteurs

(af — 57)15—1
(7214 0) (Y Yn=mr+0)*

amendé par les (léf'iVéCS,
(n-~1)(n—~2;
———

(a8 — fy)
(714 0)" 7% (Y Yy 4 0)"

amené par les premiers binomes,

ni{n-4=1)

ad — By

(7¥u+0) . (Y Yam+0)"

amené par les derniers binomes; le facteur complet est donc le méme
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que pour le numérateur, et 'expression considérée est un covariant
dans les conditions indiquées.

Or, si la fonction 2 est la fonction pre qui admet les périodes 2w,
el 2, et qui est définie par I'équation différentielle

P=\VipP—Sp —=T=—2YZL.X,

X ¢étant nul pour u = w,, 'expression ci-dessus, dans laquelle on fait
U= —2YZ, V=X, se réduit au second membre de la formule ().
On peut done écrire

A

X0y 0yt 0y,) =— NG

MIH

ou, en remplacant  + ¢ par u,

(‘ "1 - Uy U —-ILS') ”'_._L[ ,11 l[‘-""""’ Ulv-l” lV“--.,Vi,.
n ! - l
2 [ ’Jl,...,a‘l,xl, e ey 1_]

On vient de préciser la fonction X en disant qu’elle est nulle pour
« = o, nous ¢erivons ici les formules qui rattachent la fonction pe
la fonction 2 (§ +¢):ona

) (9) = (D) 4 — s E D)
[)(‘)-—'-)“—,l (l))+w(3+(y)—l),
.Z’
./__.___“ il -
p 7P (D) 5
v Yv’l)- B_zyD—C_ V(D)
Ve B Ve—C  yo—D

avee

VET(D) = VA, VD —AyVD = ByD —C;
et, en prenant
U=VP =VA,Vz—Byz—(,
Veyl=  VaoAya—D,

s —-2\/_—--\/1< "(D)yD—A A—g—r)

.1 yF (D) V
| x=iF= v

\ R
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si la fonction 2 tend vers la fonction p, A, est un infiniment petit, D
est un infiniment grand, et le produit yA, y— D tend vers — 2.

I1.

3. Relativement & Pexpression de la quantité p(u, +...+ u,,) au
moyen des quantités p, et p,, ..., j'indiquerai d’abord comment je
suis arrivé par induction & une formule que j’ai vérifiée ensuite.
Soient cing arguments dont [a somme est nulle

Uy == Uy == Uy~ Uy~ U320
on peut les regarder comme les racines d’une équation de la forme
) |
PriAp—DB)+Ap*—DBp-Ge=o,

les coefficients ¢lant déterminés par les racines wy, wy, uy, w,, et les
valeurs correspondantes de pu sont les racines de I’¢quation

(ApP— gap =) (Ap — B2 — (A p*— B p 4= (V) 0.

Les coefficients de cette équation développée contiennent A2, B*, ...,
AB, A'B, A'C/, B, et comme A, B, A, B, (7 sont les déterminants
du quatricme ordree fournis par la matrice

’ ’ 9
ey Py Py P I

| !
i /”'/)‘,'r [’;r 1)% [)'* I l

(7) plug4 wy) == —22 ZTL02 2
dvee
(8) Groz= 2ppy(pr—+ py) — *’Lr_ (P4 p2) —

on est porté a croire que les quantités p(u, + uy), p(u, + uy),
joueront un role dans cette équation. En considérant le produit dos
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. Loy B 0
racines, soit ————
4 A2

I'expression de la quantité p; ou »(u, +...+w,), en m'aidant aussi
de la somme des racines pour le méme but, j’ai été conduit A supposer
une formule qui s’est trouvée exacte.

Posons

» comme on a fait pour X, en vue d'obtenir

(1,2) = §p (i us) (py— pa),

¢t désignons par A le déterminant de Vandermonde qui est le produit
des quantités p, — pa, ... la formule que je me propose d’établir est

1 (2n,1) (2n,2) (2n,3) ... 0

Il

roy—

rEr [N T2
L2420 s P Y s 1]

le déterminant dont la rvacine carrée figure au numérateur de cette
formule est un déterminant symétrique gauche d’ordre pair, et, par
suite, un carré parfait; sa racine carrée est un pfaffien, et 'on peut
¢erire, en préeisant le signe,

1 AX 2(,2)(3,4)...(2n—1,2n)

() D (U A Uy e o Uyy)) == - 2 2T .
7) Pl o R A 1 Iy R

Pour vérifier cette derniere formule, remplacons u,, par u, que nous
regarderons comme une variable : le premier membre est la fonction
elliptique
plug4ty+...+w) ou p(U-+u),
en posant
Uy =ty oo Uy = U,

et le second membre doit se réduire & cette fonction. Or, d’une part,
en conservant la notation (7, 2722) malgré la suppression de I'indice 22,
le numérateur est une fonction de la forme

(P —p1) oo (p—pan—1) X ZA;(2n, ()

ou
G(p—=p1)e o (p—Pan-1) X EAp(ue~+uw)(p—pi)s






