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SUR LES TRANSFORMATIONS

I/INTEGRATION DES SYSTEMES DIFFERENTIELS,

Par M. Erense DELASSUS,

PROFESSEUR AU LYCEL DE DOUAL

INTRODUCTION.

On sait Pimportance des intégrales intermédiaires dans le probleme
de P'intégration des équations aux dérivées partielles du second ordre.
(Cest la recherche de telles intégrales qui constitue la méthode de
Monge et, au fond, celle de Laplace.

Je me propose, dans ce Mémoire, d’étendre la méme notion aux
systemes différentiels quelconques. 11 est possible d’y arriver d’une
facon précise en utilisant les résultats que j’ai donnés, dans un Mé-
moire antérieur (1), sur la forme canonique générale de tels systémes
et le théoreme général d’existence des intégrales.

Le théoreme de Cauchy généralisé, en faisant connaitre d’une fagon
précise le nombre et la nature des arbitraires dont dépend I’intégrale
générale d’un systeme, permet en quelque sorte de mesurer le degré
de difficulté de U'intégration, ce qui conduit & la notion de systeme
plus simple qu’un autre.

En partant de ces idées, on est tout naturellement conduit, pour
tenter U'intégration d’un systeme 2, & chercher des systémes intermé-
diaires X', ¢’est-a~dire des systemes plus simples que X, et dont toutes
les intégrales soient des intégrales de Z. Si 'on connait des systémes
¥ dont les ¢quations contiennent des arbitraires en nombre suffisant,
Vintégration de X sera ramenée & X'.

(1) Bripnse Derassus, Hxtension du théoréme de Cauchy auwr sysiémes différenticls
les plus genérawx ( dnnales de | *Ecole Normale ; 1896).
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Pour former un systeme intermédiaive, il faut ajouter & X des équa-
tions complémentaires, et on leur imposera la condition de fournir
avec X un systeme X' compatible et ayant une intégrale générale dé-
pendant d’arbitraires dont on fixera @ priori le nombre et la nature.
Les premiers membres des équations complémentaires seront alors
assujettis & vérifier un systeme différenticl £, que I'on saura certaine-
ment former.

Si 27 est compatible et a des intégrales dépendant d’arbitraires en
nombre suffisant, Uintégration de X sera décomposée en deux parties
qui seront U'intégration de X', puis celle de X,

11 est naturel de chercher i obtenir un systeme X' qu’on sache cer-
tainement intégrer; dans ce cas, on peut dire que toute la difficulté de
Vintégration de X se trouve reportée sur X7, et nous appellerons X7 le
transformé de X.

En faisant varier la forme imposée & ¥/, on arrive d déduire d’un
méme point de vue un grand nombre de résultats dont certains sont
nouveaux ct dont les autres constituent, a peu de chose prés, tout ce
que Pon sait actucllement sur les systemes différentiels d'une forme
présentant quelque généralité.

Le cas le plus simple est celui ott Von impose d X la condition d’étree
de premiere espece, ¢’est-i-dire d’avoir une intégrale générale dépen-
dant d’un nombre limité de constantes arbitrairves.

Appliqué aux systemes de premicre espece eux-mémes, il conduit
a leur intégration par des équations dilférentielles ordinaires.

Appliqué aux systemes dont Uintégrale générale ne dépend que
d'une seule fonction arbitraire, laquelle ne dépend que d’un seul ar-
gument, il conduit immédiatementaleur intégration par des équations
différentielles ordinaires.

Appliqué a des systemes quelconques, il conduit & faire correspondre
a tout systéme X une infinité multiple de systemes de plus en plus
compliqués, et & un nombre de variables de plus en plus grand, dont
intégrale générale se déduit de celle de 2 par des calculs algé-
briques et tels que si I'on sait intégrer I'un quelconque d’entre eux,
on en déduit Uintégration de tous les autres par des équations diffé-
rentielles ordinaires et des calculs algtbriques.

Chacun de ces systemes posstde, en outre, la propriété de pouvoir
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s’intégrer par des équations différentielles ordinaires dés qu'on en
connait une intégrale particuliere dépendant de certaines constantes
et fonctions arbitraires.

Enfin, le méme cas, appliqué aux systemes du premier ordre & une
inconnue, conduit tout naturellement & la méthode de Jacobi et Mayer,
qui se trouve ainsi établie d’une facon simple, sans faire de distinction
entre le cas ol 'inconnue figure et celui ol elle ne figure pas, et sans
étre obligé de faire appel aux propriétés particulieres des expres-
sions [I. @] de Poisson.

Parmi les systémes qu’on sait intégrer par des équations différen-
tielles ordinaires, ceux qui ont la forme la moins particuliere sont
ceux dont I'intégrale générale dépend d’une seule fonction arbitraive
d’une variable.

Sil'on cherche des équations complémentaires conduisant & de tels
systemes, et si I'on cherche & se placer dans les conditions les plus
favorables pour que l'on puisse ainsi arriver & trouver toutes les inté-
grales du systeme proposé X, on est fatalement conduit & retrouver
la méthode de M. Darboux ('), bien précisée dans le cas des systemes
quelconques.

En dernier lieu, une transformation particuliere, que j’appelle ¢rans-
Jormation par changement d’inconnues, fournit un résultat intéressant
relatif & Papplication de la méthode de M. Darboux aux systemes
linéaires. S’il existe une équation linéaire qui, ajoutée 2 X, donne
un systeme X' dont U'intégrale générale contient au moins une fonc-
tion arbitraire, X pourra certainement s’intégrer par la méthode de
M. Darboux.

I.

Degré d'indétermination d'un systéme différentiel. — Systémes
intermédiaires.

1. Soit ¥ un systeme différentiel canonique & m variables x,,
Zyy .., Ty el g inconnues z,, 5y, ..., 5. Supposons qu'aucune de ces

(1) DARBOUX, Sur les équations aux dérivées particlles du second ordre (dnnales de
I'Ecole Normale; 1870).
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inconnues ne puisse étre prise arbitrairement de fagon que le systeme
contienne et détermine réellement les ¢ inconnues. Le théoreme de
Cauchy généralisé nous montre que, pour déterminer completement
une intégrale de X, il faudra se donner arbitrairement :

I', constantes;
I', fonctions de 1 variable;
I, fonctions de 2 variables;

I',—. fonctions de m — 2 variables;
T,.-, fonctions de m — 1 variables;

Nous appellerons degre d’indétermination du systeme X I'ensemble
des nombres I'y, T'y, ..., Iy, Ty pris dans Povdre

- - N “ .
[07 11, l‘zy teey l/n»-‘b 'lm-—l-

Désignons-le par & et convenons que ®» ne change pas si P'on pro-
longe la suite qui le définit, en y ajoutant de nouveaux nombres I,
Tty -+ -5 qui sont tous nuls.

Deux degrés d’indétermination @ el ®” seront dits dgaux s'ils sont
définis par les mémes nombres, ¢’est-a-dire si l'on a

=1, 0,0, 1,1,
Nous conviendrons de dire que 'on a
0 = (Y
s'il existe un entier . tel que
l‘p, = -F[/J.z F(}A—-l = l.‘l',‘,,_l, F(J. F2 ‘[/1, 125 ey
et Pon voit immédiatement que

' == M ot @ =W

entrainent
0 = .

Laissons de coté les systemes différentiels et ne considérons que
des équations isolées, en restant dans les généralités, ¢’est-a-dire sans
préciser leur forme et leur ordre.
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Solent
F=o, ®—=o0

deux équations différentielles, la premitre d’ordre p et i m variables
indépendantes, et la seconde d’ordre p’ & m’ variables.

Les connaissances actuelles sur les équations différentielles nous
conduisent dire que I'étude des intégrales de F = o sera plus difficile
que I'¢tude des intégrales de ® = o si 'on a

m>>m'
ou
mo== ', p=>pl.
Mats, d’apres le théoreme de Cauchy, les degrés d’indétermination des
deux équations sont constitués par

Al [ hl —— . — al R Al s al — B
Ly =Dy=... =0, _s=o0, U, =p, Fpo=Chei=...=o0,

al J— ™ R — ! — Al e a4 P Al — e
Iy = .. =T,y =0, Lt =20, 0=y =...=0,

et, dans les deux hypotheses, on voit que Von a
(0 = (D

On est alors tout naturellement amend, en généralisant, i admettre
que, au moins en restant dans les généralités, la difficulté de I'étude
d’un systeme différentiel est d’autant plus grande que son degré d’in-
détermination est plus grand. Cette difficulté peut donc en quelque
sorte se mesurer par le degré d’indétermination et, pour abréger, nous
dirons qu’un systeme X' ayant pour degré d’indétermination ®" est
plus simple que X qui a pour degré d’indétermination & si 'on a

OIEEOR

2. La méthode qui se présente le plus naturellement a I’esprit pour
la recherche de fonctions ayant un certain degré d’indétermination
consiste & dédoubler le probleme et i chercher si ces fonctions ne
pourraient pas étre considérées comme solutions de certaines équa-
tions dépendant d’arbitraires et dont la résolution introduirait de nou-
velles arbitraires de fagon & retrouver toutes celles qui doivent se
trouver dans les fonctions inconnues. C’est la méthode des équations

intermédiaires.






