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SUR LES TRANSFORMATIONS

L'INTÉGRATION DES SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS,
PAR M. ETONNE DELASSUS,

I» II 0 F E S S 13 0 l{ A V L Y C É E Ï") E î) 0 U A 1.

I N T B O D U C T I O N .

On sait l ' importance des intégrales in termédia i res dans le problème
de l ' in tégrat ion des équa t ions aux dérivées partielles du second ordre.
(Test la, recherche de telles intégrales qui constitue la méthode de
'Monge et, au f o n d , celle de Laplace.

Je m,e propose, dans ce Mémoire , d'étendre la même notion, aux
systèmes d i f f é r e n t i e l s quelconques. 11, est possible d'y arriver d'une
façon précise en u t i l i san t les résul tats que j 'ai donnés, dans un, M'é-
moire an té r ieur ( 4 ), sur la forme canonique générale de tels systèmes
et le théorème général, d^existence des intégrales.

Le théorème de Cauchy généralisé, en faisant connaître d 'une façon
précise le nombre et la nature des arbitraires dont dépend l ' intégrale
générale d'un, système^ permet en quelque sorte de mesurer le degré
de dif f icul té de l ' in tégra t ion^ ce qui conduit à. la notion de système
plus $ùnpk qu'un autre.

En partant de ces idées, on est tout naturellement conduit , pour
tenter l ' intégration (.l'un système 2, à chercher des systèmes intermé-
diaires S', c'est-à-dire des systèmes plus simples que S, et dont toutes
les intégrales soient des intégrales de S. Si. Fon connaît des systèmes
S7 dont les équations cont iennent des arbitraires en nombre suffisant,
l ' intégration de 21 sera ramenée à S'.

(r) ÉTIE'NN.IS DE usai's, Extension du théorème de Cûuchy aux systèmes différentleU
te plus ^dnéraax (Àfinales de l'École Normale; 1896). ^ \ 1 1 1 1 ' ;
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Pour former un système in termédia i re , il, f au t a jou te r à E des équa-
tions complémentaires, et on leur imposera la condi t ion d.,e fourni r
avec-Sun système S' compatible et ayant u n e intégrale générale dé-
pendant d 'arbitraires dont on fixera a priori le nombre et la n a t u r e *
Les premiers membres des équations complémentaires seront alors
assujettis à vérifier un système différentiel 2^, que l'on saura certaine-
ment former.

Si S^ est compat ib le et a des intégrales dépendant d 'arbitraires en
nombre suffisant, l ' intégrat ion de S sera décomposée en deux par t ies
qui, seront r intégrâtion de 2^, puis celle de S".

11 est naturel de chercher à obtenir un système I/ qu'on sache cer-
ta inement intégrer; dans ce cas, on peut dire que toute la d i f f i cu l t é de
rintégralkm de S se trouve reportée sur S", et nous appel le rons S" le
transformé de S.

En faisant varier la forme imposée à I\ on arr ive à dédu i re d 'un
même point de vue un grand nombre de résultats dont certains sont
nouveaux et dont les autres constituent, à peu de chose près, tout ce
que l'on sait actuellement sur les systèmes diderent ie ls d . ïune (orme
présentant quelque général i té .

Le cas le plus simple est celui où l'on impose à S'la c o n d i t i o n d'être
de première espèce, c'est-à-dire d'avoir ime intégrale générale dépen-
dant d'un nombre l ' imi té de constantes arbi t ra i res .

Appliqué aux systèmes de première espèce eux-mêmes, i l c o n d u i t
à leur intégration par des équat ions d i f f é r e n t i e l l e s ordinaires»

Appliqué aux systèmes dont l ' intégrale générale ne dépend que»
"d'une seule fonction arbi t ra i re , l a q u e l l e ne dépend que d'un seul ar-
gument, il conduit immédiatement à l eu r intégration par des équations
différent ie l les ordinaires.

Appliqué à des systèmes quelconques, il condui t à faire correspondre
à tout système S une i n f i n i t é mu l t i p l e de systèmes de plus en plus
compliqués, et a un nombre de1 variables de p lus en plus grand, dont
l'intégrale, générale se déduit de celle de S par des calculs algé-
briques et tels que si l'on sait intégrer l 'un quelconque d'entre eux,
on en déduit l ' intégration de tous les ' au t res 'par des équations diffé-
rentielles ordinaires et des calculs algébriques.

Chacun de ces systèmes possède, en1 outre, la propriété de pouvoir
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s'intégrer par des équations différentielles ordinaires dès qu'on en
connaît une intégrale particulière dépendant de certaines constantes
et fonctions arbitraires.

Enfin, le même cas, appliqué aux systèmes du premier ordre à une
inconnue, conduit tout naturel lement à la méthode de Jacobi etMayer,
qui. se trouve ainsi établie d'une façon simple, sans faire de distinction
entre le cas où l'inconnue figure et celui ou elle ne figure pas, et sans
être obligé de faire appel aux propriétés particulières des expres-
s ions [F. <Ï)] de Poisson.

Parmi les systèmes qu'on sait intégrer par des équations différen"
tielles ordinaires, ceux qui ont la forme la moins par t icul ière sont
ceux dont l 'intégrale générale dépend d 'une seule fonction arbitraire
d'une variable.

Si l'on cherche des équations complémentaires conduisant à de tels
systèmes, et si. l'on cherche à se placer dans les condi t ions les plus
favorables pour que l'on puisse ainsi arriver à trouver toutes les inté-
grales du système proposé S, on. est fa ta lement conduit à retrouver
la iiiéthodo de M. Darboux, (1) , bien précisée dans le cas des systèmes
quelconques.

En dernier l ieu , une transformation particulière, que j 'appelle trans-
formation par changement d'inconnues, fourni t un résultat intéressant
relat i f à l 'application de la méthode de ML Darboux aux systèmes
linéaires. S'il, existe une équation linéaire qui, ajoutée à S, donne
un système 2V dont l'intégrale générale cont ient au moins une fonc-
tion. arbitraire, S pourra certainement s'intégrer par la méthode de
M,. Darboux*

I.

Degré d'indétermination d'un système différentiel. — Systèmes
intermédiaires.

1. Soit £ un système di f férent ie l canonique à m variables x^
x^, ..., XM et q inconnues z^ ^a» ' • • » ^r Supposons qu 'aucune 'de ces

(r) DABBOÏJX, Sur les équations {MX dérivées partielles du second ordre {Âiuudes de
l'École Normale; 1870).
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inconnues ne paisse être prise arbilrairc.ment de façon que le système
contienne et détermine réellement les q inconnues. Le théorème de
Cauchy généralisé nous montre que, pour déterminer complètement
une intégrale de S, il faudra se donner arbi t ra i rement :
Te constantes;
r^ fonctions de i variable;
Fo fonctions de 2 variables;

r,^^ fonctions de m— 2 variables;
r^_) fonctions d e ' m — i variables;

Nous appellerons degré d'irulélejmiruuio/i du système E rensemble
des nombres Fo, Tn . . . , 1^-2» '^m-\ pris dans l 'ordre

'r r Y r v1 o'» 1 l? ^ s » " • • i l m--"S. 9 A / ^ - . - î *

Désignons-le par cô et convenons que co ne change pas si l 'on pro-
longe la suite qui le définit, en y a jou tan t de nouveaux nombres f^,
r,^, ..., qui sont tous nuls.

Deux degrés d ' indéterminat ion (D et CD'seront d i ts égaux s ' i ls sont
définis par les mêmes nombres, c'est-à-dire si l 'on a

"g111 ..,...-. r' r — r' r „.,..., r/
,&. 0 ..———. .». y , .1. ,) ———.„. 1 j y 1 g ..,..„, I, g, . . , .

Nous conviendrons de dire que l'on a

(Q > cô^

s'il existe un entier [j, tel que
"r ^ r' 'r .-„... •i1-^ î  rvA- (A --'•»• p, 9 A [A+.l -— A p,,,.H , A(A+'a -:;r: *-(J(..4^»> - • • »

et l'on voit iïnmédiatcm.ent que

(ôXiy et cfô' > (î^
entraînent

Laissons de côtelés systèmes différentiels et ne 'considérons que
des équations isolées, en restant dans les généralités, c'est-à-dire sans
préciserieur forme et leur ordre.,' ! ' 1 ' 1 1 -
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Soient
F = o , (I>=:o

deux équations différentielles,- la première d'ordre p et à m variables
indépendantes, et la seconde d'ordre p ' à m' variables.

Les connaissances actuelles sur les équations différentielles nous
conduisent à dire que l'étude des intégrales de F == o sera plus difficile
que l'étude des intégrales de <î> = o si l'on a

ou,
in zr: m, p >. p'.

Mais, d'après le théorème deCauchy, les degrés d ' indétermination des
deux équations sont constitués par

l'o ̂  i\ =- • . . . ::1:.::: r^ _ g =• o, v^..-1 ~= p, r^ == r^1 • = = = . . . ::::: 0,
Ï1 1 ' / 'm/ 'T^f •gi/ -n/ •in/o = 1 1 —:. . . ̂  A ,„ ̂  — o, 1 ̂ ,,.1 ̂  o, I, ̂  -;:-:- 1 .̂,̂ î -=::.., ••=: o,

et, dans les deux hypothèses, on voit que l'oii a

^)> (^'.

On est alors tout naturellement amené, en généralisant , à admetire
que, au. moins en restant dans les généralités, la difficulté de l'étude
d 'un système di.fferenti.el est d'autant plus grande que son degré d'in-
détermination est plus grand. Cette diff iculté peu t donc en quelque
sorte se mesurer par le degré d'indétermination et, pour abréger, nous
dirons qu'un système 27 ayant pour degré d ' indétermination ciy est
plus simple que S qui a pour degré d'indétermination (X) si l'on a

d^<©. 1 !

2. La méthode qui se présente le plus naturellement à l'esprit pour
la recherche de fonctions ayant un, certain degré d ' indétermination
consiste à dédoubler le problème et à chercher si ces fonctions ne
pourraient pas être considérées comme solutions de certaines équa-
tions dépendanfcd'arbitraireset dont la résolution introduirait de nou-
velles arbitraires de façon à retrouver toutes celles qui. doivent se
trouver dans les fonctions inconnues. C'est la méthode des équations
intermédiaires» 1 1 '
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Le moyen le p lus général, pour nous, de définir des fonctions dé-
pendant d^arbi t ra i res , consis te a les assujet t i r à vérifier des systèmes
différentiels. S étant le système i n i t i a l aux inconnues z et £7 le sys-
tème intermédiaire , que nous supposons être un système d i f f é r en t i e l ,
toute intégrale de 2/ devra être une inté^ale de S, de sorte que les
intégrales restent les mêmes si àSV on ajoute toutes les équations de -S :
ce qui signifie que le système intermédiai re S' sera const i tué par le
système donné S, auquel on aura i t a jouté les équat ions complémen-
taires

/i== o, /Q=: o, . * . ,

qu'on suppose na ture l lement ne pas être des conséquences algébriques
des équations de 2, prolongé au. besoin , sans quoi 5V serait i d e n t i q u e
à £.

• 3,1 II est facile de constater que tout système 2V a ins i const i tué est
plus simple que £, au sens précédemment attribué à cette expression.

Dans S et dans les. équations/= o, faisons le changement l i néa i r e
le plus général de variables et résolvons S comme il l 'était p r i m i t i -
vement. Il sera résolu par rapport: à des ensembles canoniques

Portons les valeurs des dérivées ainsi obtenues dans les équat ions
/==o et leurs dérivées successives, elles permettront de calculer de
nouvelles dérivées, de sorte que si l'on appelle

l'ensemble canonique de 2V correspondant à E^, on aura certainement

ïî/âE^
Supposons d'abord qu'il y ait un nombre r, au moins égal à Voràm

canonique n de S, et pour lequel l'un, au moins, des ensembles E^
•soit1 supérieur à l'ensemble correspondant E^Cela cont inuera à être
vrai pour tous.les ordres supérieurs à r et, en particulier, le sera pour
un 'ordre ,9 supérieur à r, à n et à. n\ ordre canonique de S', ! 1

Soient Y^ y^, .-/^^ les1 indices1, des ensembles W, et j^ y^ . /.,
-y^,^ ceux'des ensembles E^., 1' 1 . ^ :


