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SUR LA SIMILITUDE ET LA SYMETRIE

DE DEUX COURBES 0U SURFACES ALGEBRIQUES,

Par M. S. MANGEOT.

Soient .
fi(‘l's y’:'):Os fz(x,)’75>:0

les équations cartésiennes, entieres et a coefficients réels, de deux
surfaces réelles ou imaginaires S,, S,, de méme ordre 7 supérieur i 2,
rapportées & des axes de coordonnées rectangulaires quelconques Oz,
Oy, Oz. Une méme variable, z, pourra manquer dans les deux équa-
tions, et les résultats trouvés au sujet des deux surfaces S,, S, donne-
ront alors des résultats concernant deux courbes planes du plan 20y :
on verra sans peine les modifications & apporter aux énoncés pour
passer du cas des surfaces & celui des courbes planes.
Je désigne par o,(x,y,z) et 9,(x,y,s) les deux fonctions du

second degré

(m—1)! [d""“f,.(x, ¥s :)T

2IBT7T | 0z% yB ozt
chacune des dérivées qui figurent dans ces deux sommes peut se cal-
culer immédiatement & linspection du polynome f,(z,y, z) ou
Jfuo(2, y, z) sans qu'il soit nécessaire de recourir aux différentiations
successives (*).

(r=n2;a+B+y=m—1):

(1) Si fest un polynome entier de degré m & n variables x, y, 2, ..., ¢, une dérivée
()m—if

: ’ — nome, telle que ————————

quelconque d’ordre m —1 de ce polynome, telle que J% 0y dar L 0%
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Les deux équations
o (2, y, 5) =0, os(x,y, 3)=o0

représentent deux quadriques a centre I'y, T',, qui sont deux surfaces
respectivement covariantes des deux surfaces S,, S,. Ces deux qua-
driques sont imaginaires, & moins d’¢tre réduites & un plan double,
mais leurs axes sont, dans tous les cas, des droites réelles (*).

Tout élément de symétrie : centre, axe ou plan de symétrie, que
peut avoir la surface S, doit étre un ¢lément de symétrie de la qua-
drique I'y, et j'ai montré le parti que 'on peut tirer de cette propriété
pour la recherche des éléments de symétrie de la figure S, (*). Cette
question n’est qu’un cas particulier du probleme suivant, que je vais
traiter :

Reconnaitre si les deux surfaces S,, S, sont symétriques I'une
de T'autre par rapport & un point, ou par rapport a une droite,
ou par rapport & un plan, et, en cas d’affirmative, déterminer cet
¢lément.

On peut d’abord ramener ce probleme & la question précédente. On
n’a, en effet, qu’a considérer la surface qui a pour équation /, /, = o.
On cherchera si elle a un centre, ou un axe, ou un plan de symétrie,
et, ayant détermingé, il ne restera plus qu’a vérifier si cet ¢lément
remplit la condition indiquée A I’égard des deux surfaces S, S,.

sion
2l Blyl 8l {4+ 0)Me+ (B+ )Ny 4+ (y=+1)Ps ... (8 ~+1)Q¢ -+ R,

en désignant par z%yBzY.. .8 (Ma ~+ Ny-+Pz ...+ Qr+ R) la somme des lermes
de f qui conticnnent cn facteur a%*yBzy. .. 8.

(1) Dans le cas de deux courbes du plan des xy, fi(z, ¥) = o, fa(x, y) = o, les équa-
lions ¢, (r,y) =0, 9a(x,y) = o définissent deux coniques a centre I'y, Iy, imaginaires a
moins d’étre réduites & une droite double, ct dont les axes sont des droites réelles,

n=im n=m-—|

-1 N n ' N n

Si Ch apxm=—ryn et m Cpyaxm—n=1yn sont les deux groupes formds par
n==0 n=>0

les termes de degrés m ¢t m —1 de fi(x,r), ¢i(x, ») est le produil de expression

n=m-—1

=

n=0

(2) Annales de 1'Eeole Normale, janvier 18g7.

S i -
b Clh\ (an@ = apaq)y =+ bp)? par le earré de s.o. . .m.J
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On peut aussi, pour traiter le probleme, remplacer les deux sur-
faces S,, S, par leurs quadriques covariantes T',, T'y; car, si S, et S,
sont symétriques I'une de I'autre par rapport & un élément (point,
droite ou plan), T', et T, devront étre aussi symétriques I'une de
Pautre par rapport & ce méme élément. Or, on sait aisément résoudre
le probleme dans le cas de deux surfaces du second ordre. Un élément
trouvé par rapport auquel les deux quadriques T',, T, seraient symé-
triques 'une de I’autre ne remplira généralement pas cette condition
al’égard des deux surfaces S, S, : il faudra en faire la vérification.

D’une maniere plus générale, la recherche des conditions d’homo-
thétie, de similitude, d’égalité, de symétrie par rapport & un point, &
une droite ou & un plan, de deux surfaces S,, S,, peut étre effectuée
au moyen de leurs quadriques covariantes I',, T',, ainsi que je vais le
montrer.

Une dépendance de 'une quelconque de ces six sortes entre les
deux surfaces S,, S, se traduit analytiquement par une relation iden-
tique de la forme

(A) Silk(u+a), k(v+0), k(swc)]=hfo(x, )y, 3),

ouh, k, a, b, c désignent des constantes convenables, et «, ¢, w les
seconds membres des formules

X=lx+py—+vs, Y=0Wx+p'y+vs, L=Vx+py+v's,

d’une substitution orthogonale particuliere. Or, si cette identité alieu,
on devra avoir aussi, pour les mémes valeurs des constantes £, a, b, c,

’ ’ " 14 ”
\ A,
y Vo, 7\ s [J. , V',

Ay vy, Ny
(B) o[ k(e +a), k(v +0), k(w+c)]=1"oy(x, ), 3),

en raison de la propriété de covariance qui lie ¢, (x, ¥, 5) 4 f, (x, y, ).
Comme 9,(x,y, =) et g,(x,y, s) sont des polynomes du second
degré, on connait, dans chacun des six cas considérés, les valeurs de
ces constantes qui rendentpossible I'identité (B), s’il en existe. Alors,
pour que les deux surfaces S,, S, aient entre elles la dépendance en
question, il faudra et il suffira que, pour ces valeurs, le polynome

Silk(a—+a), k(v =+ 0), k(w+c)]
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soit proportionnel &
f2 (‘I“’J"; ‘:)‘

On connaitra, par le fait, la transformation linéaire qui permet de
passer de I'une des surfaces S,, S, a l'autre.

En ce qui concerne la similitude, la solution du probleme peut étre
présentée de la maniere suivante. On veut savoir sous quelles condi-
tions les deux figures S,, S, (surfaces ou courbes) sont semblables,
et déduire I'une de I'autre. D’abord les deux quadriques ou coniques
I',, T, doivent étre semblables. Supposant S, liée aux axesde I',, ame-
nons la figure I', & étre homothétique a I', en la faisant tourner autour
de son centre, rotation qui amene les axes de T, A étre paralltles a
ceux de I'y. Soit 8, Ia nouvelle position de S,. La figure homothétique
de S par rapport & un centre d’homothétie des deux quadriques oun
coniques, obtenue en prenant pour rapport d’homothétie celui de
celles-ci, devra coincider avec S, ().

L’égalité de deux figures S,, S, se reconnaitrait ou s’exprimerait en
transportant les axes de I', sur ceux de I',, S, étant supposée liée aux
axes de I',.

Une autre solution du probleme de I'homothétie, plus simple que
celle qui résulte de 'emploi des deux figures T, T,, est donnée par la
proposition qui suit :

Soient, en coordonnées rectangulaires ou obliques, /,(z, y) = o,
S(x,y)y=o0]ouf (x,y, z) =0, f.(2z,v,5)=0] les équations de
deux courbes (ou de deux surfaces) de degré m, dans lesquelles on
suppose que les termes du mim® degré sont les mémes de part et
d’autre. Si T, et T, désignent les deux triangles (ou les deux té-
tratdres) formés, le premier, par trois quelconques des droites

{)171—1./'1 (.’I), },)

 0x*oyB =0

9t iz, y,5) 2 ge-
w0yt st o' , et le se

{ou par quatre quelconques des plans

(*) On voit que sile rapport de similitude de I'y et T, est déterminé, il donnera le
rapport de similitude de S; et Ss.
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cond, par celles des droites

()"l—zfz(-'l’, L],) Y
dx* dyB -

I fa(x, , 5)

dx% dyB 9sY = Ou
mémes valeurs de «, B (ou de «, 8, v), les deux courbes (ou les deux
surfaces) ne peuvent étre homothétiques 'une de 'autre que par rap-
port au centre d’homothétie de T, et T,, et leur rapport d’homothétie
ne peut étre que celui de T, et T,.

Sil'une des deux courbes (ou des deux surfaces) peut étre amenée
sur Pautre par un mouvement de translation, cette translation doit
étre égale et parallele 2 la droite qui joint deux sommels correspon-
dants de T, et de T,. Sielles sont symétriques 'une de 'autre par rap-
port & un point, ce ne peut &tre que par rapport au milieu de cette
droite.

On voit, d’apres ce qui précede, que, étant données, par leurs équa-
tions /, = o, f, = o, deux courbes ou deux surfaces de méme ordre, il
est généralement possible de résoudre sans le secours des indétermi-
nées, par de simples vérifications, la question qui consiste & recon-
naitre si ces deux figures ont entre elles telle ou telle des six dépen-
dances énumérées plus haut, désignée i avance, et a déterminer les
constantes qui fixentcette dépendance. Je dis généralement, car il peut
arriver que le probleme sur les deux figures 'y, T', ou T,, T,, auquel
jai ramené la question, admette une infinité de solutions, ou que les
axes de I',, I',, dans les cas ot leur emploi a été indiqué, soient en
nombre infini. Mais je vais faire connaitre d’autres figures analogues &
celles-ci, que 'on peut utiliser de la méme facon quand les axes des
coordonnées sont rectangulaires.

Si, dans le développement de (x + y + 5)?, & savoir

qui correspondent aux

[ou ceux des plans

! ! |
) 7‘—%‘7' zyfst (e f+y=p),

' . , or , ,
on remplace #*yPsY, soit par le carré de ‘W%);(’ soit par son carré

L e f . S .
symbolique Py J désignant une fonction quelconque de z,
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v, = on obtient deux notations représentant deux fonctions qui sont
des covariants de / pour toute substitution orthogonale. En partant du
polynome /,(x, v, =), on peut ainsi, a 'aide des opérations exprimées
par les deux symboles

S opl e _el 9 G By
2 alBly! <0x10)'30;*1> ;> Sy rE A

ot p est choisi & volonté, former des polynomes, en aussi grand
nombre que 'on veut, qui seront tous des covariants de /, (x, y, z).
Soient F, (2, y, ) I'une quelconque de ces fonctions, et F,(x, y, =)
la fonction analogue déduite de /, (=, ¥, =) par la méme suite d’opé-
rations. Si I'identité (A) a lieu, elle subsiste quand on y remplace
Si(x,v,5) et [u(x,y, =) par I',(x, y, z) et F,(x,y, 5), sauf peut-
étre & changer la constante 4. Donc on pourra, pour 'objet que I'on a
en vue, remplacer les deux figures données f, = o, /, = o par les deux
figures (F,), (F,) qui ont pour équations I, = o, F, = o, et, si celles-ci
sont d’ordre supérieur & 2 ('), par les deux figures du second ordre
I',, Ty, velatives a (F,), (F,), ou encore, dans les questions d’homo-
thétie, par les deux (riangles ou tétraedres T,, T, relatifs & (F,),
(F.) (2).

Je vais généraliser le sujet que je viens de traiter.

Soient [, (x, v,z,...,t), [o(x,¥,5,...,¢) deux polynomes de
méme degré m supérieur a 2, distincts ou non, & un nombre quel-
conque n de variables x, y, z, ..., t; F,, F, les deux polynomes ana-
logues aux deux fonctions F,(x,y,z), F,(x,y, z) précédemment
définies, et 9,, ¢, les deux fonctions du second degré déduites, soit de
JSi» [ay soitde Fy, F,, de la méme fagon que ¢, (x, y,z) et ¢,(x, ¥, =)
Vont été de /, (x, y, z) et de [, (z, ¥, 5).

(1) Elles doivent étre da méme ordre pour que la dépendance en question ait licu.

(%) Jai montré (loc. cit.) comment on peut déterminer sans 'emploi d’aueun para-
métre auxiliaire les centres ou les axes d’une courbe plane algébrique quelconque, et les
centres des surfaces algébriques. En appliquant la méthode 4 la courbe (ou & la surface)
qui a pour équation f; fo = o0, on voit que I'on aura 14 un moyen de résoudre, dans tous
les cas, sans le secours d’aucune indéterminée, le probléme ayant pour objet de trouver
un point ou une droite par rapport auquel ou 4 laquelle les deux courbes fi=o, fa=o0
seraient symétriques I'une de I'autre (ou un point par rapport auquel les deux surfaces
fi= o, f= o scraient symétriques Uune de l'autre).
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Les fonctions F,, o, sont des covariants de /, pour toute substitu-
tion orthogonale.
Des lors, si

X=u(x,y, 5 ...), Y=v(x,y,5 ...), L=w(x, ¥, 3 ...),

¢tant les formules d’une substitution orthogonale homogene, on se
propose de déterminer, pour les formes linéaires u, ¢, w, ... ct pour
les constantes &, a, b, ¢, ... ("), des valeurs telles que

Jillk(u—+a), k(v +0), k(w—+c), ...]

soit proportionnel a
Salxe, ¥y 5,00,

on n'aura a chercher ces valeurs que parmi celles qui rendraient
o [ A(u—+a), k(v -+ 0), k(w—+c¢), ...]

proportionnel a
9y ( @, ¥y 55000 ).

La détermination de ces dernieres dépend de la résolution de 'une ou
de I'autre des deux équations en s relatives aux deux fonctions @,, @,
formées par les termes du second degré de o, et ¢,. Ces deux équa-
tions doivent avoir leurs racines proportionnelles, et P'une d’elles
sullit & faire connaitre les substitutions orthogonales

z=ha'+py v s+,
y=MNz' +py s+,

(El) i ” o1 n o e
/:,:7‘.113—1—#1)' +viE ..,
D e et ettt e e e e
el
g‘ X =l 2+ Yy v 5 4L,
(2,) J =R Ay s
) <

( 5 =y 4 pay +ves 4.,

(+) Je les suppose toutes indélerminées, formes et constantes, pour nme placer dans le
cas le plus général.



392 S. MANGEOT. -- SUR LA SIMILITUDE ET LA SYMETRIE, ETC.

qui ramenent @, et @, & leurs formes canoniques. Les formes linéaires
u, ¢, v, ... auront des expressions telles que

by (R =00 Dy s )y (o YV g St ) Yy (Vo BV Y -V 5Fes) o
Yy (w42 y 20 s ) (e gy My 5+ )Y (V@ vy + V) 54) + .
M (o R0y 1054+ ) F ] (@ -y + s s ) V] (Ve Y, Ve 5 )

et les constantes &%, a, b, ¢, ... seront données par des formules du
premier degré faciles & calculer & I'aide de o,(u, v, w,...) et de
o.(2, ¥, 2, ..0)

En supposant £ =1, on a, par ce qui précéde, un moyen particulier
de traiter la question suivante :

Dans quels cas le polynome f,(z, y, 5, ..., ¢) peut-il se transformer
dans le polynome £, (z, y,z,...,¢) par une substitution orthogonale,
homogene ou non, et quelle doit étre cette substitution? (')

(1) Si fy=/, les substitutions (£,) se confondent avee les substitutions (=;), et l'on
devra, bien entendu, associer deux substitutions différentes pour former, de la manicre
que je viens d'indiquer, les expressions de u, ¢, a, .. ..



