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ANNALES

SCIENTIFIQUES

DE

’ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

MEMOIRE

LES SERIES DIVERGENTES,

Par M. Emie BOREL.

INTRODUCTION.

[étude de la question proposée par "Académie (') m’a conduit ra-
pidement & penser que, pour traiter le sujet d’une maniere un peu
complete, il était nécessaire de résoudre tout d’abord des problémes
tres divers d’Analyse et, en particulier, de Théorie des fonctions, pro-
blemes qui paraissent tout d’abord n’avoir que de lointains rapports
avee les séries divergentes. Malheurcusement, il aurait fallu beaucoup
plus de temps et de talent que je n’en ai eus & ma disposition pour le
faire avec toute 'ampleur qui m’aurait paru désirable.

Jai di me borner & une esquisse dans laquelle bien des parties ne
sont méme pas ¢bauchées; on trouvera, dans ce Mémoire, plus de

(1) Celle question éait la suivante : Chercher a élendre le rdle que peuvent jouer en
Analyse les séries divergentes. Le texle imprimé ici est Ia reproduetion du manuserit
couronné par Académic des Sciences (grand prix des Sciences mathématiques, 1898),
sauf quelques modifications de pure forme qui avaient été rendues néeessaires par 'obli-
gation imposée aux coneurrents de rester anonymes.
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problemes posés que de questions résolues. Mais il m’a paru nécessane
de laisser subsister ces parties i peine ¢hauchées; ¢’était le seul moyen
de ne pas renoncer completement & Lunité que jaurais réve de metfre
dans ce Travail.

Tespere néanmoins avoir obtenu quelques résultals nouveaux, qui
paraitront peut-étre dignes d’attention. On trouvera les principaux
dans les paragraphes 1V et VII du Chapitre I, dans Ie paragraphe [
du Chapitre II, dans les paragraphes IV et V du Chapitre HI.

Dans ces derniers paragraphes je prouve notamment que, si une
séric divergente vérifie formellement une équation différentielle alge-
brique et s¢ elle est sommable, elle définit une solution de I'équation
(¢’est-d-dire fournit le moyen de calculer numériquement cefte solu-
tion). D'ailleurs le mot sommable n’a pas un sens absolu; je veux
dive : il y a une infinité de procédés de somunation tels que le théoreme
soit vrai. Vindique quelques-uns de ces procedés : lorsqu’on choisit
arbitrairement U'un d’cux, le théortme prend un sens tout i fait pre-
Cis.

Il semble que étude, par cette méthode, des équations différen-
tielles doit étre concomitante de Iétude de leurs singularités au point
de vue indiqué dans les paragraphes cités du Chapitee 1.

Quelques mots, pour terminer, sur le plan de ce Travail,

[Vétude des séries divergentes m'a conduit i quelques réflexions ge
nérales sur la convergence et la divergence; et ces véflexions, a lenr
tour, m’ont rendu de grands services dans la suite de mes recherches,
Il m’a paru naturel de commencer par les exposer @ tel est le but du
Chapitre I, dontlalecture peat ailleurs étre omise sans inconvénient,

Dans le Chapitre II, je m’occupe de Ja sommation des scries diver-
gentes cn général, et en particulier des séries de puissances dont Je
rayon de convergence est fini. Le Chapitre I est consacré au cas ol

ce rayon est nul; il se termine par 'étude et Vinterprétation, i mon
point de vue, de résultats obtenus par Steltjes sur une classe parti-
culiere de telles séries. Jai terminé par quelques pages de conclusion.
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CHAPITRE 1.

CONSIDERATIONS GENERALES SUR LA CONVERGENCE ET LA DIVERGENCE.

I. — Les séries a termes positifs.
Les regles de convergence des séries i termes posilifs
(1) e e S (A

peuvent ¢étre rangées dans deux grandes classes. Les unes ont un
énoncé déterming, telle Ta regle de Cauchy relative i la limite de ’(/u—,,
dans Uénoncé des autres, au contraire, interviennent une infinité de
nombres arbitraives, assujettis sculement i croitre indéfiniment avee
leur indice = le premier type de cetle deuxieme catégorie est di i
Kummer. Au pointde vue auquel nous nous placerons dans ce Chapitre,
ces dernitres régles sont enticrement dépourvues d’intérét (1) SiFon
se propose, en effet, d’approfondir la notion de limite, ¢est-a-dire de
rechercher quels sont les modes divers par lesquels une quantité va-
riable peut tendre vers sa limite, ces regles ne peuvent rendre aucun
service.

Blles font intervenir, avons-nous dit, une suite indéfinie de quan-
Lites positives

(2) Ay Clyy ouey yy o

augment(ant indéfiniment avee leur indice 2. (Cest Ia une notion préci-
sément aussi complexe que celle qu'il s’agit d’éclaireir. Iy aautant de
modes par lesquels la suite (2) peul augmenter indéfiniment que de
modes par lesquels la série (1) peut converger.

[l est donc entendu que nous parlerons seculement des criteres de
convergence de la premitre calégorie.

(1) Ces régles sonl, au contraire, fort inléressantos, si on les regarde comme des moyens
d’obtenir, par un choix convenable des indélerminées, un grand nombre de régles de la
premiére catégorie.
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On pourrait nous objecter que ces criteres, tel le critere de Gaue h\
rappelé il y a un instant, font aussi intervenir la notion de limite,
par suite, ne peuvent pas non plus servir & I'éclaircir. Il est aisé dv
réfuter cette objection, et ce nous sera une occasion d’observer un
phénomene des plus importants et que nous retrouverons souvent dans
la suite.

La regle de Cauchy nous enseigne que la série (1) est convergente
si V/uz, a une limite inférieure & un; oubicn si Ve, n'ayant pas de limite
unique, la plus grande de ses llmlt(,s estinféricure & un. Mais on peul
énoncer cette regle sans faire intervenir la notion de Iimites il suffi(
de dire, qu' partir d’unc certaine valeur de n, Vi, est inférieur & un
nombre fixe inférieur & un. De méme pour la divergence. Le seul cas
ou intervienne réellement la notion de limite est celui ot cefte Hmite est
précisément wn. Or, on sait que, dans ce cas, Ja question n’est pas
résolue; on est ramenc a une difficulté aussi grande que celle d’ o’ on est
parti. Nous conviendrons de dire dans ce eas que la regle de Caunchy est
en défaut; nous dirons, au contraive, qu’elle estinapplicable, si \u, n'a
pas de limite unique, mais tend vers plusicurs limites, dont les unes
sont plus grandes, les autres plus petites que wn.

On voit que c’est seulement dans le cas ou la rigle est en défaut
que la notion de limite y intervient effectivement et 'on pourrait, en
effet, remplacw alor% Vétude de la séric par Pétude de la maniere
dont Yz, tend vers sa limite.

Les regles de convergence dont nous nous oceupons ici s’obticnnent
par la comparaison de la série donnée avec une séric déterminée,
ou avec une intégrale définie (il est inutile de rappeler le lien établi
par Cauchy entre la convergence des séries & termes positify el des
intégrales de fonctions positives décroissantes). Les plus étendues de
ces regles (c'est-d-dire celles qui, dans la pratique, paraissent pou-
voir s’appliquer le plus souvent) sont dues & M. Bertrand (*); elles
reposent sur la considération des intégrales définies de la forme

-3 o W .
1 \&
dloo(® p O
[ log(® 2 d gy )’

(1) Journal de Lioupille, 1'® série, t. VII; 1842.
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ol ¢ est une constante positive, o un entier positif, et ot 'on a posé
logM e =, log(® x = log [ log(*-1x] (2 >o0).

Pour les criteéres de M. Bertrand, comme pour celui de Cauchy, nous
distinguerons les cas ol ils sont inapplicables de ceux ol ils sont en
défaut. Par exemple, le premier de ces eriteres, déja conno d’Abel et
de Cauchy, est relatif au produit nu,; si ce produit a pour limite ur,
le critere est en défaut; $’il prend une infinité de valeurs supérieures
A4 cetune infinité de valeurs inféricures i 1 — ¢, le critére est tnap-
plicable. ,

Beaucoup de géomitres,: parmi lesquels on peat citer O. Bonnet,
ont omis de considérer les cas ol ces critéres sont napplicables; cette
erreur a ¢té relevée, parlois tres vivement, et a donné lieu & de nom-
breuses discussions. Il n’est pas douteux que ces cas n’existents et il
trés ais¢ den fabriquer; ce qui est moins aisé, ¢’est den fournir des
exemples réels, ¢’est=a-dire s’¢lant présentés natarellement aux géo-
metres. De plus, dans tous les cas indiqués jusqu’ict, & ma connaissance,
ol ¢es critéres sont wapplicables, 1a série proposée se décompose nata-
rellement en plusicurs séries particlles, i chacune desquelles ils sont
applicables ("), Aussi, tout en reconnaissant Uimportance théorique
des remarques faites a ce sujet, on doit avouer que, dans la pratique,
0. Bonnet se trouvait avoir raison : les critéres ne sont jamads tnappli-
cables awx sérics que Uon rencontre; on peul atsément les rendre appli-
cables awr séries que Uon forme.

Une autre question, plus importante & mon avis que fa précédente,
est celle-ci = les criteres de M. Bertrand peuvent-ils étre tous en défaut?
Celte question paraitavoir ¢té pour la premiere fois (*) posée et résolue
par Paul du Bois-Reymond, dans un Mémoire absolument fonda-
mental (?). Par une méthode des plus originales et dont il a tiré

(') Voyez, par exemple, les séries formées par M. Pringsheim ( Math. dnnalen, v 33,
p- 345. Cf. le premier cahier de I'Eneyelopédic Burkbhardt-Meyer ).

(*) Dans son Mémoire (loc. cit., p. 48), M. Bertrand dit & ce sujet, apris avoir parlé
des cas ot les critibres sonb inapplicables, Tapres nos définitions @ « ... I faut y joindre
le cas, infiniment peu probable, ol toutes ces expressions jusqu’a Uinfini auraiont I'unité
pour limite. » (Pest le cas ol les critéres sont tous en défaut qui est ainsi & la fois prévu
ol Gearlé,

(3) Journal de Crelle, t. 76,
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" d’autres résultats sur lesquels nous reviendrons ('), il forme une série
pour laquelle les criteres de M. Bertrand sont rtous en dédfaut, sans
étre jamais inapplicables. Mais le sens de la réalité ne Iabandonne
pas au milieu de ces spéculations et il s'inquitte de approximation
que peut fournir la série qu’il vient de former. Le résultatde son caleul
est le suivant: pour atteindre la modi¢ de la somme totale, il faut
prendre un nombre de termes égal au volume de la Terre exprimé en
millimetres cubes. Apres cette constatation, il laisse au leeteur le soin
de conclure ; pour ma part, 'analyse admirable de Paul du Bois-Reymond
ne fait que confirmer I'idée ¢mise par O. Bonnet: les criteres de M.
Bertrand sufisent. Seulement, ce dernier mot n’a pas le sens absoln
que lui ontattribué certains critiques, mais un sens relatif': ces eriteres
suffisent pour décider de la convergence de toutes les séries qu'un géo-
metre peut actuellement rencontrer (A condition que Pon sache Jes
appliquer, bien entendu, c¢est-i-dive que Pon sache reconnaitre, par
exemple, que nu, veste inféricur i 1 — e, dans le cas olvil en est ainsi).
Or, il est bien probable que ¢’est uniquement i ce sens relatif que
s’altachait O. Bonnet.

Nous venons de constater, par un premicr exemple, Pimportance
particulitre de la fonction exponenticlle (ou de la fonetion inverse) et
de leurs itérations successives : les intégrales (3) suffisent, dans la pra-
tique, & fournir des fonctions de comparaison pour Uétude detowtes Tes
séries & termes positifs et des intégrales de fonctions décroissantes (2).

II. — Les séries alternées.

Nous appelons, dans ce paragraphe, série alternde, une série dont
les termes sont (au moins a partir I’un certain rang) alternativement
positifs et négatifs, lewur valeur absoluc variant constamment dans le
méme sens. Une série alternée converge si son terme général tend vers
zéro : c’est une regle bien classique, qu’on trouve dans tous les

(1) Page 18.
(*) Les termes des séries sont aussi décroissants ; sur celte restriction apparente, on

pourrait faire les mdmes remarques que dans le cas des séries allernées dont nous allons
parler.






