
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’É.N.S.

ÉMILE BOREL
Mémoire sur les séries divergentes

Annales scientifiques de l’É.N.S. 3e série, tome 16 (1899), p. 9-131
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1899_3_16__9_0>

© Gauthier-Villars (Éditions scientifiques et médicales Elsevier), 1899, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales scientifiques de l’É.N.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1899_3_16__9_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


A N N A L E S
SCIENTIFIQUES

DE

L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE.

M É M O I K E
SUR

LES D IVEBCxENTES,
PAK m. ÉMÏLÎS BOBEL.

INTRODUCTION.

L'étude de la question proposée par l 'Académie ( 1) m'a c o n d u i t ra-
p idement à penser que, pour t ra i ter le sujet d 'une manière un peu
complète, il é tai t nécessaire de résoudre tout d'abord des problèmes
très divers d 'Analyse et, en part icul ier , de Théorie des fonc t i ons , pro-
blèmes q u i paraissent tout d'abord n'avoir que de lo in t a ins rapports
avec les séries divergentes. Malheureusement , i l aurai t f a l l u beaucoup
plus de temps et de talent que je n'en ai. eus à ma disposition pour le
faire avec toute l 'ampleur qui m'aurait paru désirable.

J'ai, dû me borner à une esquisse dans laquelle bien des parties ne
sont même pas ébauchées; on trouvera, dans ce Mémoire , p lus de

( 1 ) Colle question était la Huivanto : CÏiercÏier à étendre le rôle que peuvent jouer en
Analyse le,v séries divergentes. Lo texte imprimé ici est la reproduction du manuscrit
couronné par rAeadémie des Sciences (^rand prix des Sciences înathômaiiques, 1898),
sauf quelques modifications de pure forme qui avaient été rendues nécessaires par l'obli^
galion imposée aux concurrents de rester anonymes.

An.n. clé l'Ec. Normale. 3e Scne» Tome XVI. — JAMVIEK .1899. ^



10 ÉM. BOUEL.

problèmes posés que de questionsrésolues. Mais il m'a paru nécessaire
de laisser subsister ces parties à peine ébauchées; citait le seul moyeu
de ne pas renoncer complètement à l'unité que j 'aurais rêvé de mettre
dans ce Travail.

J'espère néanmoins avoir obtenu quelques résultais nouviiaux, qui
paraîtront peut-être dignes d'attention. On trouvera les principaux
dans les paragraphes IV et VU du. Chapitre I, dans le paragraphe 1 1 )
da Chapitre li, dans les paragraphes IV e t V d u Chapitre 1 1 1 .

Dans ces derniers paragraphes je prouve notamment que, si uiir
série divergente vérifie formellement une équation di f férent iel le algé-
brique et si elle est sommable, elle définit une solution de l 'équation
(c'est-à-dire fournit le moyen de calculer numériquement celle solu-
tion). D'ailleurs le mol sommable n'a pas un sens absolu; je veux
dire : il y a une infinité de procédés de sommation te ls que le (héorcUK*
soit vrai. J'Indique quelques-uns de ces procédés : lorsqu'on chois i t
arbitrairement 1/un d'eux, le (Jléoreme prend un seus tout a (ait pré-
cis.

,11 semble que l'étude, par cet ic méthode, des équations différen-
tielles doi t être coucoinitanie de l 'étude de leurs singulari tés au poiu!
de vue indiqué dans les paragraphes cilés dii Chapitre I.

Quelques mots, pour terminer, sur le plan de cr1 TravaiL
L'étude des séries divergentes m'a conduit a quelques réflexions gé-

nérales sur la convergence et la divergence; et ces rédexions, a leur
tour, m'ont rendu de grands services dans la suite de mes recherches.
11, m'a paru naturel de commencer par les exposer : ici est lo but du
Chapitre I, dont la lecture peut d'à il leurs être omise sans inconvénimiL

Dans le Chapitre II, je m^occupe de la sommation des séries diver-
gentes en. général, et en particulier des séries de puissances dont le
rayon de convergence est fini. Le Chapitre lit est consacré au cas où
ce rayon est nul; il se termine par l'élude et l'interprétaliori, à mon
point de vue, de résultats obtenus par Slielljes sur une classe parti-
culière de telles séries. J'ai terminé par quelques pages de conckmoîL
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CHAPITRE I,
CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES SUR LA. CONVERGENCE ET LA DIVERGENCE.

I. — Les séries à termes positifs.

Les règles de convergence des séries à termes pos i t i f s

peuvent, être ranimées dans deux grandes classes. Les unes ont nn
énoncé déterminé, [elle la règle de Canchy relative à la limite de V^//;
dans l'énoncé des autres, an, contraire, interviennent une infinité de
nombres arbitraires, assu je t t is seulement a, croître indéfi ni ment avec
leur indice : le premier type de cette deuxième catégorie est dû a
Kummer. An point de vue auquel nous nous placerons dans ce Chapitre,
ces dernières règles sont ent ièrement dépourvues d^intéret ( f ) . Si l'on
se propose, en e f Ïe t , d'approfondir la notion des limite, c'est-à-dire de
rechercher quels sont les modes divers par lesquels une quantité va-
riable peut tendre vers sa limite, ces règles no peuvent rendre aucun
service.

Elles font intervenir, avons-nous dit, une suite indéfinie de quan-
tités positives

( ï ) ^i»^» * • - , ff-in • *

augmen tan t i n d é f i n i m e n t avec leur ind ice n. C'est là une no t ion préci-
sément aussi complexe que celle qu'i l , s 'agit d'éclaircir. Il y a au tan t de
modes par lesquels la sui te (2) peut augmenter i n d é f i n i m e n t que de
modes par lesquels la série (i) peut converger,

II est donc e n t e n d u que nous par lerons seu lement des critères de
convergence de la première catégorie.

( ! ) Ces règles sont, au conirairo, fort mtôressantos, si on les regarde comme des moyens
d'oblonir, par un choix convenable des indéterminées, un grand nombre de règles de la
( crémière ça té^o rio.
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On pourrait nous objecter que ces critères, tel le critère de Cauehy
rappelé il y a un instant , font aussi in tervenir la no t ion de l imi t e , et,
par suite, ne peuvent pas non plus servir à Féclaircir. Il est aisé de
réfuter cette objection, et ce nous sera une occasion d'observer un
phénomène des plus importants et que nous retrouverons souvent dans
la suite.

La règle de Cauchy nous enseigne que la série (î) est convergente
si ^u^ a une l i m i t e inférieure à un; ou bien si ̂ u^ n'ayant pas de l i m i t e
unique, la plus grande de ses l imi tes est infér ieure à un. Mais on peu t
énoncer cette règle sans faire in te rven i r la notion de l i m i t e ; i l suf f i !
de dire, qu'à partir d ' u n e certaine valeur dé n, '{ju^ est i n f é r i e u r à nn
nombre fixe inférieur à un. De même pour la divergence. Le seul cas
où intervienne réellement la not ion de l imi te est ce lu i ou celte l i m i t e est
précisément un. Or, on sait que, dans ce cas, la ques t ion n'est pns
résolue ; on est ramené à une difficulté aussi grande que celle d ' o ù l'on est
parti. Nous conviendrons de dire dans ce cas que la règle do Cauchy est,
en défaut; nous dirons, an contraire, qu'elle ^iinappliaable, ni ̂  rui
pas de l i m i t e u n i q u e , mais tend vers p l u s i e u r s l imi t e s , don t les unes
sont p lus grandes, les autres p lus petites que un.

On voit que c'est seulement dans le cas où la règle est m défaut
que la notion de limite y intervient e f fec t ivement et l 'on poiimiil , m
etïet, remplacer alors l'étude de la série par l 'étude de la manière
dont ^^ tend vers sa limite.

Les règles de convergence dont nous nous occupons ici s'obiienruml
par la comparaison de la série donnée avec une série déterminée,
ou avec une intégrale dé f in ie ( i l est i n u t i l e de rappeler le lien établi
par Cauchy entre la convergence des séries à termes p o s i l i f H el de^
intégrales de fonctions positives décroissantes). Les p lus é tendues de
ces règles (c'est-à-dire celles qui, dans la prat ique, paraisaeni pou"
voir s'appliquer le plus souvent) sont dues à M. Bertrand ( i) ; elles
reposent sur la considération des intégrales définies de la (orme

plo ;̂ p(^
logw^

(1) Journal clé LiowiUe, i^ sériô, t. Vil; iS^.
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où £ est une constante positive, a un ent ier pos i t i f , et où l 'on a posé
iog^0) x == .y, io^) x = Iog-[ log-^-"-1) x ] {et > o ).

Pour les crileres de M'. Bertrand, comme pour celui de Cauchy, nous
distinguerons les cas où ils sont inapplicables de ceux où, ils sont en
défaut. Par exemple, le premier de ces critères, déjà connu d'Abel et
de Cauchy, est relatif au produit nu,^ si. ce produit a pour limite un,
le critère est en défaut; s'il prend une inf'init.é de valeurs supérieures
à r-T" s et une infinité de valeurs inférieures à i — £, le critère est inap-
plicable.

Beaucoup de géomètres,-parmi lesquels on peut citer 0. Bonnet,
ont omis de considérer les cas où. ces crileres sont inapplicables; cette
erreur a été relevée, parfois très vivement, et a donné lieu a de nom-
breuses discussions. Il n'est pas douteux que ces cas n'exisleni; et il
très aisé d'en fabru/uer; ce qui est moins aisé, c'est d'en fournir des
exemples réels, c'esl-a-dire s'étant présentés naturellement aux géo-
mètres. De plus, dans tous les cas indiqués jusqu'ici, à ma connaissance,
où ces critères sont inapplicables, la série proposée se décompose* natu-
rellement en plusieurs séries partielles, a. chacune desquelles ils sont
applicables ( 1 ) . Aussi, tout en reconnaissant l ' importance théorique
des remarques fa i tes à ce sujet, on doit avouer que, dans la pratique,
0. Bonnet se trouvait avoir raison : les critères ne soni /omais inappif'-
cables aux séries que Von renconire ; on peut. aùémeni les rendre app/i"-
cables an.:v séries que l'on forme.

[Jne autre question, plus iinportante a mon avis (lue la précédente»,
est celle-ci : les critères de M. Bertrand peuvent-ils ôire tous an dé faut?
Cette question parailavoir été pour la première (bis (2) posée et résolue
par Paul du, Bois-Reymond, dans un Mémoire absolument fonda-
mental (:î). Par une méthode des plus originales et dont il a tiré

( 1 ) Voyez, par exemple, les sénés formées par M. Prin^s'henn ( M a l / / . Ànnaton, t ;.?;>,
p. 345. Cf. le premier cahier do rEncycîop(k]îo Burkhardt -Moyor) .

( ï ) Dans non Mémoire (loc. cit., p. 48), M. Bertrand (lil à'co sujet , après avoir parlé
des cas où les crUôros sont Inapplicable^ d'après nos déOnUionB ; « . . . Il iaul y joindre
le cas ,^nfirnïncnlpoui)rol)ablo, ou toutes ces expressions jusqu'à r i n f i n i aura iûnt ' I 'un i to
pour l imite. » C'est lo cas où les critères sont tous en d é f a u t qui est ainsi à la ibis prévu
et écarté»

(3 ) Journal de C relie, t. K).
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" d'autres résultats sur lesquels nous reviendrons (1) , i l forme une série
pour laquelle les critères de M. Bertrand sont TOUS en défaut, sans
être jamais inapplicables. Mais le sens de la réal i té ne l ' a b a n d o n n e
pas au milieu de ces spéculations et il s ' inquiè te de l ' app rox ima t ion
que peut fournir la série qu'il v ien t de former. Le résultat , de son ca l cu l
est le suivant : pour at teindre la moitié de la somme totale , i l tant
prendre un nombre de termes égal au v o l u m e de la Terre expr imé en
mil l imèt res cubes. Après cette consta ta t ion, i l laisse an lec teur le soin
de conclure ; pour ma part, l 'analyse admi rab le de Paul du Bois-Beymond
ne fa i t que confirmer l'idée émise par 0. B o n n e t : les cri tères de M.
Bertrand suffisent. Seulement, ce dernier mot n'a pas le sens absolu
que l u i ont a t t r i b u é certains cr i t iques , mais un sens r e l a t i f : ces critères
suffisent pour décider de la convergence de toutes les séries q u ' u n géo-
mètre p e u t ac tuel lement r encon t re r (à c o n d i t i o n que l 'on w/^r' les
appl iquer , bien entendu. , c'est-à-dire que l'on sache reconnai i re , par
exemple, que nu,^ reste i n f é r i e u r a 1 — £, dans le cas où i l en est a i n s i ).
Or, 11 est b ien probable que c'est un iquen ien i , h ce sens relatif que
s 'at tachait 0. Bonnet .

Nous venons de constater, par un p r e m i e r exemple , l ' impor tance
particulière de la fonct ion exponen t ie l l e (ou de la f o n c t i o n inverse) et
de leurs i té ra t ions successives : les intégrales ( ' î ) su f f i s en t , d a n s la pra-
tique, à fournir des fondions de comparaison pour l 'é tude de touffe les
séries à termes positifs et des intégrales de (onct ions décroissanteH ( a ),

II. — Les séries alternées.

Nous appelons, dans ce paragraphe, série alternée, une série dont
les termes sont (au moins à partir d 'un certain ran^) a l t e r n a t i v e m e n t
positifs et négatifs, leur valeur absolue variant constamment dan,}; h
même sens. Une série alternée converge si. son terme général tend vers
zéro : c'est une règle b ien classique, qu'on trouve dans tons les

( 1 ) Page 18.
( 2 ) Les termes des séries sont aussi décroissants ; sur cette restriction appanmU», on

pourrait faire les mômes remarques que dans le cas des séries aUornôen druHrumnaIlow
parler.
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Traités et qui est d'une application fréquente. Si nous h rappelons,
c'est afin clé remarquer une fois de plus quel rôle important joue
en Mathématiques l'observation des f a i t s analytiques et combien
on risquerait d'errer en construisant l'Analyse a priori, sans tenir
compte de ces faits. Assurément, a pn'on\ la probabilité pour qu'une
série soit alternée est manifestement nulle; l'idée de consacrer une
règle spéciale à ces séries ne peut donc venir que de l 'observation des
faits, qui montre combien elles se présentent souvent dans la pratique.

Si les termes d'une série alternée tendent vers une limite finie a, la
somme de la série converge al ternati veinent vers deux nombres s cl
•v -+-a; nous verrons que dans ce cas la série rentre dans la catégorie

de celles que nous nommons somrnables et a pour somme s -h •

Enfin, si les termes de la série al ternée augmentent indéfiniment,
S a série est, divergente. S î l l e est d'ailleurs, en général, sommahie, si
l'on a soin de prendre les mots en général (\[\\\^ un sens pmlù/de et non
il iéo tique.

On voit que la notion de limite intervient directement dans l'étude
de la convergence des séries alternées; cette étude ne poutdonc per-
mettre d'approfondir cette notion, comme l'étude de h» convergence
des séries à termes positifs.

Nous tenons à signaler un autre point important pour la suite :'nous
avons rappelé les liens ét ro i ts qu'il y a entre les séries à termes posi"
Si fs décroissants et les .fondions décroissantes ; a une première approxi-
mation (voir le paragraphe suivant pour le sens de ces mots), l'élude
de la convergence des séries se conibnd avec celle de la convergence
des intégrales. Il y a de plus grandes différences entre les séries alter-
nées et ce que l'on peut appeler les fonctions oscdlcirUcs', qui tendent
vers une l imite a en prenant une infinité de (bis la, valeurs. Si, pour
fixer les idées, nous considérons une fonct ion qui tend vers zéro
lorsque la variable x augmente indéfiniment, on aura à considérer
deux fonctions croissantes pour avoir une première idée du mode
d'oscillation : i° la fréquence des zéros; ̂  l'inverse du maximum ( i )

( , [ ' ) Nous supposons implicitement celte denucrc fonction croissante: c'est co qui a lien
en génércil {voir Ïe paragraphe V, p. 4 1 ) .


